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متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
تع اوعط_وودووواة اليا عمو بأطاعمة/ رعمها 


شغ 


500 


الطبعة الثانية 


ش عاك 
الواتور روب ر سحتب ج. يا رتل 
أسنتاة الرياضياات 
جامعة الينوى . أريانا. شاميين 


َه 


56 زور 

الأمسننا ذ اللتور جو وإ لسصمري ل 

رئيس قسم العلوم الرياضه يجامعةحلوات 7 
جمهورية مصبراتعرية 


اه 


مراجعة 

المستتاذ الولتور فوا جر رصب 
اتا الزنانات_ كاي النوسه 
جامعة اماه _جمهوريه ممرالميية 


جون واياي وأولاده 
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حقوق النشر © ١18١‏ محفوظة لدار جون وايلى وأولاده ٠‏ 
جميع الحتوق محفوظة 


يتم نشر هذا الكتاب فى ذات الوتث فى انجلتر! بواسطة دار جون وايلى 
وأولاده ليمتد . 


لا يجوز أعادة طبع أو نقل أو ترجمة أى جزء من أجزاء هذ!ا الكتاب 
بأية وسسيلة دون اذن كتابي من الناشر ٠‏ 


15817 0 - 471 - 06391 - 6 
10 99 8 7 6 54 3 1 


لني 
١ش‏ 008 


فى وقت ما توقع طالب الحامعة الذى يدرس رياضيات متقدمة فى مرحلة البكالوريوس 
تطوير مقدرته. الفئية ى حل مسائل تحتوى على حساب عظم الأهية لكو 6 لم يتوقم سيادة 
م الاحتيالات النظرية » مثل تقارب منتظم أو اتصال منتظم . وكان مطلوباً منه أن يكون 
قادراً على استخدام نظرية الدالة الضمنية » لكن بدون معرفة فروضها . قد تغير هذا الحال » 
ويعتير الآن من الأهمية أن كل طلبة الرياضيات المتقدمة ‏ الرياضات استقبلة » علماء 
الكبيوتر ٠‏ الفيزيائيون » المهندسون » أو الاقتصاديون - يفهمون الطبيعة الأساسية النظرية 
الموضوع . هم حينئذ سوف يفهمون كلا من قوة تحديد النظرية العامة بدرجة أكثر تماماً . 


نا اه عفري يق شيرق سووين اسيل احفر ال عاضة "لعز معام 
هوا . جمهور المستمعين لى غالبا من أشخاص جدد مجهزين جيداً عادة إلى خريجى المامعة , 
معظمهم عادة لا يدرسون الرياضيات كمل أساسى ٠‏ لكلهم درسوا عل الأقل ما يكاقء 
ثلاثة فصول دراسية فى دراسة ( ليست عايفة ) التفاضل والتكامل ؛ المحتوى على تفاضلات جزئية ؛ 
تكاملات مضاعفة » تكاملات خطية » ومتسلسلات لا نهائية . هن المرغوب فيه لكل ادراسين 
أن يدرسوا فصلا دراسيا فى الخبر الحطى أو الحبر. الحديث لكى بمهدوا الطريق. هذا المقرر 
الذى نبرهن فيه نظريات تحليلية . لكن حيث أن كثيراً من الطلبة الذين ألتى بهم ئيس 
عندهم هله الخلفية . فأبدأ دراسة التحليل ببراهين جبرية قليلة » لكى أضمهم: على بداية 
طريقهم ١‏ 


أقدم فى هذه الطبعة » الحواص المرتية والحبرية لنظام الأعداد الحقيقية فى باب 4 ٠‏ ه 

يقة أسبل من تلك الى استخدتها فى الطبعة الأولى . و بالإضافة إلى ذلك أقدم التعاريف 
لفراغ متجه وفراغ عمودى فى ياب م » حيث أن هذه المفاهيم تحدث كثيراً فى الرياضيات 
الحديثة . قصرت أيضاً أبواباً كثيرة لسبولة وسرعة الحصول على المادة العلمية وثقد.م 
قابلية ثنى إضافية عند استخدام هذا الكتاب ككتاب مدرسى . أضفت تمرينات ومشروعات, 
جديدة وكثيرة » لكنى حاولت أن أجعل الكتاب فى نفس المستوى كالطيعة الأولى . يوجد 
فقط تغيير ات طفيفة فى الحزء الأول من الكتاب لكن ء بما أن الحبرة قد أثبعت أن النقاش 


هر 


التفاضل والتكامل ف الفراغ 2 كان مختصراً جداً, فى الطبعة الأولى . فإف جمعت نظرية الدوال 
المتغير واحد فى قصل واحد وأسببت بعناية فائقة فى معالحة دوال متغيرات متعددة . 


قدمت فى باب ١‏ إلى + » المصطلحات العلمية للفئات النظرية ومفهوماً استخدم فيما بعد 
ويقدم أفكاراً أساسية قليلة . لكن . هذه الأبواب لا تعطى تمثيلا نظامياً لنظرية الفئة . 
( لا نحتاج إلى مثل هذا القثيل ٠‏ أو نرغب فيه فى هذه المرحلة ) . يحب فحص هذه الأبواب 
بإيمازو الررجوع إليها فيا بعد إذا كان ذلك ضرورياً . فى الحقيقة _نبدأ الكتاب بالباب الرابع » 
ويقدم الباب السادس : « تحليلا » ومن الممكن دراسة الآبواب من 4 إلى ١١‏ ومن ١4‏ إلى ١!‏ 
ومن ٠١‏ إلى ١-54‏ ومعظم 89 إلى 8١‏ فى فصل دراسى واحد . ينبغى أن أستعمل حق اءتياز 
المعل . و باختصار أقدم بعض موضوعات خاصة أخرى ( مثل المتسلسلات ) على حساب نتائج 
مختلفة سهلة المواقم ( أو حتى حذف بعض النتاج ) الى ليست ضرورية للمادة السابقة . 
حيث أن الكتاب بأكله يعملى مادة أكثر قليلا عما بمكن دراسته عادة وعما نقدر لتغطيته فى 
عام واحد هذا المستوى » فسوف بحصر العم مادة نقاش بعض الأبواب . لكن من المفيد 


0 10 4 ورننيعهة 


الدارس أن يحفظ المادة.الإضافية كرجع فى المستقيل . درسنا هنا معظم الموضوعات المرتبطة 
عموماً مع مقررات ف « التفاضل والتكامل المتقدم ٠‏ الاستثناء الأساسى هو موضوع تكاملات 
خطية وتكاملات على سطح ونظرية استوكس ؟؛ لم يناقش هذا الموضوع ع حيث أن معالحة 
بدهية هى بالأصح جزء من التفاضل والتكامل وتحتاج معالحة قوية إلى نقاش شامل نوعاً ما 
لكى يكون مثمراً . 1 


الاعّاد المنطق للأبواب الختلفة فى هذا الكتاب المدرمى موضح بالشكل المجاور يوضح 
خط جامد فى هذا الشكل اعبّاداً على الباب السابق ويدل خط متقط على اعتّاد بسيط فثله 
كل التعريفات » النظريات » النتانج » المفتر ضات » بالتتالى حسب رق الباب » خصصت 
اسمه للنظريات الأكثر أهمية طلما بدا رامم مناسب . تنطلق البراهين من الكتاب برأس 
البر هان وتنمبى بعبارة وهو المطلوب إثباته . 


ليس من الممكن زيادة تأكيد أهمية أثمّارين والمشروعات باستخدام مجهودات جدية 
ومتفق علببا لحلها بمكن الشخص أن يأمل فى أن يسيطر على مادة هذا الكتاب . ثنمى 
المشروعات موضوعاً معيناً لمتتابعة متصلة » نعتقد أنها تنقل للطالب على الأقل مذاق اللذة 
31 العذاب ! ) عند عمل بحث فى الرياضيات آمل فى أنه سوف لا يفشل طالب فى أن يمرن 
يده على كثير من هذه المشروعات لأنفى أعتقد أنها بوجه خاص ملامح قيمة لهذا الكتاب . 


جلبت عند كتابة هذا الكتاب » من خبرق ف الفصل الدراسى وتأثرث بمصادر كثيرة . 
استفدت من نقائى مع الطلبة والزملاء » ومنذ نشر الطبعة الأولى » أجريت مكاتبات شاملة 
مع الطلاب والمدرسين فى معاهد أخرى . أقدم شكرى لكل من قدم تفسيرات واقتراحات . 
شغفهم لتحسين الكتاب شجعى على تدبير هذا التنقيح . قرأ الأساتذة أندرسون ؛ باد ». 
برسينى بروقة الطبعة الأولى وقدموا اقتراحات مفيدة . أخص بالشكر زميل » الأستاذ برندت» 
لأجل تعليقاته وتصحيحاته الكثيرة والصارمة . أقدم شكرى إلى كارولين ج . بلومكر 
لصبر ها وكتابتها المتقنة للبروثة المصححة تحت ظروف متنوعة . أخيرا أقدم تقديرى العظم 
لمساعدة وتعاون إدارة ويل . 


روبرت ج. بارتل 
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ملخصات فصول > 


الموضوم . الصفجة 
ا ا ل ا ا ا 00 


باب 0 اجن الفششانقة ا اا ما له امعو عق لواو ا اما 
الفئة الجزئية الفعلية الفئة - تقاطع واتحاد فثتين - حاصل 
الضر ب الكار تيز ى 

بات( )افوا ..ارء ءءء 1 
ميل جدولى - قيود البوال 7 3 5 الدوال - 2 
الدوال الإدخالية والدوال المكسية - الدوال الفوقية والدوال 
العناظر أحادية - الصور المباشرة و العكسية 


باب ( " ) فثات محدودة وفثات غير مخدودة ‏ ... 2.ث لي مل لل ل 78000 
- عدم قابلية العد المقدارين 1 و 15 


الفصل الأول , الأعداد اطقيقية ... ... ع مني ع نم عير ملم مر عرف للم 


باب ( 4 ) المواص الجبرية للمقدار 155 .. 10000 م دلاظ 
الفزامن الجبرية الققة 10ت الأقاء اي للق ) 00 
باب ( ه ) المداض افراية و مف ا لام 


باب:( 8 ) خاصية لق أو الإاكال لقان 1 وا روا لا 1 
الأعلى والأدنى - خاصية أر يدس - و جود المدد 2/. 
باب ( ١‏ ) القواطع » الفترات والقئة المائلة ...بيب عت ل مي من. ام 
ش خاصية القطع ( القص ) - الخلايا والفيرات - خاصية الخلايا 
المتداخلة - فئة كانتور - تماذج من 1 


الفصل الفاف : توبولوجيا الفراغات الكار ل و 0 5 
باب ( م ) متجه وفراغات كارتيزية : د 
حواصل و1 ا 1 اه تيزى ”12 
باب ( و ) الفثات المغلقة والمفعوحة ‏ .,. ... 2.22 .ثلث لس ليل لال #0 
متاخات ( الجيرة أو الجوار ) - فثات مفتوحة فى +1 

باب )١١(‏ نظريات الخلايا المتشابكة ( الوكرية) وبولزانو - قير شتراس ... 2 ١م‏ 
نظرية الخلايا المتداخلة - نقط العنقسود أو السباطة ونظرية 
و بولزانو ‏ قير شتراس 

باب )١١(‏ نظرية هاين - بوريل ‏ ... ... ىم 
نظرية تقاطع “كانتور - نظرية غطاء البميج. ا 5 
نظرية الكونتور المحيط 


باب )١1(‏ الفنات المتسطة 2 ... ... ... على موي 0 6 
الفعات المفتوحة الملاتصلة 0 1 


باب (10) نظام الآقداف الل نكب ل الما لوكا ما لل رد الا 0 


ألفصل الثالث : تقارب عع عمق عرف قرف معز عقف ممم رفم فلم للم فلم الإق3 

ناض (1:4) مقكدعه إل المحانهات 7 ا 2 ا الي اا 
انفرادية النباية 

باب (ه١)‏ معايعات جرئيسة وثواقيق ... ...الت لا مث ملم على 95و( 
توافيق المتتابعات -- تطبيقات 

داكدا بواراد ألا مكاكةة الالابييه: 500 7 

تقارب باطر اد - نظرية بولزانو انوا راس بت ارات اال 

بات (؟() مجايات القوال ... ... ... . ا ا 
العمود المنتظم ب معيار ا 

ناك ١)‏ العلق السحافة ١ه‏ مم عع عمسن عل الما حدم ولي ١‏ 12107 


متتابعات غير محدودة - نهايات لانهائية 

باب )١94(‏ بعض امتدادات . 1 538 555 
مجموع سيزارو - متتابعات رو كراد 00 
نظرية “باية مزدوجة - نظلرية نهاية مكررة 


الفصل الرابع : دوال متصلة .. 
باب (0) خواص محلية لدوال متصلة 
معيار عدم الاتصال - محصلة دوال 
باب (91) دوال خطية . 


باب (99) خواص كروية لدوال متصلة 7 0 
نظرية الاتصال الكروى - حفظ الاتصال أو الارتباط - حفظ 
الإدماج )م الدموج ) نظرية القيمة العظلمى و الصغرى - 
اتصال الدالة العكسية 

باب (9) اتصال منتظم ونة نقط ثابعة 


نظرية الاتصال المنتظلم - نظرية انقلة ثابتة نطية انكل النابنة 


للانكاشات - نظرية نقطة ثابتة لبروور 

باب (4؟) متعابعات دوال متصلة .. 0" 5 
تبادل نباية و اتصال ري دري كرات لبود 
- نظرية تقريب برئشتين - نلرية انقريب 4يراشتراس 

باب (6؟) نهايات دوال 


“بايات أعل عند قعلة 
باب (95) بشن لعائج أيطه ...يب مني مني مني ميم عله 
نظرية ستون ل ثيرشتراس - نظرية تقريب ستون - 


امتداد دوال متصلة - نظرية امتداد تيز - تساوي الاتصال - 
نظرية ارتزيلا - أسكولى 
الفصل الخامس : دو ال لمتغير واحد 
<< باب (50) نظرية القيمة المتوسطة 1 
نظرية النهاية المظمى الداخلية - - نطرية القيمة المتوسلة - 3 
نظطرية كوثى للقيمة المتوسطة 


١6 


4ه( 


يلكا 


ارا 


باب (ه) 


باب (؟) 


باب (٠م)‏ 


باب (61) 


باب (؟91) 


باب (790) 


باب (++) 


تطبيقات أبعد لنظرية القيمة المتوسطة ا حا 
تطبيقات - تبادل مهاية ومشتقة - نظرية تايلور 


تكامل ربمان ‏ اشتيلتجز 500006 
معوار كوثى للقابلية للتكامل - بعض خواص التكامل : ان 
بالتجزىء - تعديل التكامل 


ووه ا ا ره 5 

معيارر يمان لقابلية التكامل - نظرية ال عامل تعاتب 
التكامل -- النظرية الأولى للقيمة المتوسطة - نظرية أساسية لساب 
التفاضل و التكامل ‏ تكامل بالتجزىء - النظرية الثانية القيمة 
المتوسطة - نظرية تغيير متغير - تعديل التكامل 


خواص أيعد للتكامل ‏ ... ... 2... 0.. 10000 
نظرية خاو تر نك لزي لراري لطر دراج ميدة اال 
لباق - نظرية تايلور - تكاملات تعوقف على بارامثر ( كية 
متغيرة ألقيمة ) - صيغة ليباز- نظرية تبادل - نظرية القثيل لريزذ 


تكاملات غير ٠عينة‏ ولا مبانية ولوف امه 1ق ف لوق “لوقه 
دوال در تزه تا رلات لاثبائية ب ورك المكلل لالد 
معيار كوثى - اختبار مقارئة -. اختبار مقار نة للباية - اختبار 


دير شلت - تقارب مطلق 
تقار ب منتظم وتكاملات لاحبائية 1 


معيار كوثى -- اخثار ار لفير شتراس اختبار ديرشلت س 
تكاملات لانهائيةنعوقف على بارامتر - تكاملات لانهائية لمتتابمات- 
نظرية تقار إطرادية - تكاملات لانبائية مكررة 


الفصل السادص :التسلسلات اللاتهائية ...ب ب الل لل لل لملا 


تقارب متسالسلات لانهائية ول "مدي نا عه - لاا اماد 
معيار كوثى كود ا لمات متسلسلات - نلرية 


إعادة تنم 


لليف 


ررك 


اام 


يلين 


قن 


باب (ه) اختيارات لتقارب مطلق 212000 ١‏ 
اختبار المقارنة ‏ نهاية اختبار مقارئة - اختبار 5 - اشتبار 
نسبة ‏ اختبار راب - التبار التكامل 
باب (5م) نتائج أبعد للمتسلسلات ... ... ... له 
مغترض آبل - اختبار درشلت - اختبار آل ات ضاله 
(أو متناو بة) ت إختبار متسلسلة متناو بة - متسلسلات مزدوجة - 
حاصل ضر ب كوثى 


باب (0©) متسلسلات دوال . 1 
اختبارات عار ل اياعر 13 لفيراشتراس 
- اختبار درشلت - اختبار آبل - متسلسلات قوى - نظرية 
كوثى - هادامارد - نظرية تفاضل- نظرية الانفرادية - نظرية 
حاصل صرب - نظرية برنشتين - نظرية آبل - نظرية وبر 

باب (م؟) - متسلسلة فوريير ل شفع امرك ةق اقعلة لرة 
متبايئة بسل - مفكر ص ولد نلرية تقارب نقطية 
- نظرية تارب منتظمة -- نظرية تفاضل عمودية - نظرية فيجر- 
نظرية تقريب لفير شتراس 


الفصل السابع : تفاضل ق 20 


باب (وم) الشقةق ”74 .ل ااا الاي اللي عمل موه 
وجود الشتقة 


باب ٠(‏ 4) نظريتا قاعدة السلسلة والقيمة التوصطة ... ... ...ا 2.. ..ء 
قاعدة ااسلسلة - نظرية القيبة المتوسطة + تبادل ترتيب اتفاب 
مشتقات أعلى - نظرية تايلور 


باب (41) نظريات الر اسم قو ألد وال الفنمتية ..:. 46 .عه د ءءء 
لصنن(07)9- مفترض تقريب - نظرية الراسم الإدخال - 
نظرية الراسم الفوق - نظرية رامم مفتوح ا 
ل ع عر لا را ة - نظرية الفثيل 


اليار امير ى -- نظر ية رانية 


بالشضا 


لام 


بذكن 


لاع 


نض 


بادال 


باب (49) مسائل إضاقية ... ... ... 2.. 2 يك 16 
اخخبار المشتقة الثانية مراض زات زقرة - ريه را نج - 
قيود متباينة 


لنسل اناي ء ف تكائل افق" #قلاك ماوع خاه وفع موف نا لام لك و حرج لقره 


باب (4) التكامل فى 27 ا ال 48 


محتوى صفر - تعريف التكامل ‏ معيار كرفي - خواسالتكامل 
وجود التكامل - نظرية القابلية العكامل 


باب (44) محتوى التكامل ... ...ا ...ا ..ماء مو 
فئات مع حتوى - تيز الدالة غيجوية - خواص إضافية التكامل 
- نظرية قيمة متوسطة - التكامل كتكامل مكرر 


باب (ه4) تحويلات لفئات و لتكاملات... و ايو لجرت ع2 
تحويلات برواسم خطية -- نحويل برواسم 0 
جاكوبيان - تغيير المتغير ات -- نظرية تغيير المتغيرات - 
الأحدائيات القطبية والكروية - تطبيقات 


إرشادات ار ينات مخكتارة واف الخو لسو قا “كما مط ‏ وة م قم. -158ة 
قامة المصطلحات العلمية ‏ ... ..ى. عي... ...ا ,.. مي مر. نر نر 888 


فهسسر س وعها اميه 57 هوم ووه اوةه أوقها ممم أحفه 90م أ مدي رمم يفن 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مجسني الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع جاقعما!_موعددحات /داتطضعل ممم بزطعمو/ رعماا 


احة عن نطية المئة 


فكرة ألفئة هى الآساس لكل الرياضيات » وجميع الموضوعات والتر كيبات الرياضية 
ترجع أخير] إلى نظرية آلفئة ونظر للأهية الأساسية لنظرية الفئة سنقدم هنا مجملا قصيراً 
للرموز والمصطلحات الخاصة بنظرية الفئة والى ستستعمل كثيرآ فى هذا المرجع . لكن » حيث 
أن الغرضص من هذا الكتاب هو تقديم العناصر ( دون الأساسيات ) للتحليل المقيق ٠‏ لذلك 
سنختار من وجهة نظرنا أساليب بسيطة نوعاً ما . وسنكتق بالمناقشة العادية وستعثير أن 
الكلمة « فئة » كفهومها وكرادف الكلات ه رانبة ومجموعة ع وفصل وطقم » . ولا يوجد 
محاولات لتعريف هذه المصطلحات لتتدويها ق قائمة بدهيات لنظرية الفثة . القارىء الذى 
عنده دراية كافية والممم بتطور الموضوع يجب أن يسترشد بالمراجع على نظرية الفئات فى جاية 
هذا الكتاب . ومها سيتمل كيف يمكن وضع هذه المادة فى بدهيات أساسية . وسيجد أن هذه 
البدهيات ستكون تطويراً قاطماً لأساسيات الرياضة . لكن بما أذنا سنعتير أن هذا بعيداً 
عن رقعة هذا العم فى الكتاب الخالى لذاك سوف لا نتسمق فى التفاصيل . و ننصح بشدة القارئ 
بقراءة هذه المقدمة سريعاً لمعرفة وحفظ الرموز والعلامات الى سوف نستخدمها . وباستثناء 
الأبواب الأخيرة الى يحب دراسها بمكن اعتبار هذه المقدمة مادة أساسية يرجع إاها . 
ويحب عل القارىء ألا يضيع وقعاً كبيرا فيها . 


الباب الاول ‏ جبر الفئات : 


إذا كانت 4 تدل عل فثئة وكانت # عنصراً فها » فن المئاسب أنيكتب 
مع 1 
كاختصار لقولنا إن عنصر من عناصر الفتة 4 ء أو د عضو فى الفئة 4 ء أو الفئة 4 
تمتوى المنصر + ٠»‏ أو أن ع تكون فى 4 . نحن لا نفحص طبيعة خخاصية عنصر من فئة 
أكثر من هذا ولأغراض أكثر يمكن استخدام الى البسيط فمضوية حيث الميزة البدهية 
هذه العلاقة غير صرورية . 


إذا كانت 4 فئة والعنصر < ينتمى إلى الفتة كم » فإننا نكتعب غالبا للم © 
وطبقاً لفكرتنا البسيطة عن الفتة سنتطلب واحدة تماماً من الإمكانيتين 
م ع2 4م 

لعنصر * وقثة 4 . 

إذا كانت 4م » 8 فتتين ٠»‏ << عنصر » حينئذ سيوجد فى الأصل أربعم إمكانيات 
( انظر شكل )1١-1١‏ 

4)١١(‏ »ع .و 8ععر )١()٠‏ عع وو 28ح 

(؟)م»ع ,م 8عي © )(:) عع و 28ير 

إذا كانت الخالة الثانية لا تحدث ( أى إنه إذا كان كل عنصر من الفئة 4 هو أيضا 
عنصر من ألفئة 8 ) » حينئة سنقول إن الفئة 4 تكون محتوية فى الفعة 8 أو أن الفية 
8 تمتورى 4 أو أن الفة 4 هى فلة جزلية من 8 ويعبر عن ذلك كا يل ؛: 

مدع أو 8عدعم 

إذا كانت 8 ت كى وأيضاً يوجد عنصر فى 8 غير موجود فى 4 ء فنقول إن 4 هى 
ألفئة الحزئية الفعلية الفئة 8 . 

ويحب ملاحظة أن التعبير 8 ح كر لا يملع تلقائياً إمكانية الفعة 4د احتواء كل عناصر 
الفئة 8 . وعندما يكون ذلك حميساً فالفثتان 4 ٠ه‏ 8 تكونان متساويتين بالممنى الذى 
سئعرفه الآن . 

١ - ١‏ تعريف . الفئتان تكونان متساويتان إذا كائعا تحتويان على نفس العناصر إذا 
كانت الفئعان 4 ٠‏ 8 متساويتين فنكتب 8 ع 4 . 


زفق 


)١5--9١ شكل‎ ( 


أى إنه لكى نوضح أن الفئتين 8 و 4 متساويتان يحب أن نوضح أن الإمكانيتين 
(2) » (3) المشار إليهما لا بمكن أن تحدث . وتحقيقاً للتكافو يحب توضيح أن كلا 
8-4 و 8 . إن كلمة خاصية ليس من السبل أن تعرف بالضبط » ولكننا لن 
نر دد فى استخدامها بالتصور العادى لما وهو أنه إذا كانت 2 ثبين خاصية معرفة 1لمجموعة 
من العناصر »© فإننا سنتفق على كتاية 
(()2 :عا 
لفئة جميع المناصر + ألى تحقق الخاصية م . وعادة نقرأها مثل « الفئة لكل المناصر بر 
حيث («)ط , . ومن الأهية غالباً أن نحدد أى العناصر التى تختيرها لخاصية م . حيلاذ 
غالبا ستكتب 
((*«)2:وعع) 


للفئة الحزئية من 5 الى تحقق الخاصية لل . 


أمثلكة : 
)١(‏ إذا كانت (...,8-11,2,3 تعين فثة الأعداد الطبيعية » حينئذ الفئة : 
(2-3+2-0ج : لزع بر 
نحتوى نلك الأعداد الطبيعية الى تحقق العادلة المذكورة . الآن الخلان الوحيدان لمعادلة 
الدرجة الثانية 0 - 2 + :3 ة#ير هما 1 ع رواش حت عدا. وبالتالى بدلا من كتابة التعبير 
السابق ( حيث يوجد عندنا معلومات مفصلة خاصة بجم.م عناصر الفئة الختبرة ) فإننا نرمز 
عادة طهذه الفئة بالرءز ( 2 و1 )4 مسجلين بذلك عناصر الفئة . 


(ب) ويستعمل أحياناً قانون لاختصار وف فئة . مثال ذلك : فئة كل" الأعداد الطبيعية 
الزو جية مكن كتابتها على الصورة 2 + : 2 بدلا من كتابها على الصورة الممقدة 
ولع ع 22 ح بر : لزع وى 


(ج) الفعة (9> + > 10:6 *) يمكن كتابتها ببساطة مثل (47,8 ومن ثم عرض 
لعناصر الفئة . طبعاً توجد أوصاف أخرى ممكنة كثيرة لهذه الفثة . مثال ذاك : 


,(80 >2 > 40: الاج ع 
,(0 -2-15+56ع: لاز عا 
(1-ع أو 0-ب2نعر + 


( د) وبالإضافة إلى فئة الأعداد الطبيعية ( المحتوية على العناصر المعرفة بواسطة 


؟' 


... و2,3 و1 والى سترمز ا بالقاثل بالرمز 8 فإنه يوجد فثئات أخرى قليلة ستقدم ها 
دلالة موحدة كا يتضح من الأمثلة الآتية : 
فئة الأعداد الصحيحة هى : م 
[...,3- ,2,3-,2 ,1- ,40,1 - ,2 
فئة الأعداد القياسية هى : 
([0 “هم لصضه 242 ,70 : ار/م! - في 

سنعالج الفئات () و7 و 7ح كا إذا كانت مفهومة جيداً وسوف لا تختير ثانياً خواصبا 
بتفصيلات أكثر . وءن الفئات الى ها أهمية أساسية لدراستنا القادمة هى الفئة © لجميع الأعداد 
الحقيقية الى ستختير فى الآبواب م 5 . الفئة الحزئية الخاصة للفئة 32 الى لها فائدة هى 
فترة الوحدة . 

(1 >: ع 82:0 ءعع!-<1 
أخير؟ سثرمز لفئة الأعداد المركبة بالرمز © حيث ستمطى فى الباب الشالث عشر تعريفاً 
مفصلا ألفئة © ووصفاً مختصراً لبعض خواعما . 
عمليات الفئة : 

سنقدم بعض الطرق لتكوين فئات جديدة من فئات معطاة : 

-١‏ ؟ تعريف . إذا كانت 4 و 8 فثتين ٠»‏ فإن تقاطعهما هى الفئة الى كل عناصرها 
تنتمى إلى كل من 4 ء» 8 وسترمز لتقاطع الفتتين 8 و 4 بالرمز 08 لم الذى يقرأ 
ه 8 تقاطم 4ه . (انظر شكل ١-؟).‏ 

١‏ - " تعريف . إذا كانت 4 ء 8 فنتين ٠‏ فإن امحادهما هى الفثة الى كل عناصرها 


تنتمى إلى الفئة 4 أو إلى الفعة 8 أو إلى كل من 4 . 8 وصترمز لاتحاد الفثتين 8 ١‏ 4 
بالرمز 8 لا ك النى يقرأ 8 اتحاد 4 . (انظر شكل 7-5 ) . 


و.مكننا أيضاً تعريف 
48 2, نالك كلاق 
(8عع ه" ممعع:خع!- قام 
(ع2 أو ةء2:2)ع لان 
بالرجوع إلى ما سبق » نجد أنه من المهم أن نحقق أن الكلمة م أو » مستعملة بمعى 
شاءلى مألوف أستعاله فى الرياضيات والمنطق . يرمز لهذا المعنى الشامل فى قانون المصطلحات 
العلمية بالرهز دو/أوه. 


سنفكر ضص ضسمتياً أن تقاطع واتحاد فتتين هو أيضاً فئة . ومن بين أشياء أخرى هذا يتطلب 
أن هناك يجب أن توجد فئة ليس الا عناصر بالمرة ( لأنه إذا كانت 8 » 4 ليس هما عناصر 
مشت ركة فتقاطعهما لا يحتوى عناصر ) . 


9- 4 تعريف . الفئة الى ليس ها عناصر تسمى فئة خالية أو فعة شاغرة وسنعينها 
بالرمز م . إذا كانت 8 و 4 فتتين ليس يينهما عناصر مشتركة ( أى إنه إذا كانت 
(0 - 08 4 ) فحينتذ نقولإن 8 و 4 غير مربوطة أو إنهما غير متقاطعين . 


48 


71 


11 2انم 
( شكل ١‏ - ؟) تقاطع واتحاد فتتين 
النتيجة الثانية تمطى بعض الخواص الخبرية لعمليات عل الفئات الى سبق عرفناها . 
وحيث إن البراهين تتلك الفروضص دار جة وروثيتية فسوف ترك معغلمها كتمر ينات 
للشارى . 


-١‏ هنظرية . إذا كانت ,© ,8 ول أى ثلاث فعات » فإن 


(1) مد ملام ,4د ممم 


(ب) 4ا8- للك ,4م88 مم 
(ج)80000)ناهم - نح نا(8لاش) ,(©80)مهم ع ©8(06مم) 
١‏ 1 ©6مهانارزعهم هنح 0ن 8)مم 


(0 نام)8(0 لا 4 ) - (0 0 8)لا م 
هذه التساويات تسمى أحياناً مخاصية المماثلة وخاصية التبديل وخاصية الترافق وخاصية 


ولكى نعطى برهاناً كعينة » سنيرهن المعادلة الأولى فى (د) . قبفرض ‏ عنصر من 
(0ل0)81 م »عحيئذ همع و ©لا8ع:< . هذا معاء أن 4رعع ع وأما 8ع 
أو عع . ومن ذلك يكون لدينا إما مع () و 8ج أو يكون لدينا 44> (1) 
و ©»©» لذلك إما 8م4ء: أو ©06مءغ ء؛ إذن (400)نا(8 دمماء ع . 
وهذا يوضح أن (00ا0)81 م هى فئة جزئية من (4.060)نا(08 4م) 


بالمكس » بفرض (ز عنصر من (©406)لا(028ه) فإما 08 هع (نز) أو 
06كء (0) . ومن ذلك ينتج معر ءوإما هعونو أو عدر ولذاك مونو 
أو ©نا8عبر نحيث (/ا8)م شرعر . إذن (460)لا(طم م) هى فئة جزئية من 
(©8106)م 4 . باانظر إلى تعريف ١ - ١‏ نتمم أن الفسين (0لا8) دهم 
و (406)ل08(0 خ) متساو يتان . 


وكإشارة إلى طريقة التغيير + ثلاحظ أن هناك فى الأصل مجموع (23 - ) 8 من 
الإمكانيات لعنصر * بالنسبة إلى ثلاث فئات © و8 و4 ( انظر شكل 0-0١‏ ) وهم : 


)١(‏ ©»يبر8ءعبمعع (؟) ©6عىرهعع رمعع 
(*) ©ع* ,8 عد رشع« ( 4 ) 646 ,همع رمعع 
)2 ©©2 ,8 ع ر.ما عع (5) ©2646« ,8ع بر رشاعع 
610 © >< ,8 26 لهم مع ' (8+) 0) #ع ,8 كع ,رذ مر 


البر هان يتكون بتوضيح كل من الطرفين للمعادلة الأولى فى ( د ) تحتوى هذه وفقط 
هذه المناصر © المنتمية إلى الحالات ( ١ ( » ) ١‏ )أو (*). 
وبخصوص العلاقات الموجودة فى نظرية ١‏ - ه ( ج ) فإننا عادة نحذف الأقواس 
©لا8ناك 6820نم 
من الممكن أن نوصح أنه إذا كانت ل 4 و.. .و42 و44 مجموعة من ألفئات © فحينئك 
يوجد فلة معرفة وحيدة 4 تحتوى كل العناصر المنتمية على الآقل لواحدة من هذه ألفعات 


3 


: و.. . و2 و1 ح ترورك وتؤجد فثة معرفة وحيدة تحتوى كل العناصر المنتمية لكل الفئات 
ولو... وك و1 ح زورك وبدون استعال الأقواس ٠‏ نكتب 


082:١١‏ ثم عر ببث لا١٠ ٠:‏ ناءث نارخ ع نم 


/2(١ 
1 


(شكل ١-؟)‏ 
أحياناً - لتوفير الفراغ » نقلد الرمز المستعمل ى حساب التفاضل والتكامل المجموع 
ونستخدم رمزاً أكثر كثافة مثل 
(1,2,...,8 > [: بشال) > بق لا - 4 


.1,2,0 -[: به]() - ب [) - 8 


بالمئل إذا كان لكل عنصر ثر ف الفعة ى توجد فئة ركه فإن (لع[: زم)ل] تبين فئة كل 
العناصر المنتمية على الأقل لواحدة من الفعات و4 . بنفس الطريقة (1 » ز: ر4)١)‏ تمثل فئة 
كل العناصر المنتمية إلى جميع الفئات ره حيث عر . 

سنقدم الآن طريقة أخرى لتكوين فئة جديدة من فثتين معلومتين : 

4 تعريف . إذا كانت 8 ء 4 فتتين فإن الفئة المتممة ألفئة 8 بالنسبة للفئة‎ 4-١ 
تقرأ‎ ( 4 ١ 8 هى الفثة الى كل عناصرها من 4 لا تنتمى إلى 8 . سر مز الهذه الفئة بالرمز‎ 
ناقص 8 ») ء مع أن الرموز المرتبطة 8 - 4م و 8س 4 أحياناً يستعملها مؤلفون‎ 4 ٠ 
. )4 -١ آخرون ( انظر شكل‎ 


و باستخدام الرمز السابق » يكون 


(8 64ع«:نمء ع - 8 ١‏ نم 


أحياناً الفئة 4 تفهم ولا تحتاج إلى أن تذكر بوضوح وى هذه الحالة ننوه إلى أن متممة 
الفثة 8 هى ١8‏ هر ويرمز لها (4)8 . بالرجوع إلى شكل ١ - ١‏ نلاحظ أن العناصر > 
البى تحقق ( ١‏ ) تنتمى إلى 08 ك4 » وتلك الى تحقق ( ؟ ) تنتمى إلى ١8‏ كه » وتلك الى 
تحقق ( م ) تنتمى إلى 8144 - سنوضح الآن أن 4 هو اتحاد الفثتين 8 0 لهم و 1١8‏ لم 


ج 4-8 


( شكل ١‏ - 4 ) للتمم الدبى 


7-1 نظرية . الفعات 8 م حر ١ 8 ٠‏ ير غير متقاطعة ويكون ؛ 


(8١4)نا(8‏ 0 4)- نم 
البرهان . بفرض 68 جرع بر و 8 ١‏ شرع بر . وما سبق يتبين أن ع « » 68 
وهذا يناقفض الملاقة 8ل هر ح بعر . إذن الفئعان مفصولتان إذا كان 4ج فحينئذ إما 
8»ع أو #8+ . فىالالة السابقة شع« , 8 ع< أىأن 8طهمعع . 
وأخيرا همع ىر #8ءم أىأن 8ه ع« . وهذا يوضح أن 4 هى فثة جزئية امن 
8١‏ ١ها)نا(8‏ 6 ه) . وبالمكس ء إذا كان (418)لا(4648)ءعل فإن إما 
8ه »ع (ر أو 8 ١‏ ش ع نز , فى أى حالة يكون هع برء مايثبت أن(8 ١‏ ك)نا(08لم) 


هى فئة جزائية من4, . وهو المطلوب إثباته . 


الآن سنذكر فص قوانين دى مورجان (*) لثلاث فئات وصينة أكثر تعميما ستعطى 
فى المارين . 


(و) أجسطسسى دى مورجان ( 148.1 ل 14887 ) تملم فى كلية جامعية © لندن ٠‏ كان 
رياضيا وعالما من علماء المنطق الرياضى وقد مهد الطريق لعلم اأنطق الريامى الحديث ٠‏ 


4 


: -ه نظرية . إذا كان © ,8 ,4 أى ثلاث فتات فإن‎ ١ 
ر0 لا 8) ام‎ -) ه١‎ 8(ح)41١0(‎ 
اغا لارظ ا ذ)ع-(00 8)ام‎ 0( 
. البرهان . سنوضم العلا قة الأولى وسشرك العلاقة الثانية كتمرين القارى»‎ 
و لإئبات تساوى الفئات سنبين أن كل عنصر فى (:)(1)880 4 يكون محتوياً فى كل‎ 
, من (8 ١م د (416) وبالمكس‎ 
. 81/0 إذا كانت * فى (0 لا8)١ م ء فإن »ا تكونق 4 . لكن * لاتكون فى‎ 
إذن ب تكون فى 4 ء لكن» لا رتكرن إما فى 8 وإما فى © ( لاذا ؟ ) . لذلك بر‎ 
هر بر‎ ١ تكونى لم لكن لا تكون فى 8 و * تكون فى 4 ولا تكونى © . أى إن8‎ 
. افاء:‎ 8(0)41١6©( 4ع مايغبت أن‎ 0 
» هماع‎ 1١ شياع عر و(©‎ ١ 8( وبالمكس » إذا كانت (© 1 م)8(6 ا ذاء د فإن‎ 


أى 4ع* وكلامن 68« ء 46د ومن ذلك ينتج أن عع و (©نا8)#» 
مايئيت أن (©لا8)١‏ مع . 


ما أن الفتين(© ١ 8(0)4 ١‏ ماو (© ل ١)8‏ 4 تحتويان نفس المناصر فيكوئان 
متساويين من التعريتف .١-١‏ 


حاصل الضرب الكارتيزى : 

الآن سنمرف حاصل الضر ب الكار تيزى (**) لفثتين 

4-١‏ 7عريض . إذا كانت 8 و 4 فنتين غير خاليتين فإن حاصل الضر ب الكارتيزى 
لفئتين 8 و #4 هى فئة جميع الأزواج المرتبة (8 ,©) حيث جرع جم + 8 ع5 
(انظر شكل 1-ه),. 

( التعريف المعطى حالياً غير مثالى أو غير كاف مالم تعرف ها المقصود بالأزواج 
المرتبة ) ونحن سوف لا نفحص الموضوع أكثر من ذلك باستثناء الإشارة إلى أن الزوج المرتب 
(85,©) بمكن تعريفه كفئة عناصرها المنفردة هى (»] » ( 4,5 ) . ويمكن إثبات أن 
الزوج المرتب (8,©) » الزوج المرتب ( 658) يكونان متساويين إذا وإذا فقط كان 
"م عد ماع “8 حت 8 هذه هى الخاصية الأساسية للأزواج المرتبة . 


(*#) رينيه ديكارت ( 1655 ل 158.٠‏ ) مؤسسى علم الهندسة التحليلية »4 وكان رجلا 
فرنسيا مهذبا / جنديا ورياضيا وكان من أعظم قلاسفة عصره ٠‏ 


8 
(6 ه) جه --- لان 


١ 
١ 
0 
8 


4 


( شكل ١‏ - ه ) حاصل الضر ب الكارتيزي 


أى إنه إذا كانت ( 5 ,4) ع- 8 و [(2,3و1) ح 4 ٠»‏ فإن الفئة 8 عا 4 هى الفية 
الى عناصرها هى الأزواج المرتبة . 
(3,5) ,(4 ,3) ,(2,5) ,(4 ,2) ,(5 ,1) ,(1,4) 
يمكئنا رؤية الفئة 8 عاك كفثة مكونة من ست نقط ف المسعوى أحداثياتها هى الى 


دوناها ماله 8 


نحن غالباً نرمم شكلا توضيحياً ( مثل شكل ١‏ - ه ) لنوضح حاصل الضرب الكار تيزى 
لفنتين 8و 4 . كيفما كان فن الموكد أن الشكل التوضيحى يمكن أن يكون التبسيط 
تقرياً . مثال ذلك » إذا كان [2 > * > 2:1 ع «) - للم :1 ع ع ع 8:0 ع 8-2 
أو (3 > ع2 فحينئذ بدلا من مستطيل » فرسم تخطيطاً مثل شكل .58-١‏ 


( شكل ١ - ١‏ ) حاصل الضر ب الكار تيزى 


. ٠ - ١ )ارمم شكلا تقثيل كل فثة مشار إلها فى نظرية‎ ١ (- ١ 

١-(ب)‏ أثبت الحزء (ج) من نظرية 1س ه . 

١-(ج‏ ) أثبت الحزء الثانى من ( د) من نظرية ١ه‏ . 

, د) أثبتأن هء4 إذا وإذا قط مد همهم‎ (- ١ 

١‏ - (ه ) بين أن الفئة 2 التى كل عناصرها تنتمى إما إلى 4 أو إلى 8 ولكن لا تنتمى 

إلى كليما هى : 

(ها8)نا(8اه)عم 
هذه الفعة 2 غالباً تسمى اختلافاً مبّاثلا للفيعين 8 و 4 . مثلها بشكل توضيحى 
١‏ -(و ) وضح أن الاختلاف المتمائل 2 » المعرف فى التمرين السابق هو أيضاً : 
8(١)4608(‏ نام) ارا 

١-(ز)‏ إذا كانت معه .فبين أن (8-41)418 

١-(ح)‏ إذا كانت 8 وى أى فين » فين أن (1)418 4 - 408 , 

١-(ط)‏ إذا كانت ليركر...ويك ورك مجموعة من الفئات » وإذا كانت كه أى فثة 

فبين أن 
ردداع) ند به زاباع ,بممغ)ن -به نامع 
(-١‏ ى) إذا كانت (يمر4...وي4 و.4 ) مجموعة من الفئات » وإذا كانت م أى فئة 
أفبين أن 
1 (بمن8) -به اه ,بممع) م-به ممع 
١-(ك)‏ بفرض أن 2 فة » إني4 .... ,و4 و:4) مجموعة من الفئات فحقق قوائين 
“دي مور جا ش 


نمام م دبم نالع ,لماع لاجبه اع 


1-0 
لاحظ أنه إذا كان ,0,4 يعبر عنها بالمقدار (/6)4 فإن هذه العلاقات تأدذ الصورة 
رم » م + زم ن)» ,ه» ن -(به م8 )» 

ار ا«*ز ذا 2-1 ر 
١-(ل)‏ بفرض / هى أى فثة ولكلعنصر 67[ ء وبفرض رثك محنوية فى 
لد . فبين أن 1 


1 


(1»[:(بش)6]ل) -(لء ز:رى)(6)1» 
(لء زضلره) ١)»‏ - ((قءع ز: بهال)» 
١-(م)‏ إذا كانت و8 » .8 فنتين جزئيتين من 8 وكانت .8 لا,8 -8 


زد عانم )نا 8 > م ) ع 8 2 مر 


الباب الثانى ‏ دوال : 


سنعود إلى مناقشة المفهوم الأساسى للدالة أو الراسم . وسنبين أن الدالة نوع خاص من 
الفئة . مع إن وجود تصورات أخرى وهى غالبا افتراضية . كل الأبواب الآثية ستختص 
بأنواع مختلفة من الدوال » ولكن هذه ستكون عادة ذات طبيعة تجريدية بدرجة أقل من 
ا موجودة فى مقدمة الباب الحاضر , 
فى الرياضيات منذ قرن كلمة و دالة » عادة يقصد بها صيغة محدودة مثل 
5- بق + 2 - ()/ 
الذى يرافق كل عدد حقيى د عدد حقيق آخر (*)/ر . وف الحقيقة أن صيناً معيئة مثل 
5 - <له > (بد)اع 
كانت لا تعطى أعداداً حقيقية لميع القيم الحقيقية للمقدار * وكانت معروفة طبعاً ولكن 
كانت لا تعتبر أساساً كافياً تحتاج إليه فكرة امتداد تعريف الدالة . ومحتملا ظهور جدل 
بين الرياضيين حول كون القيمة المطلقة 
اا ممم 
لعدد الحقيق « دالة غير متميزة » أم لا. وبعد كل ذلك فتعريف [ + | المعطى فى « أجزاء » 
هو 
3 ]دا | إذا كانت 0 < » 
3- 5 إذا كانت 0> ير 
ومع تطوير الرياضيات أصبح بوضوح زائد عن الحاجة إلى أن الدالة تكون صيغة مقيدة 
أكثر من اللازم لآن تعريفا أكثر عموماً يكون مقيداً . ومن الواضح أيضاً أصبح هاما أن 
نفرق بوضوح بين الدالة نفسها وبين قيمة الدالة . ومن المحتمل أن يحد القارىء نفسه فى موقف 
الرياضضى منذ قرن فى هذين الاعتبارين بدون خطأ منه . سنقترح إعادة القارىء إلى تاريخ 
استخدام وتعريف الدوال الخحالى ولكن ستفعل ذلك فى خطوتين . 


1١5 


تعريفنا المنقح للدالة سيكون : 


الدالة كر من الفعة 4 إلى الفئة 8 هى قاعدة الاتصال الى تخصص لكل + فى فئة جزئية 
معيئة 82 من 4 عنصراً معيناً وحيداً (*«)/ من 8 . 


بالتأكيد الصيغ الصريحة من النوع المشار إليه أعلى محتوية فى هذا التعريف التجريبى . 
والتعريف المقترح يسمح بإمكانية عدم تعريف الدالة اعناصر معينة من 4 وأيضاً يسمح 
باعتبار الدوال الى فيها الفعتان 8 و 4 ليست ضرورياً أعداداً حقيقية ( لكن ريبما تكون 
أدراج وكراسى - أو قطط وكلاب ) . 


مهما كان التعريف المقترح مقنعاً فإن به نقساً له أهية فهو ليس واضحاً . ستظل صعوبة 
تفسير العبارة ٠‏ قاعدة الاتصال , وبدون شك بمكن للقارئ أن يفكر فى تعبير يقنعه أفضل 
من السابق لكن ليس من المحتمل أنه سيزيل عدم الوضوح والضباب تماماً . وأحسن حل 
«منع يبدو فى تعريف | الدالة » بدلالة الفعات . والرءوز والدلالات المذكورة فى الباب السابق 
ذكره وهذه لا عدم فائدة لكونها غير حقيقية وفقدانها بعض الاكتفاء الوجداف بالوصف 
الأول و لكن الفائدة من الزيادة فى الوضوح تتغلب على هذا النقص . 


ومفتاح الفكرة هو التفكير فى رعسم بيانى للدالة أى التفكير فى مجموعة من الأزواج 
المرتبة ونلاحظ أن مجموعة اختيارية من الأزواج المرئبة لا يمكن أن تكون رمم دالة 
لأنه إذا عرف العنصر الأول من الزوج ألمر تب فإن العنصر الناى يكون محدداً وعيدا: 


:١ - *‏ تعريف . بفرضص 8ه و 4 فثتين ( ليسا من الضرورى متباينتين ) فإن دالة 
من 4 إلى 8 هى فئة الأزواج المرتبة كر فى 8 »ا هر مع خاصية أنه إذا كانت (5 ,2) » 
( '6,© ) عنصرين من كر فحينئذ/ - 8 . الفئة لكل العناصر الفئة 4 والى توجد 
كالأعضاء الأولى من العناصر فكر تسمى النطاق للفئة كر ويرهز طا بالرمز (كر) 2 . الفئة 
الى كل عناصرها من 8 والى توجد كالأعضاء الثانية من العناصر فى ث/ر تسمى مدى الفئة "زر 
( أو الفثة لقم كر ) ويرمز لا (كر) #2 . ونى حالة م ح (كر) 8 » فإفنا غالب نقول 
إن شر راسم 4 إلى 8 (أو راسم 4 إلى 8 ) وتكتب 8< 4:/ر. 


إذا كانت (82,©) عنصر] من دالة كر 3 فن الممعاد أن ذكتب : 
(0)دمة أو جرم:م 


بدلا من رع (5 ,ه) . نحن غالباً نشير إلى العنصر 8 كقيمة ثر عند النقطة © أو صورة © 
بواسطة الدالة كي . 


1١ 


( شكل ؟ - ١‏ ) دالة كرسم بياف 


تمثيل جدولى : ' 


مكن تصور الدالة كرمم بياف وهناك طريقة أخرى وهى هامة ومنتشرة الاستمال وهى 
كجدول . اعتبر جدول ؟ - ١‏ الموجود ى صفحة التربية الرياضية من مجلة فوسلائد 
بوجل . ٌ 

النطاق لدالة هذه الضر بات الحرة كر يتكون من التسعة لاعبين 

مممة) عله ,لاتطعقطءمق11 101 ,88306 ,مم25عل مش - (2)7 

(06658ع12056 وأشأذةع لع 2 ,لقره ط 8 0 ,توعلو بجع 1ه ج10 

يا المدى ألدالة يتكون من الست أعداد . 

!5,8 و4 و12 و0؟ > (ثر) 2. 
العناصر الفعلية للدالة هى الأزواج المرئبة 
و(5 ,21628850 8) ,(0 ,رع820) ,(2 رممدوعومم) 


)8 ولإكلة160921697) ر(4 رتمةتداطلة؟1) ,(1 ,للتطعوطءه10]) 
)4 ,8 563هع1805) ,(2 ,تستووعوءه) ,(0 ردظوطو0) 
ىَْ مثل هذا المثيل الحدولى نكتب عادة فقط النطاق الدالة فى العموه الأهسر . لأله 
لا توجد حاجة للإشارة إلى الأعضاء من الفريق الى لم تاحب ) ورمكن أن نقول قيمة الضربات 
الحرة للدالة كر عند 4206550 هى 2 وتكتب 2 - ( ه5قعلمق) رأر 2 ج ممم1062م 
وهكذا . 


ال 


نحن جميماً معتادون على استعال مثل الخداول لتقل المعلومات . وهى أمثلة هامة ألدوال 
وهى عادة ذات طبيعة من الصعب التعبير عها بدلالة صيغة . 


( جدول ؟١5-١)‏ 


عدد الضر بات الخرة اللاعب 


مومعل سم 
| 

للستت ءا 
ل[لطعوطع 20 
41> 
1011 
ه05 
1لووع2ع 2 
عع ط رع 105 


أكن إحب ل"! الك لد ادس رحسي حي دده 


م 
( شكل ؟ - ؟ )دالة مغل تحويل 


تحويلات وآلات : 


توجد طريقة أخرى لتصور الدالة : مثل تحويل جزء من الفئة 4. إلى جزء من الفئة 8 
و بتعبير أم إذا كانتت /ع(6,52) فتفكيرنا عن اهو أخحذ عنصر © من الفئة 
الحزئية (/) 8 من 4 وتحويله أو نقله براسم إلى عنصر (4) كر ح 8 ف الفئة الحزئية 
(/)2 للمقدار 8 . ونرعم غالباً شكلا توضيحياً مثل شكل + - 7 . وتستهمل كثيراً 
هذا العثيل الندمى الدالة حتى إذا كانت الفتتان 4 و 8 ليست فئات جزئية من المستوى . 
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وتوجد طريقة أخرى لتصور الدألة وذلك مثل الآلة الى سوف تستقبل عناصر ( ) 2/ 
لتدخل فها ثم تخرج مها بعد ميكنها عناصر مناظرة فى الفثة الحزئية (كر) #8 . أى إنه 
إذا أخذنا العنصر د من (ل/ر) 2 ووضع فى ثر فحينئذ يخرج بالقيمة المناظرة (*)/ر . 
وإذا وضعنا عنصراً مختلفاً بر من (ثر) 2 فى ثر نحصل على (بر)ث/ر ( الذى ربما يختلف 
أولا مختلف عن ()/ ) . إذا حاولنا إدخال شىء ما لا ينتمى إلى (/) 2 فى ث/ر فنجد 
عدم قبوله وذلك لأن قدرة كر هى التأثير فقط على العنامر الى تنتمى إلى ()2. 
( انظر شكل 8-5) 


مخ بعت 


١ 


)/ 
( شكل ”+ - "0 )دالة مثل آلة 


وهذا التصور الأخير يوضح بجلاء المّييز بين كر ٠‏ (*) ثر . الأول الآلة والثاى هو 
نتاج الآلة عند وضع د فيها . ومن المفيد مؤكداً المّييز بين الآلة وإنتاجها . الشخص 
الأبله فقط هو الذى يرتبك ويحتار بين آلة فرم اللمم ( المفرمة ) والحم المفروم . مهما كان 
فهناك كثير ون يخلطون بين الدوال وقيمها الأمر الذى يبين أمية بذل مجهود بسيط لتمييز بيئهما 
رمزياً . 


قيود الدواقل وامتداداتها : 


إذا كانت كر دالة نطاقها ( كر )2 ء ,2 فئعة سجزئية عن ( )2 »ع فإنه من المفيد 
أحياناً تعريف الدالة الحديدة يرث ألى نطاقها و82 بأنت («)ثر - (*) كر وذلك لكل 
2 عع« . هذه الدالة كر تسمى التقييد أو الحصر للدالة كر فى الفئة و2 . وبدلالة تعريف 
؟-؟ يكون : 
!1ط »ع »ع : ]ع (ط به)! » رز 


أحيانا نكتب ,2 |كرح ير للإشارة إلى قيد الدالة كر إلى الفئة ,82 . 


وهناك تر كيب مماثل ( يبدو أنه قريب من الحقيى ) وهو الإشارة إلى ( امتداد ) » فإذا 
كانت م دالة بنطاق (#)2 ٠‏ (ع)2 2,2 ء فإن أى دالة ديم بنطاق و تحيث أن 
(*«) م -- (*) دع لميع قبي (ع)122 © ع« تسمى امتداد الدالة م الفئة 2# . 


تركيب الدوال : 


نحن الآن نريد أن نركب دالتين أولا باستخدام كر لكل +« فى (ثر) 2 وبعد ذلك 
باستخدام ع إل (#«)كر إذا كان ذلك مكنا ( أى إن عندما (<) كر تنتمى إلى (2)8 ) . 
لإجراء هذا نحتاج إلى العناية بفحص النطاق للدالة ا محصلة . فثلا » إذا كانت كم معرفة على 1# 
بواسطة ذبد ح (+*)ثر وكانت ف معرفة القيمة 0 < + بالتعريف +*/ه-(8)8 فر كيب 
891 يمكن تعريفه فقط عندما 0 < عد وطذه الأعداد الحقيقية فإن قيمها هى 3ير/ه 
- 0 تعريف . بفرضص أن كر دالة بالنطاق (كر)2 فى 4 والمدى (كر)8 فى 8 
وبفرض أن ع دالة نطاقها 2)2(8 فى 8 ومداها (ج) فى © .(انظر شكل ؟5- 4) 
فإن تر كيب 257 ( لاحظ الرتبة ) هى ألدالة من 4 إلى © المعطاة العرفة . 
© كاش ء (ع ,0) -[هع : حيث يوجد عنصر 8 م 


بحيث أن [»©(65ه) ىر هع( بط) 


+ --# فظرية . إذا كانت كرء بي دالتين » فإن تحصيل 02ج هو الدالة ذات 
((ع)2ء(ع)]: (7)طء جا- (ؤز٠عو)ط‏ 
((زدعاطع : : ((ع«)])ع! - ززدع) 1 


كنا مطحم 2 ها الالال 
( شكل ؟ - 4 ) قر كيب الدوال 
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؟-4 أمثلة . (أ) بفرضص يم و ث/ دالتين قيمّهما عند العصدد الحقيق بد هما 
الأعداد الحقيقية المعطاة مما يل (*) 
3:22-1>- )عم 2 )رز 
بما أن (2)8 هى ألفئة 8 لميع الأعداد الحقيقية (2)8 -(/)2 النطاق (/"ع )2 
هو أيضاً و 12-1 -1-:(+3)2 - («)رمع . ومن ناحية أخرى 1 ع (ع2)/0 » 
لكن 6822-2 -(2)382-1 > (0)ع0/ . 


(ب) إذا كانت #4 هى الدالة حيث (1 < +«: 3ع +«) > (2)8 العرفة بالمقدار 
1-+/ > (عم)م ٠‏ 

وإذا كانت كر عثل ( أ) » فإن : (4< :8 ع ع - (1:2221ء عاد ززد, ام . 
1 -22/ > )ره أيضاً :. (1ح ع : ع عد (زه5)7 2/21 د (بوزامم 
إذا كانت ع هى الدالة فى الحرء (1) » نإن : 
5/- > ع : 8 »ع م 112 22-1 3: 8ع ع د زع ٠‏ )2 
أو د ا 2-:382/ - (م)هوهم أيضاً (1< + : 2ع ع -(زمع)م 5 
4- :3 - (+«) بادع ( لاحظ أن الصيغة المعبرة #”م لما معنى لقي »د غير الى فى نطاق 
97م ) . 

(ج) بغفرض © و ل دوال بالتطاقسين : (0 ح ع : 8ع ء! - (طاط 
8 -(2)0 بحيث أن قي م » © عند النقلة د ى>*نطاقهما هى : 

2-1 2 )0 ا ادنم 7 

فإن (0<<: 2 »ع 2 2)6٠١8(-‏ :2-1 - 2 (ع)002 بينا : 
((62)7(*) 6 :(2)©6 ع + - (0ه2)8 20 . هذه الفئة الأخيرة تكون غالية مثل 
0 > (*«)© كل (2)6 ع + . أى إن الدالة 6“ غير معرفة عند أى ثقطة لذلك تكون 
6"ي” هى دالة شاغرة . 


الدوال الادخائية والدوال العكسية : 
سنعطى طريقة تكون دالة جديدة من الدالة المعطاة فى سالة كون الدالة الأصلية لا تأخذ 
نفس القيمة عرتين . 
( ه ) نحن أيضا نبين هذا بكتابة 2 جد عوك ا 1 تير3 جا بر رع عند #عع . 
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؟ - ه تعريف . بفرض ث/ر دالة نطاقها (كر)2 فى 4 ومدافا (كر) 82 فى 8 . 
فإنئا نقول إن الدالة كر دالة إدضالية أوواحد - واحد إذا كان عنسا (8 ,ه) ٠»‏ ((8 و'ت) 
عناصر من ث/ر فإن .© عد » . إذا كانت ثر دالة إدخالية فيمكننا أن نقول إن كر إدخال 


أو ' 'عقنة ١‏ . 


و بممى آخر الدالة تكون ثر إدخالية إذا وإذا فقط كانت العلاقعان ‏ ط > (م)ر,ط - (4)] 
تعنى ضمنياً أن © > © . وبالتناوب تكون الدالة كر إدغالية إذا وإذا فقط عندما '© ,» 
يكرنادفى (/ر)2 » 'م*ه فإن (0(**[)0)/ . 

نحن على حق فى حالة أنه إذا كانت كر دالة إدخالية من 4 إلى 8 فإن الفثة من الأزواج 
المرتبة فى 4 كا 8 الى يحصل عليها بإبدال العضو الأول والعضو الثانى من الأزواج المرئبة 
فى كر تنتج دالة م الى هى أيضا دالة إدخالية . 

سنحذف برهان هذا الفرض وسيترك كتمرين وهو اختبار جيد للقارئ . العلاقات 
بين كر ء بي هى : 

(0)ط-(ع)# ‏ ,()8 - (ع)ط 
/>(6,5©) إذا وإذا فقطاد ‏ م(6.<) 


هذا النص الأخير بمكن كتابته على الصورة العادية 
(0)م 6م إذاوإذا فقط ‏ (60يم-0 


؟ - 5 تعريف . بفرضص أن كر دالة إدخالية ها نطاتها (كر) 2 فى 4 ومداها (/ر) 2 
فى 8 وبفرض أنه إذا كانت ([»(6 ,4): »8 >( ,ط)) داع فإن ع تكون إدغالية 
نطاقها (ثر) 2 -(ج) 2 فى 8 ومداها (ثر) 2 > (ج)2 ى 4 . الدالة م تسمى بالدالة 
المكسية للدالة كر ويرمز ها بالرمز تحر . 


الدالة المكسية يمكن تفسيرها من وجهة نظر الرامم . ( انظر شكل م - ه ) . إذا 
إذا كانت كر دالة إدهالية فثر ممم عناصر مميزة من ( )2 إلى عناصر مميزة من ( كر ) 4 . 
أى إن كلل عنصر ‏ من ()2 حوصورة حث كر المنصر الوحيد © فى (كر)2 . الدالة 
المكسية *-/ ترمم العنصر 8 إلى المنصر الوحيد © . 


+ - *؟ أمثلة . )١(‏ بفرغى 7رجبعر:ي دالة نطاقها 2 - (82)1 ٠‏ الفئة الحميع 
الأعداد الحقيقية » والمدى ف 82 نحيث أن القيمة المقدار / عند العدد الحقيق *« هى #2 ح («) /. 
( وممنى آغر ‏ تكون الدالة (© ع عر : (2 .+)) . من الواضح أن م ليست واحدا - 
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( شكل ”٠ه‏ ) الدالة العا كسسة 


وأهدا ' وق الحقيقة الأزواج المرتبة (2,4 -),(4 و2) كلاهما ينتميان إلى / 
وما أن الم ليست واحداً ‏ واحداً فليس طا دالة عكسية . 


(ب) بفرض أن ثر الدالة الى نطاقها ‏ 22 -(2)07 م (0< :2 ع + - (/)2 
الى قيمتها عند +*د فى (كر)2 هى تبر > (#«)ثر . لاحظ أن كر هى قيد ( كر ) 2 للدالة م 
المذكورة فى جزء (أ) . بدلالة الأزواج المرتبة ‏ (0< *,# :3< ,*)) -زم 
بلان الدالة م فى الحزء(1) تكون كر دالة إدخالية لأنه إذا كانت #برح تير مم ب وي 
فى (/ر)2 فإن يرع . ( لاذا ؟ ) لذلك كر ا دالة عكسية ب لحا : 

(0< :8ع - )8 - ر(ع)2 ٠»‏ (0<: : 8ع ع )- )اط د رع)2 
وبالإضافة إلى ذلك (*«)ل/ر ح 2بر حابر إذا وإذا فقط («ر)ع ح- ب هذه الدالة المكسية م 
عادة تسمى دالة ال حذر الر بيعى الموجب ويرمز ها :5 

١ <0‏ كع الإه > (و)ع 


( ج) إذا كانت كر هى الدالة (0 عع ع ,8 ع ب : ”*« ,«))! فحينظة كما فى (ب) ٠.‏ 
تكون ول دالة واحداً - واحداً وها نطاق (0 > <: 8ع« -(2)70 2 ومسدى 


(0 <ع: 8ع عاد ريم . لاحظ أن كر| هى قيد ( يكر)2 الدالة ك المذكورة 
فى الحزرءه (أ) . الدالة وي الدالة المكسية للدالة كر تسمى دالة الحذر التربيعى السالب 
ريرمز اها 


دير ب#عر الال - (رارع 


(د) دالة الحيب م أى جا م فى حساب المثلثنات حيث : 2 > (22)2 
د 11+ > بورع 1-:82 ء بر) - (2)8 معروفة جيداً بأنبا ليست دالة ادخالية ( مثال 
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ذلك (0-+2 صزة-0صلة. لكن إذا كانت ث/ر هى تقييدها للفعة : 2 »© *) - (/)2 
(7/2+ > ع > 2/- حينئذ تكون ث/ر ادخالية ومن ثم يكون لما عكسية يم حيث 
(8)7 - (ه)2 ء (/)2 > (©)8 . أيضا #دهفه ح بر حيث (/)2 © إذا وإذا 
فقط كانت ( )م ح يد . الدالة مم تسمى ( الفرع الأساسى ) لدالة الحيب العكسية وغاللاً 
يرمز ها بالرمز 

«رسلوععة - (ر)م ‏ أو عر ملع ح (براع 


الدوال الفوقية والدوال التناظر آحادية : 

؟-خ تعريف . بفرض أن كر دالة نطاقها هات (/)2 ومداها 8 جح (2)7 . فنقول 
إن كر دالة فوقية أو أن ث/ر ترتسم فوق 8 فى حالة كون المدى 8 - (كر)/ . وإذا 
كانت كر دالة فوقية فن الممكن أن نقول إن كر تكون فوق . 

من المهم عند,تعريف الدالة أن نحدد نطاق الدالة والفئة الى عناصرها هى القيم المأخوذة . 
وعند عمل هذا يكون من الممكن أن نستطلع ما إذا كانت الدالة فوقية أم لا . 

؟ - 4 تعريف . يقال الدالة كر التى نطاقها 4 ك(/)2 ومداها ‏ 120218 
مها دالة أسادية إذا كانت (1) إدغالية (أى أنْها واحد - واحد) ء (11) فزقية 
( أى أن (/)2 ترتسم فوق 8 ) . وإذا كانت كر أحادية فيمكننا أن نقول إن ث/ر 
تناظر أحادى . 


الصور المباشرة والعكسية : 

بفرض أن كر دالة اختيارية نطاقها (/ر) 2 فى 4 ومداها (/) # فى 8. سوفن 
لا نفثر فى أن كر إدخالية . 

؟- ١١‏ تعريف . إذا كانت فثة جزئية من 4 ء فإن الصورة المباشرة للفئة الحزئية 
بواسطة ر هى الفئة الحزئية (كر)2 الممطاة كايل : 

()طمعء ع :)ل 

نحن عادة نشير للصورة المباشرة للفئة 15 نحت كر بالرمز (2) كر . ( انظر شكل +9-.), 

من الملاحظ أنه إذا كانت 9-(])1مط فإن 8-(ط)م . إذا كانت 8 تحتوى 
على النقطة الوحيدة ير فى ( )2 فإن الفتة (1) ر تحتوى على النقطة الوحيدة (2) ث/ر . 
تحتفظ الفئات ببعض خواصبا تحت الصورة المباشرة كا نوضح الآن . 
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؟- 19 نظرية . بفرض أن ثر دالة نطاقها فى 4 ومداها فى 8 وبفرضض. أن 2,7 
فئنان جزئيتان من 4 . فإن 


(1) إذا كان(5)ر (28)] دع( ,15 ه 18 (ب) )رص (ط )رك .م 8 )زر 
(١‏ 1)5ن(8)] - طن ع)ر )د (108 ع( ])2١‏ 

البرهان . )١(‏ إذا كانت 5 فإن كرعير وحيتئذ (5)رء («)ز وحيث أنه 
هذا صحيح لحميع قيم 15 ©« فينتج أن (5)[ ك(7)5 . 


(ب) بما أن اك 8285 فينج من الجرء (1أ) أن (8061(21)2)] 
وبائشل )كر( م6)مر ولذلك نستعج أن (5(01)5)] ك(565)/ 


( شكل ؟-5) الصورة المباشرة 


(ج) ما أن لاط ع2 . لاك م فينتج من الحزء (أ) أن لا(5)]/ 
(1لا8)م >(7)5 . وبالمكس إذا كانت (1لا1/)28 ا فحينئذ يوجد عنصر 
"الا ع« محيث أن («)تر ع ير . وبا أن 6< أو * فينتج أن اما 
(8)رء («)رحت و أو أن (7) »> ا 


لذلك نستعنج أن (2)/ لا(28)] ك(لا5)/ الثى يكل برهان الحزء (ج) . 


5 ) أغزه 64 يني تافر ةين الو و61 
وهو المطلوب إثباته 


سيتضح فى تمرين ( ؟ ى ) أنه بوجه عام من غير الممكن استبدال علامة الحصر فى ( ب ) 
بعلامة التساوى . 1 


ف 


الآن نقدم مدلول الصورة العكسية تحت دالة . لاحظ أنه ليس من المطلوب أن تكون 
الدالة إدضانية , 
؟ ١9‏ تعريف . إذا كانت 8 فئة جزئية من 8 ء فإن الصورة المكسية للفثة الحزئية 
8 نحت كر هى الفتة الحزئية (كر)2 المعطاة ف الصورة : 

(5(8)]: ع 

نحن عادة نرمز الصورة المكسية لفئة 8 تحت كر بالرمز (1077/ . 
( انظر شكل 70-9١‏ ). 

مرة أخرى ٠‏ نؤكد أن ثر لا تحتاج أن تكون دالة إدخالية حتى لا نحتاج إلى وجود 
الدالة المكسية لكر . ( لككن إذا كانت كر موجودة فإن (272)* تر هى الصورة المباشرة 
للفئة 27 "حت أ كر) . 

18-9 نظرية . بفرنس أن ثر هى دالة نطاقها فى 4 ومداهاى 8 ونفرض أن 28 و © 
هما فئتان جزئيتان من 8 . فإن 

/] إذا كان 14 © فإن (©)'/ ء(6©)'‎ )١( 

رب ) 8 ]رمرت)" ]- رط اع ]1 


(ج) ) ررا(ه) 7 - ون داه)” / 
(د) ")3 - 27 0زم 


ابرهان. )١(‏ نفرض أن (1)6 رععر فيكون 24ت 6 (+)/ 


و حينئذ (188)! ] عع 


( شكل « - *؟) صور عكسية 


زف 


(ب) ماآن 03 هى فثة اجزئية من © اع 47 فينتج من جزء (1) أن 
(083* 1 (©) 08021 ©) [ 


وبالمكس » إذا كانت : (6)6(017)51 عع فإن 6ع(مم ٠‏ 24 (2)/ 
لذنلك 014 6 ع(0)ر ٠»‏ (6614) عع 


( ج) بماأن © » 8# فتتان جزئيتان من 17ل © » فينتج من جزء (أ) أن : 
)2 7 نات)ة [ 
وبالمكس » إذا كانت (1014ا06)' 1+ فإن 6014 ©(+)م ومن ذلك ينتج أنه إما 
6ه حيث (06)/+< أو 15 ء(*)م وى هذه الحالة (17)!-/ >« إذن 
ةل )0 ]كع (23 را )1 ]1 
(د) إذا كانت 1824 6)'لرعع فإن ان ع(ج), للك (هج)رعي ء 
(53)'-/ #6« ومن ذلك ينتج أن . 
80216001١7")‏ )11 


وبالمكس » إذا كانت :)06(١/-')242(‏ رعس فإن ©ع(ج)/ ٠.‏ 2 #رس)ر 
حيث 6121 ع ()م ومن ذلك ينتج أن . 
6١18‏ 81 )2 1 
وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 


؟-(1) ثبت أن تعريف ٠‏ - + ينتج فملياً دالة وليس بالضصبط فئة جزئية . 


؟ - (ب). بفرض © - 8 - هرا واعتبار الفئة الحزئية (1 > تبر + 2هر : (يز ,:3)]-0 
المقدار 8ا 4 هل هذه الفئة دالة نطاقها فى ج ومداهانى 2# ؟ 


2 - ))«, «( (ج) باعتبار الفثة الحزئية للمقدار 8# #8 المعرفة بما يل(1 > |بر|ا+|إ:‎ - ٠ 
صفهذه ألفئة بالكلام » هل هى دألة ؟‎ 


؟-(د) أعط مثالا لدالتين بم وثر على # إلى # بحيث أن م */م ٠»‏ ولكن بحيث 
أن )عو دوهر 
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؟-(م) أثيت أن إذا كانت ثر إدغالية من 4 إلى '8 فإن : ١ك‏ (5 يه):(ه,0))-1/ 
دالة وأثبت أنبا إدغالية . 

؟-(و) بفرض أن ثر إدخالية . فاثبت أن جرح (ب)يرة استر لحميع قيم > فى 
(ير) ها ء وأثبتها أيضاً مر ح زمر )ردير للمميع قم « فى (2)7 . 

؟ -(ز) بفرض ثر ء م دالتين ويفرضي أن + -(ب«) ”ع لميع تيم +« فى (2)7 . 
أثبت أن عر إدهالية وأن (ه)2 5002 ٠»‏ ()2 02ج . 

؟-(ح)بفرض ع و كر دالتين يحيث أن : 


عد مرج لميع تم *# ىق (2)71 
(-(0)ع0/ لحميم تيم بز فى (ع)2 
أثبت أن تح - م 
؟- (ط) أثبت أن الصورة المباشرة (8)ر خالية إذا وإذا فقط كانت : 
9- (مل)صمعى 
٠‏ -(ى) بغر ض أن ثر هى الدالة على © إلى # والمعطاة #2 ت (*) كر ونفرض : 
(0 د 12-:8 6ع ع8 » (1 + ع8:0ءع+) م فإن (40ع-طرمع 
(0) - (س مهم بين 11 > رك ه: 8ع بر - (ط)] - (ع)م ومن ذلك استتبع أن (85م8)/ هى 
فئة جزئية فعلية للمقدار (2)/ 5(0)/ . احذف الآن 0 من 2ه )ع / . 
؟-(4) إذا كانت جم و 8ه و ثر كافى ثمرين (* - ظ) » فإن : 
(0>« > 1- :818-28 اء /)2(١7)5(-8‏ ومن ذلك لاينتج أن 
)7 ١(6ارء‏ طاع)ز 
؟ - (ل) بين أنه إذا كانت كر إدخالية للمقدار (كر)2 إلى (/)8 وإذا كانت 7# هى 
فئة جزئية من (كر)8 ء فإن الصورة المكسية للفية الحزثية 47 نحت ث/ر تنطبق 
على الصورة الماكسة لفئة الحزئية 47 تحت الدالة الماكسة اسكي . 
«- بم إذا كانت عر ء يم كافى تعريف « -8 فاثبت أن : ((ع)2)' /ع 2)8٠0](‏ 
الباب الثالث ‏ غنات محدودة وغئات غير محدودة : 


الغرض من هذا الباب محدود جدآء وهو لتقدم العبارات منتهية » معدودة ولا أهائية . 
هذا الباب سيمدنا بأساس دراسة الأعداد الأصلية ولكنه سوف لا يواصل هذه الدراسة . 
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ومع أن نفلريات الأعداد الأصلية والعادية فاتنة بطبيعنها فإن عوضاً صغيراً جداً لما يكون 
فى الحقيقة حيوياً لموضوعات هذا الكتاب(») . 


سنفتر ص تعودنا على فثئة الأعداد الطبيعية . وسئر مز هذه الفئة بالرمز لز » عناصر 
فئة الأعداد الطبيعية يرمز لما بالرموز العادية . 


0 3 2 و1 


إذا كانت 8,702 فإننا جميعاً عندنا فكرة بدهية عن المعنى المقصود بقولنا # أقل من 
أو تساوى 7# وسنستعير هذه الفكرة الآن محققين أن الدقة الكاملة تتطلب تحليلا أكثر 
ما أعطينا . سنفتّر ض أن كل فئة جزئية غير خالية للمقدار 18 تحتوى على الأقل على عنصر 
واحد . وهذه هى خاصية هامة المقدار 2 » أحياناً نقول إن لاز جيدة الثّر ثيب بمعى أن لز 
لما هذه الخاصية . وهذه أى خاصية حسن الترتيب مكافثة للاستنتاج الرياضى . سنشعر بحرية 
استخدام براهين أساسها الاستنتاج الرياضى الذى ستفتر ص أنه مألوف للقارئ' , 


يقصد بالقطعة الابتدائية للمقدار 10 فثة تتكون من جميع الأعداد الطبيعية الى تكون 
أقل من أو تساوى عنصراً ثابتاً من عناصر ل . أى إن قطعة ابتدائية ي,5 للمقدار 17 
نحدد عنصراً ونكون محدودة بعنصر مثل 8 من عناصر 280 كا يل : 


علصر * من عناصر از ينتمى إلى ,,5: إذا وإذا فقط كانت 7 ك5 * . 


مثال ذلك : الفئة الحرئية ! 2 و1 4 حت وى هى القطعة الابتدائية للمقدار زر المحدودة 
بالعدد الطبيعى 2 » الفئة الحزئية ([ 2,3,4 و41 2ت وك هى القطعة الابتدائية للمقدار “از 
امحدودة بالعدد الطبيعى 4 » لكن الفئة الحرئية (3,5 .و1 4 للمقدار از ليست قطعة ابتدائية 
للمقدار 20 لأنها تحتوى 3 ولا تحتوى 2 وأيضأ تحعرى 5 ولا تحتوى 4 . 


١-#‏ تعريف. فئة 8 تكون محدودة ء وإذا كانت خالية أو إذا كان يوجد 
تناظر أحادى مع نطاق 8 ومدى فى قطعة ابتدائية من 2 . إذا لم يوجد دالة كهذه فإن الفئة 
تكون غير محدودة أو لا نهائية . إذا كان هناك تناظر أحادى للمقدار 8 فوق 2 » فإن الفثة 
8 تكون تناز لية عددية . إذا كانت الفثة إما محدودة أو عددية فيقال ما معدودة . 

عند وجود دالة إدشالية ( أى واحد - واسد ) نطاقها 8 ومداها © ء فإننا نقول أحياناً 
إن 8 يمكن وضمها إلى واحد - واحد بالتناظر أى إلى تناظر أحادى مع © . وباستعمال 
هذا المصطلح نعيد تعريف “ - ١‏ ونقول إن فئة 8 تكون محدودة إذا كانت خالية أو بمكن 


(#) القارى» الذى يرغب فى تعلم هذه الموضومات يرجع الى كتاب 88175208 المدون فى اأراجع. 
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وضعها كتناظر أحادى مع فئة جزئية من قطعة ابتدائية الفئة ل ونقول إن 8 تنازلية عددية 
إذا كان من الممكن وضعها كتناظر أحادى مع كل عناصر ل8 . 
هن الملاحظ من التعر يف أن الفئة 8 إما محدودة أو غير محدودة » لكن » تبعاً لتعريف 
الفئة » ليس ءن السبل أن نقرر ما إذا كانت الفئة المعطاة 8 محدودة أو غير محدودة . 
الفئات الحزئية اللمقدار 27 المبينة بالآق :( 100 ,. . . ,42,3 »101 ,8 ,5 ,12,4» 
,(41.3,5 مدودة » بالرغم من أن هذه الفئات المزئية ليست قطعا جزئية الفئة 20 فإلها 
تكون محتوية فى قطمع جزئية للمقدار لم . ومن ثم يمكن وضمها كتناظر أحادى مع فئات 
حزئية لقطم ابعدائية للفعة 2 . فتة الأعداد الطبيعية الزوجية ل 
(...,8 ,6 ,12,4 ع 8 
و فْئةالأعداد الطبيعية الفردية 0) 
(...:0-141,3,5,7 
ليست قطعا ابتدائية للفعة 27 . كيفما كان » حيث أنه بمكن وضعها كتناظر أحادى مع 
كل الفئة لم ( كيف ؟ ) فتكونان معا فئة عددية . 
ومم أن الفئة 2 لجميع الأعداد الصحيحة 
.10,12 ,2-,.. .4د 2 
تحتوى الفئة د فيمكن إيضاح أن 2 فثة عددية ( كيف ؟ ) . 


سنقرر الآن بعض نظريات بدون برهان ومن انحتمل عند القراءة الأولى قبولها بدون 
اختبار . و بقراءة تالية سيحاول القارىُ أن يبر هن هذه النظريات . و بعمل هذا سيجد أن خاصية 
الاستنتاج للفئة 27 للأعداد الطبيعية مفيدة (*«) . 


م م فظرية . فئة © تكون عددية إذا وإذا فقط وجد إدشال بين النطاق 8 ومدى 
ف ان . 


م ل م نظرية . أى فئة -جزئية من فثة محدودة تنكون محدودة وأى فئة جزئية من فلة 
عددية نكون أيضاً عددية . 


(«) انظر كتب هالموس وهاميلتون ل لاندن فى المراجع ٠‏ 


يفا 


- 4 فظرية . أتحاد مجموعة محدودة لفئات محدودة تكون فئة محدودة . وأتحاد مجموعة 
عددية لفثة عددية تكون فثة عددية . 
وتتيجة من المزء الثانى من نظرية #- غ أن الفئة © لميع الأعداد المذرية تكون فئة 
عددية ( المقصود بالعدد المنطق أو الخذرى هو كسر 2/5 حيث 22 و 2 أعداد صميحة > 
#0دم ) . لتوضيح أن © تكون فعة عددية تكون الفئات 
,(0)-<موم 
٠. 38‏ 31 3158 ًّ 4- 0007-ظ 
3550107 0 0307 8 4- ديم 


#» م م وو م وول م م مجم م مارم م م نوو 


نلاحظ أن كلا من الفعات رك عددية وأن أتحادها هو الفئة 62© كلها . إذن نظرية 4-5 
تؤكد أن © عددية . وف المةيقة بمكئنا جمل © عددية بطريقة القطر 

طرق رك 4ح ,0 
و باستخدام هذا النوع من الاستدلال بمكن القاريء أن يكون برهان نظرية - 4 . انظر أيضا 
تمرين (م . ك) . 


عدم قابلية العد للمقدارين 8 و / 


س» 


بالرغم من حقيقة أن الأعداد المنطقية لا قابلية العد فإن الفئة 22 لحميع الأعداد الحقيقية 
غير قابلة للمد . وى الحقيقة الفئة 1 للأعداد الحقيقية * الى محقق 1 55 # ك5 0 غير قابلة 
لعد . ولتوضيح هذا سنستممل استدلال القطر لممتّرعها ج. كانتور(ه) . سنفترض أله من 
المعلوم أن كل عدد حقيق د حيث 1 5 دك 0 له تمثيل عشرى عل الصورة ... 

و.. .43 42 و24 .0 ح بر 
حيث كل عزك يشير إلى واحد من الأرقام 9 ,8 و7 ,6 و5 و4 و3 ,2 و1 و0 . ومن المعروف 
أن أعداداً حقيقية معينة ها تمثيلات فى هذه الصورة ( مثال ذلك الكسر 2 له تمثيلان : 
.010001 و ...0.0999 


(#) جورج كانتور (ه146 ل (1938) ولد فى بيترى بورج © تعلم فى يرلين مع فيرشتراس 
ودرس فى ع1ل28 ( هاليه ) وهو معروف بأبحاثه ينظرية الفئات حيث طورها خلال المسنوات 
]للها مكما ٠‏ 
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و بمكننا اختبار الفثيل الذى نريده ولكن ليس من الفرورى عمل ذلك . وحيث إنه يوجد 
عدد لا نبال ءن الأعداد الحذرية فى الفترة 1 55 د ك 0 ( لماذا؟ ) فلا مكن أن تكون الفئة 
محدو دة وسنبين الآن أن 1 غير عددية فإذا فرضنا أنه يوجد تعداد .. . ووك و ون لكل 
أعداد حقيقية حيث 1 5 + 5 0 تعطى بالعلاقة . 


0.414203٠- ١‏ > 1ع 
٠٠٠١‏ وطيطرط.0 ديع 
222 125 


واراوا جم م م م.م موه 


الآن تفرص أن وبر رقم يختلف عن,4» ,0 » 9 ونفرض أن وبر رقم يختلف عن :8 ,0 » 9 
و تفرص أن وثز رقم يمختلف عن و ,0 » 9 » ألخ . نعتير العدد زر بتمشيل عشرى 

0٠٠‏ ول وز وير .0 حابر 
الذى بوضوح يحقق 1 5ك نز ك 0 . العدد بر ليس و احداً من الأعداد ذا تالقثيلين العشر يبن لأن 
9 كديرا . وفى نفس الوقت .دعل لأى # ( لأن الرقين النونيين فى القثيل العشرى. 
لكل من بر » ب مختلفان ) و لذلك أى مجموعة عددية لأعداد حقيقية تنتمى إلى هسذه الفترة 
ستحذف عل الأقل عدداً حقيقياً واحداً ينتمى إلى هذه الفترة ما يثبت أن هذه الفتّرة ليست فئة 


قادية . 
نفرض أن 4 فة غير محدودة وسنفتر ض وجود تناظر أحادى بين فثة جزئية للفئة 4 
. والفئة 80 بأكلها بممنى آخر سنفتر ض أن كل فثة غير محدودة تحتوى عل فئة جزئية عددية 
هذا الافتر اس ليس قوياً من وجهة نظر ٠‏ بدهية الاختيار » التى هى من البدهيات المفيدة فى نظرية 
الفئنات . بعد هضم القارىء لمحتويات هذا الكتاب سيشرح فى الممالحة البدهية للأساسيات الى. 
نوقشت ف هذا الكتاب بصيغة غير رسمية ولكنه فى الوقت الحاضر سيأخذ النصوص كبدهيات. 
وقتية و.بمكن إبدالها فيا بعد ببدهيات أكثر شمولا فى نظرية ألفئات . 


٠: تمرينات‎ 

م« -(أ) استعرض تناظرا أحادياً بين فثة الأعداد الطبيعية الزوجية 8ه ء 2 . 

م -. (ب) استعرض تناظرآ أسادياً بين الفئة © للأعداد الطبيعية الفردية » 28 - 

م -(ج) استعرضص تناظراً أحادياً بين 20 والفثة الجزئية الفعلية للفعة 28 . 

م«- (د) إذا كانت 4 محتوية فى قطعة ابتدائية ما للفئة 8 »© باستخدام خخاصية التر تيب 


الجيد الفعة ين عرف إدخالا الفئة 4 فوق قطعة ابتدائية ما للفئة 1[ . 
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م - (ه) اعط مجموعة عددية لفتات محدودة نحيث يكون اتحادها غير محدود . 

م - (و ) باستخدام حقيقة كون كل فثة غير محدودة لا فئة جزئية عددية لتوضم أن كل فثئة 
غير محدودة بمكن وضمها كتناظر أحادى مع فئة جزئية فعلية لنفمها . 

»؟ - (ز) وضح أنه إذا كانت الفئة 4 يمكن وضعها كتناظر أحادى مم فثة 8 » فإن الفئة 

» -(ح)أثبت أنه إذا كانت الفعة 4 يمكن وضعها كتناظر أحادى مع الفئة 8 » و كانت 
8 بحيث بمكن وضعها كتناظر أ حادى مع الفئة '© » فإن الفئة 4 يمكن وضعها 
كتناظر أحادى مع الفئة © 

م - (ط) باستخدام الاستنتاج على 0م 6 وضح أن القلعة الابتدائية المحددة بالمقدار م 
لمكن وضعها كتناظر أحادى مع القطعة الابتدائية المحددة بالمقدار 20 75 إذا كانت 
دل 5 

م - (ى) أثبت أن 20 لا بمكن وضعها كتناظر أحادى مع أى قطمة ابتدائية للمقدار /2 . 

ع-(2) لكل لازعهم بفرض (20[:ره!- إلى وبفرض أن 4.0422-6 حيث 
العام ,1 كمه أثبت أن الدالة «+(1 -ز+ »)(2 - ز+م)؛-(1 ,0)] تعلى 
تعداداً للمقدار (للع : : مهدالا 


عر 


المص لالاولف 


ب حجن جم جم 

الاعدادالحميسية 
من أكثر من فئة أولية ( مثل الفئة 187 للأعداد الطبيعية أو الفعة () للأعداد القياسية ) فإننا سوف 
لانفعل ذلك وبدلا منه سنعرص قائمة من الحواص الى ترتبط بنظام العدد الحقيى وسنوضح 
كينية استلداج خواض أعرى من اللراص الي فرغتت.. 

لأجل التوضيح لا نفضل ذكر كل خواص نظام العدد الحقيق مرة واحدة » وبدلا منه 
سنقدم أولا فى الفصل الرابع ٠‏ الخواص الجبرية » الموسسة عل عمليى الجمع والضر ب و نناقش 
باختصار بعض نتائجها . و بعد ذلك سنقدم ٠‏ اللحواص المرتية ٠‏ بيدا فى الفصل السادس سنضيف 
٠‏ خاصية الإتمام » ويوجد أسباب عديدة لهذه المملية الى هى بنوع ما عملية قطعة فقطعة . يوجد 
أولا البر اهين يجب مراعاتها ويستحسن أذ قليل مها فى كل مرة . وبالإضافة إلى ذلك نجد أن 
البر أهين اللازمة فى الخطوات الجبرية القّهيدية طبيعية بدرجة أكثر من بعض البراهين التالية . 

وأشيراً مما أنه يوجد طرق مشوقة أخرى لإضافة « خاصية الإتمام » فنحن نرغب فيها منفردة 
أو منعزلة عن الفروض الأخرى . 

جزء من هدف الفصلين الرابع والفامس هو مدنا بأمثلة براهين النظريات الابتدائية الى 
تستنتج من الفروض المنصوص عليها صراحة . وخبرتنا هن أن الطلبة الذين لم يتعرضوا للبر اهين 
العنيفة ممكهم تفهم المناقشة والبراهين فى هذه الأبواب جاهزة » ويممكيم بعد ذلك الانتقال إلى 
الباب السادس » كيفما كان فإن الطلبة الذين هم دراية بالطريقة البدهية وفن استخلاص البر اهين 

فى الباب السابع نقدم تصور القطع فى نظام العدد الحقيق ونعرف أنواعاً مختلفة من الحلايا 
والفتر ات . خاصية الخلايا المتداخلة المامة للفئة ©8 أقرت ووضحت بيبا نوقشت فئة كانتور 
بإيماز , 


الباب الرابع . الخواص الحجبرية للمقدار 8 : 
فى هذا ألباب ستعطى التركيب و الجيرى » نظام العدد الحقيق و بتعبير موجز تكون الأعداد 
الحقيقية و حقلا » فى موضوع الجير المحرد . والآن سنشرح ما المقصود بذاك . 


فنا 


نقصد بالعملية الثنائية فى الفعة ‏ الدالة 8 الى نطاقها 1 »ا ومداها فى لا . وبدلا من 
استمال الرمز (ط و©) 8 الدلالة على قيمة العملية الثنائية عند النقطة (8 و©) ىق *1 ا فقد 
اصطلح على أن تستعمل رموز]ً مثل 688 أو 98+م أو 8.ه. 
ع - ١‏ الحواص الجيرية للفئة © : يوجد ف الفئة 2 للأعداد الحقيقية عمليتان ( يشار إليهما 
بالعلامتين ه » . وتسمى جمع وضرب على الثر تيب) نحققان الحواص الآتية (») . 

(لذ) 6+ طح طج+ه كل 6 ,© فق 8 . 

(2ه) + م) + مد ع +(©ثز + ») لكل من 4,5,6 لق 8. 

(3ه) يوجد عنصر 0 فى 72 حيث» -ع+0و 0-2+ه ككل © ق © . 

(4ه) لكل عنصر © ف 82 يوجد عنصر © - فى 22 بحيث أن 0 -(0-) +6 
و 4-0+(م) 

.83 4,6 كل‎ ه١:‎ 5-65١6 )301( 

(812) ع ٠ )65 ١‏ مدع ١(ؤ٠ع)‏ كل عر5 ره ق 8 . 

(843) المنصر 1 ق# يختلف عن 0 وله الخاصية الى تجمل © > © 0٠١1 © ,1٠١‏ 


لكل © فى © . 

(344) لكل عنصر 0 4ه فى 12 يوجد عنص, 1/4 فى 12 ميث أن 1 - (1/4) ٠‏ © 
و1-<©6١(1/4)‏ 

(2) (ع٠4)+(م٠‏ ه) 2ن +0)6١ه‏ و رم١»)+(4١ذ)-‏ ج١(ع+م)‏ كل 
6و ©8293 . 


هذه الحواص بالتأكيد ممروفة للقاريء . وستنحصل عل بعفى نتائج مبلة ( ليست مهمة ) 
ملها . فأولا ستبرهن أن 0 هو العنصر الوحيد المقدار 4# الذى يحقق (43) » 1 هو العنصر 
الوحيد الذى يحقق (343) . 

ع - 7 نظرية . (أ) إذا كانت 2 » © عناصر فى 8 محيث أن - ع + : (إن 0 > ث . 

(ب) إذا كانت ما ء» 0غوم عناصر فى 12 محيث أن 5 ع ثْ . «زفإن 1 > «« . 

البر هان .من الفرض م - م + 2 . اجمع 4 - ذكل من الطرفين واستخدم و(42) و(4ه) 
(84)ر (83) لتحصل عل 

() هذه القائمة ليس المقصود بها أن تكون ٠‏ أدنى أو أقل ى . أى إن العطيات الثائية 
فى (43) و (84) تنتج من المعطيات الأولى باستخدام (41) . 
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((4 -)+ »)+ ع ح (ه-) + (ه +دع)- (ه-) + ع 02 
اج -0 ليود 
البر هان تبزء (ب) يترك كتمرين . لاحظ أنه فى الفرض 0 8*4 . 
وهو المطلوب إثباته 

الآن نوضح أن العنصرين © - و1/4 ( عندما 0 عدت ) يتعيئان كعنصر ين و حيدين بواسطة 
المواص الموجودة في (4ه) و (814) . 
غ4 -" نظرية . (1) إذا كانت »© » 6 عنصر ين من 2# »0 ع ( + ن فإن ©- - م . 

(ب) إذا كانت 0 »> » 2 عنصرين من 2# و 1 ع 8 . 4 فإن 1/6 2 6 ,. 

البرهان . (أ) إذا كانت 6-0+» فنجمع © - إلى كل من الطرفين نمحصل على 
0 + م- - (م + »)+ (ع-) . نستعمل (82) على الطرف الآيسر » (83) على الطرفث 

ه- - زح (» + (ه-) 
إذا استعملنا (44) + (843) على الطرف الأيسر ٠»‏ نحصل على © - - ث8 , 
البر هان ليزه (5) يترك كتسرين للطالب . لاحظ أنه فى الفرضش 0 *© . 
وهو المطلوب إثبائه 
الفاصيعان (4ش) و (1844) تضمنان إمكائية حل المعادلات 
1 (0 #ة6©) 4٠١2-1‏ ,0 ع + عه 

للمقدار د » ونظرية م - 4 تتضمن إثبات أن الحل وحيد . وسنوضح الآن أن الأطراف 
اليسرى من هذه المعادلات بمكن أن تكون عناصر اختيارية من 2 . 
4 - 4 نظرية . (1) بغرض أن 8 و © عناصر اختيارية من جز . فإن المعادلة 6 > + 6 ها 
الحل الوحيد 85+(ه-) - ين 

(ب) بفرض 0 436 و ث عنصرين اختيارين من 2# فإن المعادلة عد . © لا الحل الوحيد 
6 1/4) > 

البرهان . ما أن (م ع 0+8 ( + ((م-) + ») ع (م+ (ه-)) + »6 فن الواضح 
أن ؤ + (ع-) - :ا هو حل للمعادلة 8 - + 4 ولتقرير أن هذا هو اخل الوحبد قط سنفرض 
أن و# هو أى حل طذه المعادلة » فإذن ْ 


6ح ,ع + هع 


زف 


نضيف © - إلى كل من الطرفين نحصل على 
ذ+(ه-) - زع + ه) +(0-) 
وإذا استخدمنا (83) » (44) و (82) تحصل على 
رع + (4 + ع - ) ع رع + 0 ع بور 
5+ (4-) ع زر + 6) + (0-) - 
إذن م+(ه-) ددع وهو المطلوب إثباته 
برهان الجزء (ب) يرك كتمرين . 
4 - ه نظرية . إذا كانت © » 8 أى عنصرين من 32 ء فيد 
)1غ( 6400-0 (ب) ١6‏ (1-) -ه- 
(ج) (6-) + (ه-) د( +ه)- (د) ©-(م-)- 
)-1(٠١)-1(-1 6‏ 
البرهان . (أ) من (843) » نعرف أن © -26.1. إذن 
(1+0)-0-84-01+600-6٠ه+جه‏ 
م 401 ع 
إذا استخدمنا نظرية 4 - 8 (أ) فنسعدل أن 0 ع 0 . ©. 
(ب) من الواضح أن 
0+)-1(١6-1١:4+)-1٠١06-)1+)--٠‏ 


2-0١» 0‏ 
وينتج من نظرية #4 - م (1) أن »ست ». (1-) 
(ج ) لدينا 
)-1(١ 4+ )-1‏ ع (م +»ع)١(1-)‏ - رز + ه)- 
(ط-) + (ه-) ع 


(د)من (4ه) يكون 4-0+(ه-) وما أن الحل الوحيد حسب نظرية 4 - م (1) 
ينتج أن (4ه-)- ده , 
(ه)ق جزء (ب) » نعوض 1- - © . فيكون 
-)-1(-)-1(١)-1(‏ 
إذن المطلوب ينتج من الجزء (د) بوضم 1 > ه . وهو المطلوب إثياته 
55 


4 - نظرية. (أ)إذا كانت #عم» 0غعدم فإن 1/440 » 4ه (1/)1/4 
(ب) إذا كانت © » 5( ,ه » 0 ح 8 . » فإنه إما 0 - » أو 0 - 8 ., 
(ج ) إذا كانت 126ع 5 ره فإن 6 .»© - (6-). (»-) 
(د)إذا كانت *1ء © » 0 يوه فإن (ه/1) -- (ه-)/1 . 
البرهان . () إذا كانت 0 عدم »ء إن 0 6زم /1 لأنه خلاف ذلك ( 1/6 ) .© > 1 
0 - 2.0 ع وهنذا يخالف (363) وما أن 1 > » . (©1/0) فيتيع من نظرية 4-م«(ب) 
أن (1/)1/26 ده. 
(ب) نفرض أن 0 - 5.» وأن 0غده بالضرب فى 1/6 نحصل عل 
)1/4٠١0( ١5 > )1/42١)6-١6(‏ > ( .5-1 
١0-0.‏ (1/4) - 
وتعليل مشابه عند 8360 
(ج )من نظرية + اه ء يكون 4 . (1 - ) - »© -» 5 . (1- ) > 5- إذن 
)-1(١4(١ ))-10١6(‏ -((-)١(ه-)‏ 
(١(1-))١((1-)4-0)ع‏ 
-40))-1١)-1(١6-»-1-8‏ 


١8.‏ مع 


(د)إذاكانت 0 ده ءفإن 1/4240 » 0عوو- . ما أن1 > (6.)1/4©ء. 
ينتج من الجزء (ج ) أن 1 > [(1/4) -] . (4-) . إذا استعملنا نظرية 5-4 (ب) نستنتج 
أن (1/4) - - ره -)/1 . وهو المطلوب إثباته 


الأعداد الحذرية ( المنقطة ) : 
من الآن سوف لا نستعمل النقطة لتشير إلى الضرب ونكتب 8ه لأجل 5 . © . وكالمعتاد 
ستكتب 2 لأجل ©ه ٠‏ 3ه لأجل ,42(4) ع همه وإذا كانت لاع« فنعرف ‏ 2 -1*جم 
")2 وينتج باستخدام الاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت ]8 © ,71 فإِن 
7 2 
لأى ع4 . بامثل سنكتب * لأجل 8٠1١ +١‏ لأجل ‏ 1+(1+1)-<2+1 
وهكذا . وبالإضافة إلى ذلك سنكتب عادة 4 - 5 بدلا من (©-) + م - 8 + (ه-) وإذا كانت 
0 4م » عادة سسكتب 1١‏ 


و 


56/4 أو 2 

بدلا من (1/4) . 8 >- 5 . (©/1) . وأيضاً سنكتب 4ه لأجل 1/6 » #سج لأجل 

167 . ويمكن توضيح أن الصينة (») السابقة صحيحة عندما 2 14 ,يم بفرض. أن 
0معحج ه . 


عناصر © التى على الصورة 


عندما 0 6ه ,1 >6 ,هك يقال إنها أعداد قياسية أو جذرية أو منطقة وفعة كل الأعداد 
القياسية فى 82 سير مز لها بالرمز © القياسى . كل العناصر فى 38 الى ليست أعداداً قياسية يقال 
إنها أعداد غير قياسية . ومع أن هذا التعبير غير حسن لكنه قياسى وسنختاره . 


وسنخم هذا الباب ببرهان الحقيقة الى تقول إنه لا يوجد عدد قيامى مربعه * . 
.4 -7 نظرية . لايوجد عدد قيانى ” محيث أن 2 - 2م , 


البرهان . نفرض عل المكس أن 2 -ح 2(و/ص)ء حيث م ء و أعداد صميحة يمكننا بدون . 
فقد السومية أن نفرض أن م » © ليس بينبما عامل مشترك صميح ( لماذا ؟ ) وبما أن 292 > غم 
فينتج من ذلك أن صر يحب أن تكون عدداً زوجياً صميحا ( لأنه إذا كانت 2/4+1-م 
فردية فإن *+(/2)23+2 -1+ع]4 +442 -2م تكون فردية) أى إن #/2ع بر 
لعدد يح ما / وحينئذ 242 ع 462 ومن ذلك ينتج أن 262 ع 02 ومن ثم 4 يحب أن 
تكون أيضا زوجية . وإذن كلا من ماء 4 يقبل القسمة على 2 وهذا عكس فرضيا . 

وهو المطلوب إثبسساته 


تمرينات : 
4 () أثبت جزء (ب) من نظرية 4 8 . 
4 - (ب) أثبت جزء (ب) من نظرية 6-4 . 
4 - (ج) أثبت جزء (ج ) من نظرية 4غ - 4 . 
؛ -(د) باستخدام الاستنتاج الرياضى . وضح أنه إذا كانت 2122© ء لالع ,70 فإن 


0150 0-7 نك 


60-4 وضح أنه إذا كانت *لاع ., 0ضوم . 2عابرت فإن كو”. د حكن 


حرا 


: -( و ) استخدم البحث المذكور فى نظرية »ع -- ”ا لتوضيح أنه لايوجد عدد قيامى ى حيث أن 
2-6و ْ 

؛ -( ز) أجر تعديلا فى برهتة نظرية 4- , لتوضح أن لايوجد عدد قياسى # حيث أن 3- 42. 

4-(ح) إذا كانت 6# غير قياسية #20 ع7 قياسية فوضح أن م لام ء يام 


غير قياسيين , 


الاب الخامس ‏ الخواص ارتبة للفئفة 8 : 


الغرس من هذا الباب هو إدخال أهمية الخواص المرتبة للمقدار 8 والى ستلعب دوراً مهما 
فى الأبواب القادمة . وأبسط الطرق لتصور الرتبة هو الاستفادة من تصور « الإيحابية الدقيقة 
أو الإيجابية المضبوطة » والى ستشرحها . 


ه - ١‏ الحواص المرتبة المقدار #2 . يوجد فتة جزئية غير خالية 8 من 2/ تسمى الفئة للأعداد 
الحقيقية الموجبة الدقيقة وهى تحقق هذه الخواص . 

(1) إذا كانت 5 و » تنتمى إلى فإن 8 ل © تنتمى إلى 2 . 

(11 ) إذا كانت 8 و » تنتمى إلى ط فإن 00 تنتمى إلى 2 . 

(111) إذا كانت »© تنتمى إل 2 فتحقق بالضبط و أحدة من العلاقات الآتية : 


الشرط (111) أحياناً يسمى خاصية واحدة من ثلاث . وهى تعنى أن الفئة 
(م عع: م-] - لم 0202 »ء أحياناً تسمى الفثة للأعداد الحقيقية السالبة المضبوطة الى ليس لا 
عناصر مشتركة مع ل . وف الحقيقة الفئة الكلية 8# هى اتحاد الفئات الثلاث غير المتصلة 
وهى /2 ,(2,10 . 


م - 7 تعريف . إذا كانت 2 6 4 فنقول إن © عدد حقيى موجب مضبوط وتكتب 6<0 
وإذا كانت © إما فى 2 أو صفراً » فنقول إن 4 هى 4 عدد حقيق موجب ويكتب 0 < » 
وإذا كانت © 6- فنقول إن © عدد حقيى سالب مضبوط ويكتب 0 > © ء وإذا كانت 2 
إما فى 5 أو صفراً فنقول إن 0 عدد حقيق سالب ويكتب 5.0 © . 

ومن الملاحظ - طبقاً لما قدم من مصطلحات - أن الرقم 0 يكو ن إما موجياً أو سالباً » 
وهو العدد الوحيد الذى له هذه المئزلة المزدوجة . وهذا الاصطلاح رما يبدو فى الأول غريباً 
ولكنه سيثبت أنه ملائم ببعض الم لفين يحتفظون بالتغيير « موجب» لعتاصر الفئة #8 و يستعملون 
التعبير « ليس سالياً ى لعناصر الفئة (40ل851 . 


وذ 


الآن نقدم العلاقات المرتبة . 

و-#8 تعريف . بفرض أن 8 و © عنصران من 12 وإذا كانت 7 8©6- م فإننا 
نكتب 5 < © » وإذا كانت 82ع(4-6)- فإننا تكتب 8 > ©. » وإذا كانت 
(0؟ناطعم-ن فإننا نكتب 8 < »© » وإذا كانت »ع [0]لاء(4-5)- فإننا 
نكتب 9 ك5 © . 

و كالمعتاد » من المناسب غالبا إبعاد الإشارة و نكتب 

©<65 بهدهة ,ه<65 ا بهو>ة 

على الثّر تيب و بالإضافة إلى ذلك إذا كانت © > 8 » © > 8 » فحيلئذ غالبا نكتب . 

© <قده أو م>»مه>تم 
وإذا كانت 5 ك » » »م > ث » فحينيذ غالباً نكتب 


6< 5 ده أو +#>5 ده 


خواص الرتبة : 
الآن ستكون الخواص الأساسية لعلاقة الرتبة فى 42 . هله اللمواص هى القوائين المألوفة 
للمتبايئات الى قابلها القارىء فى مناهج سابقة 03 وهذه ستستعمل بكثرة فى الأبواب القادمة وها 
أهية كبرى , 


ه -4 نظرية . بفرض أن © ,8 ,© عناصر من 22 » فإن 
(أ) إذا كانت م < ه» » < مُّفإن» < ©6. 
(ب) تتحقق بالضبط واحدة من الآقى 8 > © ) و عد © رظ < ©. 
(ج) إذا كان م < هم » 4 <ث فإن 8< »ه , 
البرهان . (1) إذا كانت 86-» » مث تنتى إلى 8 ع فإنه من ه ١‏ (1) 
ينتج أن (» -8)+(م-»)- »-ه أيضاً تشى إلى 2 . إذن © < © , 
(ب) من ه - ١‏ (314) يتحقق الضبط واحد من الاحميّالات الآنية : 
طع (ط-»)- دهيوحدق ,0< مده رطع ؤده 
( ج) إذا كانت 6748© فن الجزء (ب) يحب أن يكون لدينا إما 8ه أو ممق 
فى . إذن إما 8 < © أو 4 < 8 وق أى حالة واحدة من الفروضص حدث له مئاتضة . 
وهو المطلوب إثياته 


لا 


و- ه نظرية . (1أ)إذا كانت *1ع© 06 » فإن 0 < 42 , 
(ب) 1<0 . 
(ج) إذا كانت لازع م » فإِن 0<# . 
البرهان . (أ) إما » أو © - ينتمى إلى / . إذاكانت رع 4 فإنه من ه-١‏ (11) يكون 
ع وم ”م »ء وإذا كانت ع م- » فإنه من نظرية 4 - ١‏ ( ج) يكون (0-) - 2م 
هع(4-) .إذنق أى حالة طعتهم , 
(ب) بماأن 1(2) ح 1 » الاستنتاج ينتج من (1) . 
( ج) نستعمل الاستنتاج الرياضى » وسعة الفرض عند 1 ع # هو جزء (ب) إذاكان ذلك 
صحيحاً للعدد الطبيعى ‏ ( أو بمعى آخر نفرض أن 2ع 6 ) وبما أن >1 فينتج من ١-6‏ (1) 
أن 16+ م » إذن الفرض يح لكل الأعداد الطبيعية . 
وهو المطلوب إثياته 
اللواص الآتية من المحتمل أن تكون مألوفة للقارىء . 
6 نظرية . بغرض 4 و © و 5 و © عناصر من 12 فإِن : 
() إذا كان م < 2 فإن »+86< +ع 
(ب) إذا كان 5 < ه و 4 <» فإن 4 +<ع+ه 
( ج) إذا كان 5 < © و 0 < © فإن 66 < زه , 
(ج/) اذا كان 6 < © و 0 > » فاأن ع5 > »© . 
(د) إذا كان 0 < 4 فإن 0< 1/64 . 
(دم/) إذا كان 0 > »6 فان 0 > 1/6 . 


البر هان . (أ) لاحظ أن 5 - ع - (ع + ط)- 0 +م) 

(ب) إذا كانت 8-© ء 4-» تنتمى إلى 2ه اء إذن من ه- ١‏ (1) تستنتج أن 
(4-ع) + (ط-»)- ر(ل +ط)-ء +ع) تنعى إلى م . 

(ب) إذا كانت 8 -ه » © تنسى إلى 2 ء فإنه من ه-١‏ (31) تكون 
ء(5 -») > م5 - مه أيضاً تنسى إلى © . 

('ب) إذا كانت 8م »2 ©م- تتنصى إل م ءه فإنه من ه-١‏ (11) 
(ع-)(هدهم) دعم هثة أيضاً تتمى إلى © . 
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(د) إذا كانت 0 < © ء فإن من ه-١‏ (111) 0 غدع بحيث أن العنصر ©/1 موجود . 
وإذا كانت 0 ح 1/6 فإن 0 - (1/©6) © ع 1 وهذا تناقض . وإذا كانت 0 > 1/64 فإن 
جزء (ب ) حيث ©#/1 - » يدل على أن 0 > (1/4) » > 1 وهنا تناقض مع 6-ه 
(ب). لذلك يحب أن يكون لدينا 0 < 1/6 لأن الإمكانيتين الآخرتين قد استبمدتا . 

١د“‏ ) هذه بمكن برهتها بطريقة مشاببة البرهان فى ( د) أو مباشرة بمكن استحضار 
نظرية م - 5 (د) واستخدام ( د) مباشرة . 

وهو المطلوب إثباته 

ه-؟ نظرية . إذا كان 8 < »© » فإن ذ<(4)4+6< ع 

البرهان . بما أن 8 < 4 فن نظرية ه- 5 (1) بأخذ © ع م ينتج أن 8+ م <20 
ومن نظرية 5 - 4 (أ) بأغذ محم ينتج أن 20 < ( + م وءن نظرية ه - ه (ج ) عرف 


أن 2<0 ومن نظرية ه- 5 (د) نعرف أن 1<0 . وباستخدام نظرية 5-26 (ج) 
بأعذ 14-© » نستنتج أن (مط+ه)4<ه ,5< (ط+م)! , إزن م<(ط+ه)!< م 


وهو المطلوب إثباته 


و النطرية الى بر هنت الا (عند 0 ع 5) تدل على أنه لأى عدد موجب مضبوط معطى 
وليكن © » يوجد عدد مضبوط موجب أصغر ( يسمى © 8 ) أى إنه لا يوجد عدد موجب 
حقيق مضبوط محيث يكون أصغر ما بمكن . 


قد رأينا من قبل أنه إذاكانت 0 < © » 0 < 8 »ء فإن 0 < 85 وأيضاً إذاكانت 0 > ©» 
0 > 8 فإن 0 < قت . سئوضح الآن أن المكس صميح . 
هو -م نظرية . إذا كانت 0 < 5ه فإن إما 0 < ه » 0 < 5 وإما 0 > © » 0 > 5 , 
البرهان ٠‏ إذا كانت 0 < 5ه فإن 40د»ه » 0كوط (لاذا ؟). وإذا كانت 0 < 24» 
فإنه من نظرية ه- ه (د) نستدل عل أن 0 < 1/4 ومن 5-65 (ج) نجد أن 
0 < (طه)(ه/1) > ١‏ (ه (1/4)) ع 6 


وممى آخر إذا كانت 0 > © فينتج من نظرية ه-و (د/) أن 0 > 1/4 ومن 
ه - ؟ (بل/) نجد أن 0 > (طم)(ه/1) ع ذر(ه(1/4)) - 65 . وثر اللطلترت إثباتة.. 


م -4 نقيجة . إذا كانت 0 > 5ه فإنه إما 0 < © » 0 > 5 أو 0 > © » 0 < 58 . 
البر هان يرك كتمرين . 


6 


القيمة المطلقة : 


الخاصية واحد من ثلاث المذكورة فى ه - ١‏ (لقة) تؤكد أنه إذا كانت 0 6م فإن 
واحدا من الرقمين © ء # - موجب مضبوط . القيمة المطلقة للمقدار 0 عدم يعرف بأنه واحد 
موجب مضبوط من الزوج (© - ,44 » والقيمة المطلقة الصفر تعرف بأنها تكونصفرا . 

مو-١١‏ تعريف . إذا كانت 8 © © فإن القيمة المطلقة المقدار © يرمز لها بالرمر 
| 2] ويعرف بالآقى : 

© > |64| إذا كانت 0) < 6 . 
 #»‏ تت إإذا كانت 0 > © , 

أى إن نطاق الدالة المطلقة القيمة هو كل ألفئة 1 » ومداه هو (40 لم ويرسم العنصران 
م س وك إلى نفس العتصر . 

م - ١١‏ نظرية ., (1أ)0 - | » | إذا و إذا فقط إذا كانت 0 ع »© . 

(ب) |ه| - |ه-]| لميع #8 ع 4ه 

(ج) أذااها امه لكل ه8ءم به 

(د) إذا كانت 0 < » فإن © ك | »| إذا وإذا فقط © 5 52 ©»- . 

(ه) إ»| عه > إه|- لكل 8 ©6 

البرهان . () إذا كانت 0 > » فإنه من التمريف 0 > |0| ء وإذا كانت 0 عوج 
فإنه أيف؟ 0كد»- أى إن 60 |ه| 

(ب) إذا كانت 0 - »4 فإن |0-|-0-إ0| ٠»‏ وإذا كانت 0 <4 فإن 
!»-| - عه - إ|ه| » وإذا كانت 0 > 2 فإن |ه-| ع ه- - إه| 

(ج) إذا كانت 0 < م »2 0 <5 فإن 0 < 5ه ومن ثم إة| إو|- طم ع رطم|ء» 
وإذا كانث 0 > 4 ء 0< 8 فان 0 > 465 وينتج |5[ إه| - 5(ه-) - (مم)- - إمه| 
والحالات الأخرى مكن ممالحها بنفس الطريقة . 

(د) إذا كانت © > »| » فإن كلا من © > 6 وم > © - (لماذا ؟) وكا سبق 


وءن نظرية 5-6 (ج /) نستنتج أن 4 > م- ومن ثم » > »ك م- والمكس ٠‏ إذا 
كانت هذه العلاقة صحيحة فإن كلا من © ك5 » و »© 5 © س ما يثيث أن © 5 | © | . 


(ه) استخدم جزء (د) عند 0 < | » | »م وهو المطلوب إثباته . 
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النتيجة القادمة ستستخدم. كثير! فا ينجم عن ذلك . ( تذكر أن 42+28 تعى 
كلا من 8 + © و5 ع ه) , 

و-؟١‏ متباينة المثلث . إذا كانت 8 و 4 أى عددين حقيقيين » فإن 
ما+ إء| > زع ءم| > | إم|- »|| 


البر هات . طبقاً للنظرية ه١١‏ (ه) نيحد أن |»ا| > م ع [»ه|- 2« 
|6 ع وغ > إؤ|- وباستخدام 0-6 (ب) نستنتج أن 
اما+اء| ع فع»ه ك زم|-|ء|- - (إؤا+|»|)- 
من نظرية ١١-0‏ (د) ينتج أن |ط|+ إء| > |6غ »| ما يثبت الحزء الثانى من المتبايئة . 
وبما أن |8|+[ه»ه] >[ + (2-»)[|- »| (لماذا ؟) ينتج أن 
|مح مزع إذ|- له . وبال [ط-ه | > |»|-|ة| (لماذا ؟) بضم هاتين المباينتين 
نستنتج أن إط - »| > | |5|-|4|| الى هى الحزء الأول من المتبايئة بعلامة سالبة . لمحصول 
على المتباينة بعلامة موجبة نضم 85 - بدلا من 8 . وهو الطلوب إثباته 
ه- 18 نتيجة : إذا كانت ي© و... ,42 و61 أى أعداد حقيقية عددها # فإن 
إسما+ ٠١‏ ٠٠+إمواء‏ ايها ع |موم+ ١‏ ٠٠+يه‏ + روا 
البرهان : إذا كانت 2 ع »« » فالاستنتاج هو ه-؟١‏ ثماماً » فإذا كانت 2 < / 
فنستخدم طريقة الاستنتاج الرياضى وكذلك الحقيقة التي تقول إن 
أببعه + زيميو ٠ ٠+‏ ٠ديه‏ + ره)| > إنبيه + يه + +٠٠ ١‏ يم ++ ره| 


مها +امه + ٠١‏ ٠+يو+‏ ههو| ع وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 
ه - (أ) إذا كانت 68 ميم 0عتؤبتم فبين أن 0 ع فلع ©. 
ه - (ب) إذا كانت عم فوضح أن # ب< 2 وحينذ «/1 > 1/82. 
35 ج02 إذا كانت2 »4 ,1-< » فوضح أن 1+6 ح "(1+4) لكل لارع»« , 
هذه المتباينة قسمى متباينة برنويل(* ( إرشاد : استعمل الاستنتاج الرياضى ) . 
ه - (د) إذا كانت ©عء,1<ء فوضح أن عدت لميعم للعءم 
(إرشاه : ه©1+2عء عندما 0 < © ). 


(ه) جاكوب برئويل ١584(‏ - هءه!ا١)‏ من أسرة سويسرية الى أنتجت عيدة 


رياضيين الذين لم فضل فى تطوير عل التفاضل و التكامل . 
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تت 6 إذا كانت 18 عء ,1< فوضح أن "مع كم عند 7ق 7 ,1 ,اح مر 

ه - (و) بفرض أن 1 > م >0 وإذا كانت 10 2,7,8 712 فوضح أن 
1[ > "م ع 7م > 20 

ه - (زز) وضح أن 27 > # لجميع لالع +« ومن ثم «/1 > 1/27 لكل لالع» 


و اح رع إذا كانت © »ء 2 عددين حقيقيين موجيين » 877 فإن "87> م إذا وإذا فقط 


كانت 8 > © . 
- (ط) بين أى إذ! كانت > >4 ء ‏ ك يرك » فإن همّْحع إبير- «« [|. 
فسر ذلك هندسياً . 


ه - (ى) بفغرض ع» ,8<0 . وضح أن 4+8>+«>8-ه إذا وإذا فقط » 

8 > | » - +« | وبائثل 8 -ل » ك « ك 5 - هب إذا وإذا فقط 5 > | ه - * |, 
ه - (2) إذا كانت عط يه » 0عدط فبين أن اذازاء| ‏ اؤله| 
ه - (ل) وضح إذا كانت 8 ء ضيه فإن |طا+إء| إط +و| إذا وإذا فقط 0< زه . 
ه - (م) أرسم رسيا تخطيطيا (رسم مجمل) النقط (نزوئ*) فى المستوى 3# »ا حيث [* | >-| بز 
ه - (ن) ارسم رسما تخطيطياً ( رمم مجمل ) النقط (ثز ,*) فى المستوى 811 حيث 

1 > إبراع|»ا| 
مه - (س) إذا كانت 2 وثز و تنتمى إلى 82 فإن 2 > بر ك عد إذا وإذا فقط 

| -*|ء ]إمسص] جام -ىم]. 

ه - (ع) إذا كانت 1 > 4 > 0 فإن 1 > م > 2م © 0 بيئا إذا كانت © > 1 فان 


2ت < ه > 1 


ألباب السادس ‏ خاصية الاتمام أو الاكمال للمقدار ‏ ل : 
فى هذا الباب سنقدم خاصية إضافية لنظام المسدد الحقيق الى تسمى غالبا « خاصية الإتمام » 
حيث تضمن وجود المناصر فى 38 عند تحقيق فروض معينة . يوجد روايات أو تحويلات كثيرة 
لخاصية العتام أو الإتمام ولكن سنختار هنا إعطاء الطريقة الأكثر فاعلية مفتر ضين أن الفعات 
اخدودة فى 8 محدودة من أعلل . 
الأعلى والأآدنى ٠‏ 
الآن ستقدم تصوراً لهمد الأعل لفثة أعداد -قيقية . وهذه الفكرة لها أضية قصوى ىق 
الأبواب القادمة . 


1 


. 7+ تعريفا. بفرص 5 فئة جزئية من‎ ١-5 
5> 5 عنصر 2ع« يقال إنه حد أعلى الفئة الحزئية 85 إذا كانت :8 > ى لكل‎ )!( 
5 >©5 (ب) عنصر 22 © بم« يقال إنه حد أسفل للفئة الحزئية 5, إذا كانت ى > ما لكل‎ 


نلاحظ أن فئة جزئية 1# ي و رما ليس لها حد أعل (مثال ذلك عند أهذ 8# ج 5 . لكن 
إدا كانت لما حد أعلى واحد فحينئذ يكون لما عدد لا نهائلى ( لأنه إذا كانت #7 حداً أعللى 
للفئة 8 فحينئذ # -ل عه هو أيضاً حد أعل للفئة 5 لأى لارج 4م ) . ومرة أخرى الفئة 
(0>>1: 8ع عرد روي الحد الأعلى لما هو واجد صحيح » وفى الحقيقة » أى عدد 1 < نه 
هو حد أعل آلفئة و5 . وبالمثل الفئة (1 > » > 2:0 ع +) -,ع الما نفس الحد الأعلى 
مل وى . لاحظ أن وى تحتوى الخد الأعلى الذى قيمته واحد صحيح بينا «؟ لا يحتوى أيا من 
حدوده العليا (لماذا لا بمكن لعدد مثل 1 > ع أن يكون حدا أعل الفئة رق ؟) . 


ولتوضيح أن عددا هعم لا يكون حداً أعلى للمقدار # 5 يحب أن توجد عنصرا 
وع,ى بحيث أن وى > لا . فإذا كانت 5-2 أى الفئة الحالية فلا ممكن عمل هذا . وبناء 
عليه تكون الفثة الخالية ها خاصية غريبة وغير عادية وهى أن أى عدد حقيق هو سد أعلل وأيضاً 
أى عدد حقيق هو حد أدنى للفئة الحالية م . وهذا ر .مما يكون غير طبيعى و لكنه ننيجة منطقية 
لتعار يفنا ولذلك بجحب أن نقبله . 


ا 1 | 


الحدود اكمليا للمقدار 8 الحدود الأقل للمقدار 85 
( فشكل - )١‏ الأعلى والأدف 


وكاصطلاح » عندما يكون للفئة حد أعلى نقول إنها محدودة من أعلل وعندما يكون الفئة 
حد أدنى نقول إنبا محدودة من أسفل . وإذا كانت الفعة لما كل من الحد الأعلى والخحد الأدنى فنقول 
إنها محدودة . وإذا كانت ألفئة ينقصبا إما الحد الأعلى أو الحد الأدنى فتقول إنها غير 
محدودة . إذن ول » ج59 السابقتان كلبما محدودتان . كيفما كان فإن الفئة الحزئية 
(0< : #2 ع »] ع ط للفثة 8 غير محدودة لأنها ليس لما حد أعلى . وبالمثل الفئة 46 غير 
محدودة لأنه ليس طا إما حد أعلى أو حد أدل . 


-15 تعريف. نقرض أن اك هى فئة جزائية من 2 . 
(أ) إذا كانت 5 محدودة من أعلى فحينئذ يقال الحد الأعلى من 5 أنه الأعلى ( أو أقل 
حد أعلى ) من 5 إذا كان أقل من أى حد أعلى آخر من 5 . 


اق 


(ب) إذا كانت 5, محدودة من أسفل فحينئة يقال الحد الأدنى من 5 أنه الأدلى ( أو أكبر 
حد أدنى ) من 5 إذا كان أكير من أى حد أدفى آخر من 8 . 
(انظر الشكل 5- )١‏ . 
وبتعبير مختلف © عدد © عد هو الأعلى من الفئة الحزئية '5 للفثئه 8 إذا حقق 
الشرطان الآتيان : 


(1) # >5 لكل وءو 

(11) إذا كانت 0 أى عدد بحيث ٠‏ ك ى لكل ىع ى فإن « ك ب . وق الحقيقة الشرط 
(1) تجعل ‏ حداً أعلى من 5 » والشرط (ذ1) يوضح أن © أقل من أى حد أعلى آخر من '3 . 

ومن الواضح أنه يوجد فقط أعلى وحيد للفئة الحزئية ' من + لأنه إذا كانت ي* ٠‏ ين 
هما أعليان للفئة الحزئية '5 فحينئذ يكونان معاً حدين علويين لافئة المزئية 5, وبما أن #1 هو 
٠‏ أعلى الفئة الحزئية '5 » وي هو الحد الأعلى للفئة الحزئية 5 فيجب أن يكون دم كك وية و بطريقة 


ماثلة بمكن توضيح أن ي» ك ون . ونتيجة لذلك: يكون ج > :ة . وبنفس الطريقة يمكن 
أن نوضح أنه يوجد فقط أدنى وحيد للفئة المزئية '5. من 82 . وسوف لرمز لها بالآى : 


أعل 8 أدف لل . 
ومن المناسب غالباً أن نعرف خاصية أخرى لأعلى الفئة الحزئية من ©# . 


0-5 مفترض . العدد © عن هو الأعل لفثة جزئية غير خالية *3 ج 5 إذا وإذا 
فقط له المواص الآنية : 

(3) لا يوجد عئاصر 5 ©عو حيث 85> *# . 

(11) إذا كانت > 0 » فحينتذ يوجد عنصر وح .ى بحيث أن .و>ن ٠‏ 

البرهان . نفرض أن يه تحقق (1) » (31) . الشرط () يدل على أن # حد'أعلى 
لفعة ' . إذا كانت ١‏ أى عدد حيث 2 > (اء» حينئذ خاصية (11) توضح أن نا لا يمكن 
أن تكون حداً أعل الفئة 5, . إذن 2 هو أعلا للفئة 5 . 

وبالمكس ٠»‏ تفرض أن ة هى حد أعلى لفئة '5. . وحيث إن هى الخد الأعلى للفئة لآ 
فشرط (1) يتحقق . وإذا كانت * > ١‏ فحينئذ نا لا تكون حداً أعل للفئة 8 . لذلك يوجد 
عنصر وح ,و محيث إن رى > 9 . 


وهو المطلوب إثباته . 


1. 


ويجب أت يقنع القارىء نفسه بآن العدد 1 هو الأعلى لكلتا الفتعين وى » وى المعرفتين 
بعد تعريف 5- ١‏ . للاحظ أن و3 تحتوى أعلاها ولكن ,5 لا تحتوى أعلاها . أى إنه عند 
قولنا أن فئة لا أعلى فليس هناك نص على كون الفئة تحتوى أعلاها كعتصر فيا أم لا . 

الخاصية الآساسية والعميقة لنظام العدد الحقيى هى : كل فئة جزئية غير خالية الفئة 1# 
ومحدودة من فوق يوجد لا أعلى . وسنستخدم استعمالا هاماً ومتكرراً هذه الخاصية الى هى 
آخر فرض لنا عن © . 

+ - 4 خاصية العسلو . كل فئة أعداد حقيقية وغير خالية ومحدودة من فوق ها أعلى . 

والخاصية الناظ_ة الأدنى بمكن تكوينها من خاصية. العلو بسهولة . 

-- م خاصية الأدنى . كل فثة أعداد حقيقية وغير خالية ولا حد أسفل يكون لما 
أدلى , 

البرهان ٠‏ نفرض أن 5, محدودة من أسفل وبفرض (5 ع5:5ى-)-,285< بحيث إن رك 
محدودة من أعلى . خاصية العلو تكد أن وى لما أعلى و ليكن ن ء وسئتر كها للقارىء لتوضيح 
أن يه هى الأدل لفعة فر . 

وهو المطلوب إثباته 


نتيجة هامة من خاصية العلو هو أن الفعة الحزئية /3 للأعداد الطبيعية ليست محدودة من أعلى 
فى نح . وبالتخصيص هنا يعنى أنه بتحديد أى عدد حقيق + فإنه يوجد عدد طبيعى برا بحيث 
يكزن أكبر من *« (وإلا كانت * حداً أعل المقدار 8 ) . وسنير هن هذا النص الآن : 

5 - 5 خاصية أر ميدس . إذا كانت 22 عن فيوجد عدد طبيعى لزع يبر بحيث أن 
م7 > 6 , 

البرهان . إذا لم يكن الاستنتاج يسا فإن د حد أعلى المقدار 20 . 

لذلك باستخدام خاصية الملوء نجد أن 2 لحا أعلى مثل 24 . حيث ع هى حد أعل للفئة /2 » 
فينتج أن + ك نة . وبما أن يه > 1  -‏ فينتج من مفترض 0 - © ([3) أنه يوجد 1 ©,/ 
محيث أن ,م > 1 ساي . وإذن 1+ رم > ولكن مما أن لار 1 +« فهذا تخالف القرض 
وهو أن ه هى حداً أعل للفئة لل 


() هذه الخاصية للمقدار # تسمى باسم أرشميدس (بالم؟؟1١0)‏ قبل الميلاد الذى كان 
يلقب بعقل العصور القدبمة (خاصة الرومان واليونان) وكان واحداً من اللؤسسين للطريقة العلمية . 


1 


- 7 نتيجة . إذا فرضنا أن «ر » 2 عددان حقيقيان موجبان بالضبط فإن : 
(أ) يوجد عدد طبيعى # بحيث إن 2 < #7 . 
(ب) يوجد عدد طبيعى # نحيث إن 2 > #/1 > 0. 


(ب) يوجد عدد طبيعى ”8 محيث إن #2 > برك 1 --# , 


البرهان . (1) ما أن بر » 2 موجبان بالضبط فإن بر/ج > عد هو أيضاً موجب بالضبط » 
نفرض بح بير حيث إن # > :د ع «ر/ج , إذن بر > 2 كالمطلرب . 
(ب) نفرض أن لازع 5 محيث *« > 1/2 > 0 حينذ 2 > #«/1 > 0 . 
(ج) خاصية أرئهميدس تؤكد وجود أعداد طبيعية :2 بحيث 76 > ثر وإذا فرضنا أن :7 
هى أقل عدد طبيعى كهذا ( انظر باب 7 ) فينتج # > بز كد 8-1 . 
وهو المطلوب اثباته . 


لاحظ بعد نظطرية 7-5 أنه لا يوجد أصغر عدد حقيى موجب بالضبط . نتيجة 15-5(ب) 
توضح أنه لأى 0< 2 يوجد عدد قياسى على الصورة #/1 حيث 2 > #/1 > 0. 
أحياناً نقول « يوجد أعداد قياسية صغيرة أختيارية على الصورة #/1 » . 


وحكود العدد 2 ب 


صفة هامة لخاصية العلو هى أنها ( كا قلنا سابقاً ) تكد وجود أعداد حقيقية معينة . 
وسنستخدمها مرات عديدة بهذا الممنى . والآن سنوضح أنها تضمن وجود عدد حقيق موجب بد 
بحيث إن 2 - تبر » أى جذر تربيعى موجب المقدار 2 . وهذه الننيجة تكثل نظرية م - 0 ,. 


-م نظرية . يوجد عدد موجب عير محيث إن 2 - #2 . 


البرهان . نفرض - 27 > 2رر رو > 8:0 ع )5 ء الفية 'ى محدودة من أعللى 
بالعدد 2 لأنه إذا لم يكن كذلك فإنه يوجد عنصر ىعى محيث إن ى >2 ومن ذلك 
ينتج أن 2 ك 52ى > 4 أى تناقض للغرس ومن نخاصية العلو يكون الفئة 5 أعلى وإذا فرضنا 
أن 'ى ضفاة > عد فن الواضح أن 0 < * . 

وإذا زعمنا أن 2-2 برء لأنه إذا ل يكن هذا صحيحاً فحينئذ إما 2 > 2 أو 2 < 2 فإذا 
كانت 2 < ©« فنفرض أن 27 52 قد اختيرت محيث أن (1/8>)2-2/)2+1 وق 
هذه الحالة يكون 

1 1 22+ 1 


2 
غ21 
5500 2 سسا كاي ال رثك>ث ر 2ج - 0000-7 
2-2ير-2)+: 12> 7 ات بين 5 ( 
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وهذا معناء أن 5 ©1/8 ++ أى تخالف لحقيقة أن ع هى الحد الأعل للفئة ل , 


إذا كانت 2 < 2* ء فتختار لارع هم يحيث أن «2(/2 - 2<«) > 1# . وما أن 
5 6نا8ة ح ير يوجد 50©5 حيث و5 > 1/77 ير » لكن هذا يعتى أن 


23 22 


>1 1 
و > 00 سحيو و ا ا 


إذن 2 < وى » أى تخالف لطقيقة أن 50685 


و بما أئنا قد استبعدنا إمكانية أن 2 > تبر » 2 < 2« فيجب أن يكون 2 > 2 , 
وهو المطلوب أثباته 

بتعديل بسيط فى نظرية 5 -م ء بمكن للقارىء أن يوضح أنه إذا كانت 0 < © فحينذ 
يوجد عدد وحيد 0 < 8 بحيث أن 4 ع 82 . نسمى 8 المذر التربيى الموجب المقدار © ونرمر 
له بالرمز 1 

"ام-5 أو >4ل/ادم 

نعرف الآن أنه يوجد على الأقل عنصر واحد غير قياسى » وهو 2/ه ( الحذر 
الثر بيعى الموجب المقدار 2 ) . وق الحقيقة يوجد أكثر من أعداد غير قياسية عن الأعداد القياسية 
بمعتى ( كا رأينا فى باب م ) أن الفئة للأعداد القياسية عددية أو قابلة للعد بيبا ألفعة للأعداد غير 
القياسية غير عددية أو غير قابلة العد . وسنوضم الآنٍ أنه يوجد أعداد. غير قياسية صغيرة اختيارية 
وهذه الننيجة تتمم ننيجة 5- لا , 

نتيجة 4-5 . بفرضص 0 < و عدد غير قياسى + و بفرضص أن 0 < 2 . فحينئد يوجد عدد 
طبيعى 7 بحيث إن العدد غير القياسى 5/7 حقق 2 > 5/8 > 0 . 


البرهان . بما أن 0 < 0,2 < و » فينتج من نظرية ه-1(د) » ه-٠(ح)‏ 
أن 0 < 5/2 . ومن خاصية أرتهيدس يوجد عدد طبيعى 7 بحيث إن 22 > 5/2 > 0 . وإذن 
2 > /ي > 0 وتوضيح أن ##/يّ غير قياسى يرك كتدريب . 

وهو المطلوب إثباته 


والآن سنوضم أنه بين أى عددين حقيقيين ميزين يوجد عسدد قيامى وعدد غير قياسى 
( وف الحقيقة يوجد عدد لا ناف من كل نوع ) . 


٠١-5‏ نظرية ٠‏ بفرضص + ء لز عددين حقيقيين حيث رز > * فإن 
)00 يوجد حينئذ عدد قياسى م بحيث إن بر > > #« . 
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(ب) إذا كانت 0 < 5 أى عدد غير قيامى فإنه يوجد عدد قياسى ى محيث إن المدد غير 
القيانى يّى يحقق بر > يع > *« . 


البرهان : لا يوجد تغيير فى التعميم لفرض أن + > 0 : (لماذا ؟) 


(1) بماأن 0 < »در فينتج من نتيجة 7-5 (ب) أنه يوجد عدد طبيعى 74 بحيث 
إن حب > ي#/1 > 0 . ومن تتيجة + 7 (أ) يوجد عدد طبيعى # بحيث إن 
وعطومءغ 
ينا 71 
وسنفرضص أن 8 هو أقل عدد طبيعى كهذا فينتج أن : 
دعم 0-1 
ينا نينا 


و يتضح لدينا أيضاً أن بر > 7# وإلا 


م برعم لحك 
والى ينتج منها أن #م/1 ك عد س براء أى مخالف لاختيار 78 وإذن زر > 22/78 > #«د. 
(ب) نفرض أن بر >ير > 0 » 0 < يا فيكون لدينا 5/ر > 5/+*«. ومن جزء (أ) » 


يوجد عدد قياسى 5 بحيث إن ]بر > 5 > 5/* . ولذلك بر > وّى > * (وغمح أن وّى 
غير قياسى ) , وهو المطلوب إثبائه 


تمرينات : 

5 - (أ) أثبت أن فعة الأعداد الحقيقية غير الخالية والمحدودة لا أعلى وأدنى . 

5١‏ - (ب) إذا كانت فثة جزئية 5 للفئة # لا حد علوى فحينئذ يكون هذا الحد العلوى أعللى 
للفئة الحزنية 8 . 

- ( ج) اعط مثالا لفئة أعداد قياسية بحيث تكون محدودة ولكن ليس لا أعل قيامى . 

5 - (د) اعط مثالا لفئة أعداد غير قياسية حيث تنكون لها أعل قيامى . 

5 - (ه) أثبت أن اتحاد فتتين محدودتين يكون محدوداً . 

١‏ - ( و) اعط مثالا لمجموعة عددية لفئات محدودة وألى اتحادها يكون محدوداً ومثالا يكون 
فيه الانحاد غير محدود . 

0 - (ز) إذا كانت 5 فئة محدودة ى 82 وإذا كانت 5 فئة جزئية غير خالية للفئة 5 2 


فائيت أن 


1.5 


5 م50 عت م3 وناك عه و3 كما ع 5 قصز 
وأحياناً يكون من المناسب بدرجة كبيرة التعبير عن ذاك بطريقة أخرى ‏ 
نفرض أن 0عج 2 ويفرض أن © جح 2:, لا مدى محدود . فإذا كانكت م2 
فته جزئية غير خالية من 2 فإد . 
(2 ع : : ()]) مند ع (,82 »ء : : ()]) مداه ع (,80 ع : («)ر) أمزع (12 ع ع : (د) راكد 
١‏ - (ح) بفرض 3 © 7 فتتين غير خاليتين ويفرض أن # حلا ءا :م طا مدي 
محدود ق +1 وبغرر ض 
(2 :(7 ,)ا من ت زر ,زلا 2:9 ,)م مده د (0«)م 
كون أساس العلو المشكرر , 
2 »© : : (<) ,]ا دياه - زلا ع 7 ,2 © * : (8 ,)/) رده 
١ ©‏ (ر)م/) موه - 
أحياناً نعبر عن ذلك بالرموز كا يل : 
:ا :)أ طقاة مناه > (ز ج2)/ طناة متاق (لا ,:3)م نا 
؟ - (ط) بفرض كر © ور كا فى المرين السابق و بغرن 
27 :(8 ,2)/) كماع (رابع 
أثبت أن : 
2 © <:(*)رر) كمذك (لاء و: (و)يع) مره 
وضح أن متباينة دقيقة بمكن أن تتحقق . وأحياناً نعير عن هذه التباينة كا يل : 
)11 هناد كه ك (ر ب3)] كهذ هماه 
5 - (ى) بفرضص لا فئة غير خالية وبفرص أن 2# +-2:] لحا مدى محدود فى # . فإذا كانت. 
48 وضح أن 
20 6 ع : («ار) مده + م > (30 » « : ()/ + 16 مدو 
20 © < : (<) ]أ كص + »ه > 320 ع عر: («)] + وإ أمذ 
١‏ - (ك) بفرض 12 فئة غير خائية وبفرض أن كر » © معرفتان عل لأ ومداههما محدود فى 
# أثيت أن . 
2 © : : («)ع + ()/) كس > (20 » « : (م«داع! كما +( ع ع : () را كمأ 
(20 ء « : («)ع) مدد + 20 ء ع : («) /] كمذع 
عع : («)ع + ()ر) ماوع 
20 » ع : («)اع) مده+ 20 © :د : («)]) دده ع 


0٠ 


أعط أمثلة لتوضح أن كل متباينة بممكن أن تكون دقيقة . 
١‏ - ([) إذا كانت 0 < 2 فوضح أنه يو جد ارزع م بحيث إن 2 > 1/25 . 


1 - (م) عدل المعطيات المعطاة فى نظرية 5 - م لتوضح أنه إذا كانت 0 < © فحيئئذ 
يوجد العدد 


(4 كذ ,اك 0: 8ك () مدودم8 


وله خاصية أن © عد 82 . هذا المدد سير مز له بالرمز م كيه أو 41/2 ويسمى 
الحذر التر بيعى الموجب المقدار © . 


5 - (ن) استخدم تمرين ه - ب لتوضيح أنه إذاكانت 1 > © >0 فحينط 6>1/>م>0 
بيًا إذا كانت © > 1 فإن ©>1>/4 


مشر و عات (+) : 


5 - © إذا كانت 4 » 8 عددين حقيقيين موجبين دقيقين وإذاكانت ع2 فقد عرفنا 
م "8 . فينتج بالاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت لالع 5 ,70 فأن 


 )1(‏ #لاتتم س اتن تان 

 )1(‏ #ماء زم 

(نن) ‏ “زه > ازؤم) 

)80 >4 إذا وإذا فقط "8 > "© . 


سنختار العرف أن 1ع *و. #م/1-”-مء أى إننا قد عرفنا "م للمقدار ا ى 2 
وقد اختبر ت حالا اللواص (أذة) - (4) بأنها ما زالت قائمة . 

نرغب فى تعريف *4 للأعداد القياسية * محيث أن الحواص (111) - (1) تتحقق . 
المطوات القادمة بمكن استخدامها كوجز . وى كل الأحوال سنفتّر ضض أن م : 8 عددان 
حقيقيان كل مهما أكير من الواحد الصحيح . 


(8) مشروعات يقصد بها أن تكون أنياناً أكثر تحديات للقارىء » وئكن باعتبار 
المشر وعات تختلف ف الصعوية ‏ وقد وضعنا هذه ( نوعا ما صعبة ) الثلاث مشر وعات هنا لأنها 
تنتمى هنا منطقياً . والقارىء فيا بعد سير جع إلها بعد تجميع خيرة أكثر عن العلو أو الأعل . 


آم 


(1أ) إذا كانت " عددا قياسياً معطى بالملاقة #/يرم ع م حيث 72 » © أعداد صميحة » 
0 < ” . نعرف ("م 2 *ح > 0: 1ع - (5)0 . وضح أن (©),5 هى فئة جزئية غير 
خالية محدودة للفئة 8 وعرف (©) مث طلاة - 4 , 

(ب) أثبت أن # ح 2 هو الحذر الموجب الوحيد المعادلة ”م > ”2 إرشاد : يوجد 
مقدار ثابت © عحيث إنه إذا كانت 1 > © > 0 فإن علظ ل 1 > "(ع ل 1) . إذن 
إذا كانت "ير > 77ي > بر فيوجد 0 < © محيث إن . 

(“(ع+1)/” > ".م > "(و+1)1 

(ج ) أثبت أن قيمة المقدار # المعطى فى الحزء (أ) لا يعتمد على تمثيل * فى الصورة 
. أيضاً وضح أنه إذا كانت م عدد صحيح موجب فإن التعريف الحديد المقدار © يمطى 
نفس القيمة الى يعطيها التعريف القديم . 

د وضم أنه إذا كانت © ع5 , فإن + د كه 7م كين د ت(م) , 

(«ه) وضم أن "(طه) > "#8 . 

(و) إذا كانت 0<م,©عم فإن 5 > © إذا وإذا فقط "6 > © , 

(ز) إذا كانت ©»ع: ,: فإن ع > " إذا وإذا فقط 45 > © , 

(ح ) إذا كانت © عدد حقيق يحقق 1 > © > 0 » نعرف -(1/6) > © . وضح أن 
الأجزاء ( د ) » ( ه) تنظل كا هى و نظل أيضاً تنيجة مشاببة للجزء ( ز ) ولكن بعكس المعبايئة . 

8-5 المقدار *4ه قد عرف لأعداد قياسية ونرغب فى تعريفه لمقدار حقيق * . 
ولعمل هذا نستعمل بحرية النتائج السابقة فى المشروعات . وكا سبق إذا فرضنا أن © ؛ 8 عددان 
حقيقيان كلا منهما أكبر من الواحد الصحيح . إذا كانت 8#عه » نفرض أن 

(ه > ء ,© ع : 'ه14- (ه)1" 
وضح أن (24) 307 فثة جزئية غير خالية ومحدودة الفئة وعرف 
()1 مناه ع "4 

ثبت أن هذا التعريف يعطى نفس النتيجة السابقة عندما تكوث غ* قياسية . كون الخواس 

المناظرة للتقارير الممطاة فى الأجزاء (د) ‏ (ز) للمشروع السابق . الدألة المهمة جدا التى عرفت 


على ©8 فى هذا المشروع تسمى بالدالة الأسية ( للأساس © ) . بعضى التعريفات المباشرة 
ستعطى فى الأبواب القادمة . من المناسب أحياناً أن نرمز هذه الدالة بالرمز 


3 
ونرمز القيمها عند العدد الحقيى ل« بالرمز (#) م0كا© بدلا من “© . 


كن 


١‏ - 7 باستخدام خواص الدالة الأسية الى أسست ف المشروح السابق . وضح أن 
وده دالة إدخالية نطاقها 82 ومداها (7<0:#ع«) . ونتيجة لفرضنا أن 1 <ى 
فهذه الدالة الأسية تزايدية دقيقة بمعتى أن إذا كانت :>< فإن (له) مم»© > (<) ومكده و لذلك 
الدالة العكسية يكون ا وجود بنطاق (0<: عن » ومدى «. تسمى الدالة المكسية 
باللوغاريم ( للأساس © ) ويرمز له بالرمز 

م105 

وضح أن م105 داألة تزايدية دقيقة وأن 

ه - [(0) وهة0!]يم:» عند 0 < (« » » > [(2) وم ]يع10 عند 8ع ين 

أيضماً وضح أن 1 ع (©) و(») 105 ,0 > (1) م10 وأن 

0 > (0) و1085 عند 1 > < » 1 < (0)ي105 عند 1< 0 . 

أثبت أنه إذا كانت 0 < 1١‏ ,نا فإن . 

(9)معه! + (ن)معه! > (هان) روه! 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت 0 < ( » 8ع فإن 


(8)معه1 ع - (“*ن)رمعوه1 

البساب السابع ‏ القواطع » الفترات والفثة المائلة : 

طريقة أخرى لإتمام الأعداد القياسية لمصول على # ابتكرها ديدى كيند(*) المؤسسة على 
فكرة ‏ القاطم » . 

١ -‏ تعريف الزوج المرتب (8 و4) لفثتين جزئيئين غير خاليتين للمقدار +1 يقال 
إنه يكون قاطماً إذا كان © - هرا ,6 - 08 4 ء ثم > 4 لكل هرعه ولكل 
لت م 

و كثال نموذجى لقاطع نى 12 يحصل عليه لعنصر ثابت 62# بالتعزيف 

(#<2: 2268 8 لر(ة#عدع: 2ح نم 
و بالتناوب ,مكنا أخذ 


١‏ جع : 2ع لات ب( >< : اع ع 2 رم 


() ريشارد ديد ىكيند ١81١(‏ - 1411 ) كان تلميذا لحاوس . لقد أمهم فى 
نظرية السدد ولكن من أحسن أعماله هو تشييد نظام العدد الحقيق . 


زف 


خاصية هامة للمقدار 8 هى أن كل قاطع فى 12 يعين بعدد حقيق ما . وسنؤوسس هذه 


3 
#ه سس 
بئب.. ب “دببب::-:-:-::-ث1777777777777777272 
( شكل 7- ١‏ ) قاطع ديدى كيند 


0 * خاصية القطع ( القص ) . إذا كانت (8 ,4) قاطماً فى 82 فإنه يوجد عدد وحيد 
© بحيث إن 5 5 © لكل 4اء»ه 2 5ك ة لكل 8 »56 , 


البر هان . من الفرضص تكون الفئتات 4 » 8 غير خاليتين . أى عنصر من 8 هو حد 
أعلى للفئة 4 . فحينئذ 4 ها أعلى والذى سترمز له بالرمز يّ . وحيث إن 5 هو حد أعل 
الفئة 4 ء فيكون 5 5 © لكل 4رجح 6 


إذا كانت 8هءم فن تعريف القطم يكون 5 ك 2 لكل 4رء 4م فحينئذ 5 هى الحد 
الأعلى للفئة 4 وكذلك 8 ك و . أى إنه أمكن إثبات وجود عدد له المواص المعطاة فى الفرض . 


لإثبات أن المقدار م وحيد» نفرض أن 1# د حيث إن 8 ك © لكل ف »© 4ه 86 ك5 و 
لكل 8 ع( . من ذلك ينتج أن هى الحد الأعلى للمقدار 4 ٠‏ إذن « ك 5 . وإذا كانت 
1 > و فحينئذ يوجد عدد 2/( + #) ح يّ بحيث إن 1 > يا > ص الآن إما 44 أو 8ع 
فإذا كانت 4 © م فيكون لدينا تناقض تمقيقة الى تقول إن 5 ك5 © لكل ل » © وإذا 
كانت 8 © يش فيكون لدينا تناقض مقيقة الى تقول إن 8 > 1 لكل 8 >5 ولذلك يحب 
أن يكون 1 - 86 وهو المطلوب إثباته 

وبالضبط الذى عمله ديدي كيئد فى الحوهر لتعريف العدد الحقيى بأنه قاطع فى نظام العدد 
القياسى . وهذه العملية سمكن الفرد من تركيب مجموعة المدد الحقيق © من الفئة © للأعداد 
القياسية . 


الخلايا والفترات : 
إذا كانت © © جه » فإن الفتعين 


(6<+: عع ,(2 > : : هلاع ا 


تسمى شمعاعان مفتوحان ومحددان بالمقدار © . بالمثل الفتتات 
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(4 < : : ا أ ,(4 ع : : لع ا 
تسمى شمعاعان مغلقان ومحددان بالمقدار © . النقطة © تسمى النقطة الأخيرة هذه الأشعة ‏ 
وغالبا يرمز طذه الفئات بالرموز 
(©+.ه] ,[ه.ه) (,(©»+,ه) 2 ,(4,ه) 
على الثر تيب » وهنا مه » مه + هى رموز فقط ولا بمكن اعتبارها عناصر فى 18 . 
إذا كانت 8 © 5 ,ه و 5 ك م فسيئئذ الفئة | 
(85>ع>4: 8ءعج؟ 
تسمى الخلية المفتوحة المحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز لا غالباً بالرمز (5 ,©) . الفئة 
(6 ع : ع ه: ع 
تسمى الخلية المفلقة المحددة بالمقدارين © » 5 ويرمز لا بالرمز [5 ,4] . الفئتان 
(86ع->خ+>82:4هع! .,[>ع ده: 8ءغ2) 
تسميان بالللايا نصف المفتوحة ( أو نصف الغلقة ) المحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز 
هما بالرمز 
ر[طبه)ة ,(5.ه] 
على الثر تيب . النقطعان © » 5 تسميان النقطتان البائيتان لحذه الللايا . 
الفترة فى 22 يقصد بها إما شماع أو خلية أو كل 8 . ولذلك يوجد عشرة أنواع مختلفة 
من الفترات فى 22 هى 
(6.ه] ,[طبه] ,[©,©-) ,(ه ,.ه-) 92 
1 ر(مه+ رظ) ,(ه+ رط] و(8 ,©ه) رلطبه) 
حيث #2 » 5 ره » 8 > © . ولس من هذه الفترات مدودة واثنين محدودة من أعل 
و ليست من أسفل وائنين محدودة من أسفل و ليست من أعل . 
وحدة الفلية ( أو وحسدة الفترة ) هى الفثة(1 > « > 0: 8 © <) > [1 ,0] ويرمز الها 
بالرمز القياسى ثر . 
سنقول إن المتتابعة للفتر ات لاز © 2 ,.,1 متداشلة فى حالة تحقق سلسلة الاشهالاتية . 
بآ 15 1:2٠‏ 1:2 112 
ومن المهم أن نلاحظ أن المتتابعة المتداخلة من الفترات لا تحتاج إلى وجود نقطة مشتر كة . 
وى الحقيقة يكون كتدريب لتوضيح أنه إذا كانت لار عم ,(صهد ,م) .5 فحينئذ 
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المتتابعة للفتر ات الى حصل عليها تكون متداخلة وليس لما نقطة مشكر كة بالمثل إذا كانت 
لالع 5 ,(1/8 ,0) ,3 فإن المتعابعة متداخلة و ليس لطا نقطة مشبّر كة . 
كيفما كان فإن الخاصية الحامة للمقدار 22 هى أنه متتابعة متداخلة لخلايا مغلقة نقطة مشتّركة . 
والآن سديرهن هذه اللقيقة . 
ب - بم خاصية الحلايا المتداخلة . إذا كانت ع 2 وبفرض أن ,7 خلية مغلقة غير 
خالية فى 42 ونفرض أن هذه المتتابعة متداضلة بهذا التفسير 
2 11-2122021 


فحينئذ يوجد عنصر ينتمى إلى كل هذه القلايا . 


البرهان . نفرض أن [ ,رش وير© ] > ى# حيث +5 > ي4 لكل لزج م فنلاحظ أن 
معط لكل # وحينئذ 6 > يه لكل # . إذن الفئة (لااعء :رع غدودة من 
أعلى . ستفرض أن هى أعل للفئة حينئذ 5 ك5 © لكل «# . 


سازعم أن ,5 ك م لكل لاع فإن لم يكن فيوجد مقدار ما لازع .م بحيث إن 

> ببرة ما أن 5 هى أعل الفئة (3 ع :,م) فيجب وجود وك نحيث إن وك > رررة 

الآن نفرض أن ب هى أكير العددين الطبيعيين 72 » م . مما أن . .ك © 5 .. ك5 ج4 ك يه» 

.برط < ... < وق < رط فإننا نستنتج أن وه ك مه > بررة > و( . لكن هذا ينى 

أن ير ك ي تناقص الفرضص [ و8 ووي© ] > ج7 خلية مغلقة غير خالية . لذلك ير8 ك5 كم لكل 
لدع م وحيث إن وية ك م ك يه فستتج أن [٠.مه]‏ > .1ج لكل لالعم . 
وهو المطلوب إثباته 


ونلاحظ أن تحت فرض 17- م فربما يوجد أكثر من هنصر واحد مشتّرك . وى الحقيقة 
إذا فرضنا (/1 > : ,8) 4مؤ - ,د فيمكن - كتمرين - توضيح أن . 
| -[5] 


فثة كانتوروم : 


سنقدم الآن فئة جزئية من وحدة الحلية # وهى تعتبر شيقة وق معظم الأحيان مفيدة فى تركيب 
أمثلة وأمثلة مضادة > وسئر مز لهذه الفئة بالرمز + وسنشير إليها بفئة كانتور ( مع إنْها أحيانا 
تسمى فئة كانتور الثلائية أو عدم الاتصال لكانتور بمعى فتّة كانتور غير المستمرة ) . 


وأحد الطرق لوصف 1 هو كنفئة لأعداد حقيقية فى #5 الى ها مفكوك ثلاث ( - الأساس 


أن 


الذى يجملها أكثر دقة هى كون 1 تتكون من هذه النقط فى 1 الى تنبى بعد إزالة الفترات الى 
تكون « الثلث الأوسط ه على التعاقب . 


وأكثر صراحة نجد أنه إذا أزلنا الثلث الأوسط المفتوح من 3 فإننا نحصل على الفئة 
[1 ,كانا[ة,0]-م 
وإذا أزلنا اثلث الأوسط المفتوح لكل من الفترتين المغلقتين فى و نحصل عل الغئة 
[5,1]نا(ة ركان[ ,رقانا[0,9]-م 

إذن و هى اتحاد (22 ح ) 4 فترات مغلقة كل مها فى الصورة [ 1(/32 -+ #) ,5/32 ] . 
ونحصل الآن عل الفئة و بحذف الثلث الأوسط المفتوح لكل من هذه الفئات وف الحالة العامة نجد 
أنه إذا تركبت م بحيث تتكون من اتحاد 27 فترات فى الصورة [ 10/3 + ع) ,6/37 ] 
فحينئذ نحصل على 1 بم نحذف الثلث الأوسط المفتوح لكل من هذه الفئرات . فثة كانتور 
هى الى تب بعد إجراء هذه العملية لكل # فى 27 . 


ا- 4 تعريف. فئة كانتور 4# هى تقاطم الفئات يم » 5618 الناتجة من إزالة , 
أثلاث وسطى مفتوحة على التعاقب . 


ومن نحة أولى ربما يظهر أن كل نقطة تزال بائياً بهذه العملية . ولكن واضح أن هذه 
الحالة ليست صحيحة لأن النقط 1 ,0,1,5 تنتمى إلى كل الفئاث لازاع: ,, ومن ثم تنتمى 
إلى فئة كانتور 8# . وق الحقيقة يكون من السبل ملاحظة أن هناك عدد! لا نهائياً من النقط فى 
3 حتى إذا كانت # رفيعة نسبياً فى هذا الصدد . وف الواقع ليس من الصعب أن نوضح أنه 
وجد عدد غير تنازلى لعناصر 5 وأن نقط لا يمكن وضمها كتناظر أحادى مع نقط .1 1 
أى إن الفعة "8 تحتوى على عدد كبير من المناصر . 


( شكل ؟٠‏ - ؟) فئة كانتور 


/7اهم 


الآن سنعطى معنيين اللذين تكون فبهما 7 رفيعة . أولا نلاحظ أن 85 لا تحتوى أى فثرة. 
خالية لأنه إذا كانت * تنتمى إك 3 ء رط ,2) فترة مفتوحة محتوية د فإن (4,8) تحتوى 
بعض الأثلاث الوسطى ألتى أزيلت لنحصل على 8# (لماذا ؟ ) إذن (5 ,2) ليست فئة جزئية 
من فئة كانتور لكن تحتوى نقطأ كثيرة لا نائية فى متمستّها (17) © 


المنى الثانى الذى فيه تكون ب رفيعة يرجع أو يشير للطول بيبا يكون من غير المسكن 
تعريف الطول لفئة جزئية اختيارية للفثة 2 . نجد من المهل إقناع الفرد بأن 8 لا بمكن أن 
يكون لا طول موجب لأن طول ./ هو ة » وطول و هو 5 . وعل العموم طول ب 
هو “(4) . حيث إن هى فثة جزئية من ,4 ء فلا بمكن أن يكون طولا يزيد عن ,رآ . 
حيث إن هذا يجب أن يكون صميحاً لكل + فى 27 فنستنتج أن م مع إنها غير قابلة العد - 
لا بمكن أن يكون ها طول موجب ‏ 


ومن الغريب كا تبدو فئة كانتور » نجد أن لها سلوكا منتظماً نسبياً فى أحوال كثيرة . 
فهى “مدنا جره من الفراسة إلى كيفية تكوين فئات جزئية معقدة من © . ومقدار القليل الذى. 
تفودنا إليه بدهياً وهى أيضاً تفيد كاختبار اقلتصورات الى سنقدمها فى الأبواب التالية والى 
دلالتّها لم تدرك كلية بدلالة الفترات وفئات جرئية أولية جدا . ' 


نماذج من 8 : 


فى الآبواب + + قدمنا جم بدهياً مممى أننا دوئا قائمة لبمض الفواص إلى افتراضنا 
وجودها . وهذا يقربنا السؤال عم' إذا كانت مثل هذه الفئة موجودة بالفعل و إلى أى درجة 
تكونٍ محددة وحيدة . و بيبا سوف لا نقرر هذه الأسئلة فإنه من المناسب بالتأكيد ذكر الملاحظاته 
الآتية عليها . 

وجود آلفئة الى هى حقل مرتب كامل بمكن توضيحها بتركيب فمل فإذا كان شخص 
له دراية كافية بالحقل القياسى © فإنه بمكنه تعريضف الأعداد الحقيقية كفئات جزئية خاصة 
للفئة © ويمرف الجمع والضرب والملاقات المرتية بين هذه الفعات الحزئية بطريقة مكن من 
الحصول على حقل هرتب كامل . ويوجد عمليتان قياسيتان لإجراء هذا إحداهما طريقة ديد 
كيند « القواطع والى تناقش فى كتاب روذن المدون فى المراجع . الطريقة الثائية هى طريقسة. 
كانتور والمتتابعاث كوثى » والى تناقش فى كياب هاملتون ولاندن . 


وف البند السايق أكدنا أنه من المسكن تركيب تموذج للمقدار 8# من © ( ف - على الأقل - 
طريقتين مختلفتين ) . ومن الممكن أيضاً تركيب تموذج المقدار 8 من الفئة 287 للأعداد الطبيعية 
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وهذا غالباً أخذ كنقطة البداية بواسطة هؤلاء مثل رونكر (ه) الذين يعتعرون الأعداد الطبيعية 
وكأنها معطاة من الله ومهما كان » حيث إن فب الأعداد الطبيعية لما حذقها ودهائها ( مثل خاصية 
لتر تيب الأفضل ) فنشعر بأن العملية الأكثر إقناعا هى أولا عملية تركيب الفئة 2 من تصورات 
مبدئية لنظرية الفئة و بعد ذلك ننشىء الفئة 2 للأعداد ثم بعد ذلك نكون الحقل © للأعداد القياسية 
وأخيرا الفئة 42 وهذه العملية ليست على الأخص صعبة فى اتباعها و بمكن استخدامها ولكلها 
طويلة نوعا ما . وحيث إنها مذكورة بالتفصيل ق كتاب هاملتون ولاندن فسوف لا نتعرض 
ها هنا . 

ومن الملاحظات السابقة يكون من الواضح أن الحقول المرتبة الكاملة بمكن تكويها 
بطرق مختلفة . أى إن لا بمكن أن نقول أن هناك حقلا مرتباً كاملا وحيدا . بمعبى أن جميع 
الطرق للتركيب السابق اقتراحها تؤدى إلى حقول مرتبة كاملة وهى حقول « متشاكلة » ( هذا 
معئاه أنه إذا كانت ,2 » 2 حقلين مرتبين كاملين » حصلنا عليهما ببذه التركيبات 
فحينئذ يوجد راسم أحادى بي لممقل :4 فوق :#2 بحيث إن © (1) يرسل عنصرا قياسيا فى 
الحقل عه إلى العنصر القياسى المناظر فى الحقل 142 » © (44) ترسل ث8 4م إلى 
© (نفكن) ,(5) هب + (©) ب ترسل 6ه إلى (5) ب (©) م ٠»‏ م (17) ترسل عنصرا موجباً 
ؤ, الحقل 21 إلى عنصر موجب ف الحقل جه ) . وف داخل نظرية الفئات الأصلية بمكدنا 
تقدم تدليل أو برهانا موضحين أنه أى حقلين مرئبين كاملين يكونان متشاكلين بالمعنى الذى 
سبق وصفه . وكون هذا التدليل بمسكن صياغته فى نظام معطى للمنطق الرياضى يعتمد عل قواعد 
الاستنتاج المستعملة فى النظام . وهكذا يكون السؤال عن الحد الذى بمكن اعتباره نظام العدد 
من حيث كونه محدودأ وحيدأ هو تنيجة منطقية دقيقة . و كيفما كان فإن كون الل وحيداً 
( أو الحاجة إليه ) ليس هاماً لأغراضنا لأثنا مكنا اختيار أى حقل خاص مرتب كامل كنموذج 
لنا لنظام العدد الحقيق . 


تمرئنات : 
٠‏ - (أ) إذا كانت (8 وك) قاطماً فى © فوضح أن 8 مذ > 4 صناه . 
٠‏ - (ب) إذا كان القاطعان (8 وم) ٠‏ (8 .4) يميناث المددين الحقيقيين 5 ,"5 
على الثر تيب » فوضح أن “م > 6 تمنى أن 'ى *دك ,'ى ع لهم 
- (ج) هل عكس الدّرين السابق يكون سحيحا ؟ . 
7 - (د) يفرض 0-+:#ع2ع]- م أو 2 ك تيرا ع 0<عر: #عج]- 8 اء 
2< *+*ا) فوضح أن ( 8 و 4 ) قاطمى بر . 


( + ) ليوبولد رونكر ( 1841-1816 ) درس مم ديريشلت ف برلين وكيومر ف مديئة 
بون وبعد تكوينه ثروة قبل أن يصل للثلاثين رجم للرياضيات . وهو معروف يعمله فى البر 


ونظرية العدد ومعارضته الشخصية لأفكار كانتور على نظرية الفئة . 5 
٠‏ 


- (ه) بفقرض (06+,0)-< 1 عند 510 أثبت أن متتابعة الفترات متداخلة " 
لكن لا توجد نقطة مشتر كة . 1 

١١‏ - (و) بفرض (0,1/0) - .3 عند لزع بن . وضح أن هذه المحابمة الفتر ات متداغلة 
لكن لا توجد ثقطة مشتركة . 

. -(ز) إذا كان ,للع : ,[مط ,ه] - .1 متتابعة متداخلة لخلايا مغلقة أثيت أن‎ ٠ 

كريط ه00 ع 8 ٠0:‏ ع يه ٠٠06‏ ع يه 5 يه 

وإذا وضعنا (/» 2 : مه) نه ع ثم , لاع م : ,45 51ت * فائبت أن 5 -50[1] 
٠ |‏ -(ح) وضح أن كل عدد من فثئة كانتور له مفكوك ثلائى ( ع قاعدة 3 ) مستخدما 
فقط الرقمين 2 ,0 .. 

٠‏ -(ط) وضح أن المجموعة لنقط الباية ابمى فى م هى عددية تنازلية . وضمح أنه إذا 
حذفت جميع هذه النقط لللهاية المنى من 1 فإن ما يتبق بمكن وضمه فى تناظر أحادى مم 
جميع عناصر الفئة [ 1 و0] . ثم استنتج أن غير قابلة العمد . 

- (ى) كل فثرة مفتوحة (8 ,6©) الى تحتوى نقطة من 8 تحتوى أيضا فئة ( ثلث 
أوسط ) بأكله وال تنتمى إلى (5)©» . إذن ل لا تحتوى أى فثرة «لمتوحة ضالية . 

٠‏ - (ك) بازالة الفئات المتناقصة الطول دائماً يغبت أننا تمكننا من تكوين فئة ٠‏ كانتور 
المشاببة » حيث يكون علوها موجبا . ما هو أكبر طول لهذه الفثة بمكننا الحصول عليه ؟ 

٠‏ - (ل) وضح أن 4 ليست اتحاد مجموعة قابلة قمد لفترات مغلقة 


المص لالتاوف 


صا # 


تويولوجياا لمراغات الكارردرية 


لنظام الأعداد الحقيقية . و استعمال كبير لذه الحواص سيستخدم فى هذا الفصل و الفصول القادمة . 


ومع إنه من المكن حالا مناقشة المتتابعات للأعداد الحقيقية والدوال الحقيقية المستمرة فإننا 
نفضل تأجيل دراسة هذه الموضوعات لفترة قصيرة . وفى الحقيقة سندخل هنا تعاريف لفراغ 
المتجه » فراغ العمودى وفراغ حاصل الضر ب العددى . ونفمل ذلك لأنه من السبل فهم هذه 
المدلولات ولأن مثل هذه الفراغات تظهر خلال كل التحليل ( بدون ذكر شىه عن استعمالاتها 
فى عل الندسة ( الحيومترية والفيزياء والمندسة والاقتصاديات الخ ) والفراغات الكارتيزية 
"2 ستكون من الطبيعى مشوقة لنا بوجه خاص . ولحسن الحظ نجد أن بصير تنا للفراغين 
7 . :32 تحملنا عادة بدون تغيير كبير للفراغ ”4 وتساعد المعلومات عن هذه الفراغات 
فى تحليل فراغات أكثر عموماً . 


الباب الثامن ‏ منجه وغراغات كارتيزية : 


« فراغ المتجه » هو الفئة الى فيها بمكن جمم عنصرين و بمكن ضر ب عنصر فى عدد حقيق 

يقة تحقق خواص معيئة معروفة وسوف تكون أكثر تدقيقاً . 

م - ١‏ #عريفف , فراغ المتجه هو الفئة /[ ( الى عناصرها تسمى متجهات ) النجهزة 
بعمليتين ثنائيتين تسميان جمع متجه وضرب عددى . 


إذا كانت 7ج بورك فيوجد عنصر ب +* فى ا يسمى جمع متجه للمقدارين 
* © ل . وهذه عملية جمع المتجه تحقق الحواص التالية : 


(1ه) < + زع برجير لكل برو كادى 27 
(2ه) ( + 2+« - ع +( +<) لكل 2 و بز وغ ى 27. 
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(ده) يوجد عنصر 0 فى 7# محيث إن + -ع«+0 . «-2+0 لكل * 
فى 27 

(مة) بغفرض > ى ”7 فيوجد عنصر # فى #3 محيث إن 0-(-) + 
0 - +« +(ع--) 

إذا كانت /ا©* » 8ع فيوجد عنصر # © فى 7 تسمى مضاعف © © * . 
وهذه جملية الضر ب العددى تحقق الحواص الآتية : 

(041) *-+1 لكل لاي 

(8/12) جا(ظه) ع (ع«5)ه لكل 8# 8 بهء /اج 2 

(0) بن + جم - ربو + 2)ه ٠»‏ بوط + عه - (6 + 6) لكل 14ء 5م ,6 
الحقيقيين ٠‏ 7خ >( , . 

الآن سنعطى بعض أمثلة أو لية و لكلبا هامة الفراغات المتجهة . 

م - 5 أمثلة . (1) نظام الأعداد الحقيقية هو فراغ متجه حيث عملية الجمع وعملية 
ألضر ب العددى هما عمليتا المع والضر ب العادى للأعداد الحقيقية . 

(ب) بفرض أن 82 تدل عل حاصل الشرب الكارتيزى 232 فحينئذ 182 تحتوى 


كل الأزواج المرتبة (2* وو ) للأعداد الحقيقية . وإذا عرفنا جمسع المتجه والضرب 
المعددى بالآق : 


(ولا + وج روي + د) > (ولا رونو + (2ة ود6ة) 
(وع«ده واه) > (و< )اه 

فحينئذ ,مكن أن نتأكد أن اللواص المذكورة فى تعريف لم - ١‏ تكون قد تحققت . 

هنا (0,0) >0 » [.(ومو- ,د -) ت (يبر ,)ا حينئذ 402 اهو فراغ متجه تحته 
هذه العمليات . 

(ج) بفرض 2ج م وبفرض أن ”2 تدل على المجموعة لكل الثر تيبات من الطيات » 

)3 ...و12 ,31) 

حيث ‏ 7# ع :1 عند م.,...,1 -ة 5 وإذا عرفتا جمع المتجه والضرب المددى بالآق 1 

(ول + و3 و . . رولا لول رولا +4 361) > (ولا ٠.‏ وول[ وزل[) 04م و6 :262 و363) 


(جته ومءعه و02 411ه) > زلا و22 .و22 و361) 4 
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فحينئذ بممكن أن نتأكد أن ”22 هو فراغ متجه تحت هذه العمليات هنا نرى أن : 


(0 ...و0 ,0) > 0 6 .(ج3- ,... وهلا وو ) > (م ...ود )ب 

(د) بفرض 58 أى فئة وبفرض 3825 تدل عل المجموعة لكل الدوال به ألى نطاتها كر 
ومداها ى 8# . ( حينتذ 205 هو مجموع كل الدوال حقيققية القيمة العرفة فى 8 ) وإذا 
عرفنا 0+ ©» © بالتالى : 


(5)ه + (ى)ه - (5)(ن + ه) 
(5ى)مته - (5)(مته) 
الكل و ء و حينئذ بممكن أن نتأكد أن 45خ هو فراغ متجه تحت هذه العمليات . 
[ هنا 0 هو دالة تطابقيا مساوية الصفر » # دالة قيمها عند واعوى هى (5)ي-] 
وق الأبواب القادمة ستقابل فراغات متجهة كثيرة أخرى . 


وسموما سنككتب - ع بدلا من (بو-) + 2 . 


هواصل الضرب العددى والأعمدة العددية : 


سيلاحظ القارىء أن الضر ب العددى ف فراغ متجه "ا + هو دالة نطاقها 2217 
ومداها 75 . وفراغات متجهة كثيرة مجهزة أيضاً بدالة نطاقها /7<اثل/ا ومدى 2 والى 
ها أهية , 

م - 0 تعريف . إذا كانت ”7 فراغ متجه فحينئذ الضرب المددى ( أو ضر ب ثقطة ) 
هو دالة على /3 ءالا إلى 82 ويرمز ها بالرمز للا٠*‏ ج:(2(,<) وتحقق اللواص . 

ظ <١:*<0‏ لكل لاع , 

)4 0-دد.* إذاوإذافقط 2-0 . 

01 #النرج بعر لكل7 عرو بير . 

6 02+ برح رج + )اع الى 02« +١:2+‏ 2 (لرجلع) 
لكل /37 ع2 نزرد 

0) ((ه) ١‏ ع > زر )م ح بو (عه) لكل هلع م ملاع رد 


يسمى فراغ المتجه الذى قد عرف فيه الضرب المددى بفراغ الضر ب العددى . 
ومن الممكن تعريف حواصل ضرب عددية مختلفة فى فراغ نفس المتجه ( كمرين م - د ) . 
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م - 4 أمثلة . (أ) الضرب العادى فى 8# يحقق الحواص السابقة وإذن هى فراع 
ضراب عددى . 

(ب) فى *88ء نعرف . 

دلاج* + الإوع > (ولا ,ل9) > (2 و61 

ومن السبل أن نتأكد أن هذا يعرف ضربا عدديا على 222 . 

(ج) فل “8ع نعرف . 

ولد + > ٠ل‏ ولو + ونويع حت (ج8 ل[ وزلا) * (37 ...و2 ,361) 

ومن السهل أن نتأكد أن هذا يعرف ضربا عددياً على ”2 . 


م - ه تعريف . إذا كانت 7 عى فراغ متجه حينئذ العبود على ”87 هو دألة على 
7 إلى 8 يرمز ها بالرمز ||| جد ير ومحتق الخواص . 


6 0<إبعد| لكل لامج . 
63 0>-|*ا|ا إذا وإذا فقط 2-0 
أن |«ااءها>-اعها|ا لحن لاع ,عه 
61 ارا ا«لاع ار+عا لكل لاعي«ربع» 
يسمى فراغ متجه الذى عرف فيه العمود بفراغ عمود . 
كا سنرى ف الّرينات » بمكن أن يكون لنفس فراغ المتجه أعمدة متقاطعة متعددة . 
هم - 4 أمثلة . (1) الدالة مطلقة القيمة على 3 تحقق المواص فى م - ه . 
(ب) ق 82 »2 نعرف 
ل يم - ||(د )| 
حيث الخواص (3) » (11) ء (ذلة) تتأكد بسبولة جدا وخاصية (107) تكون معقدة أكثر ‏ 
(ج) ف ”82 نعرف 
1 30 و2 مي - | (مند و... و22 ونند)|| 
حيث اللمواص () » (3ة) » (نذة) تكون مبلة الاثبات مرة ثانية. 
الآن سنعطى نظرية تكد أن حاصل الغرب العددى بمكن دائماً استعماله لتعريف عمود 


بطريقة طبيعية جدا . 
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م -7 نظرية . بفرض 8 هو حاصل الضري العددى و بفرض تعريف [|< || بالثالى 
ع« - «/ > إءدا]ا حيث /اجعير 
فإن ||| : هو عمود عل 3 ويحقق الخاصية التالية 
لا« راعلا ١ع‏ 0( 
وبالإضافة إلى ذثك إذا كانت د » بز ليس صفغفر فيكون التساوى ى (ه) إذا وإذا فقط 
كان يوجد عدد ما حقيى موجب مضبوط © بحيث إن لإه - 
البر هان . مما أن 0 < : ١‏ ع لكل 7 © فحينكذ الحذر التر بيعى للمقدار 0 
موجود لذلك نكون || || قد عرفت جيداً . المواص الثلاث الأولى العمود نتائج مباشرة من 
م-ع () ء» (1) و (9) . لبرهنة (») © نفرض لاجر ,22 > 85 ,0 وتفرض 
برط - «دهم-ج . فإذا استخدمنا خواص م-؟ (1) ٠‏ (111) » (37) ء (7) نحصل عل 


بو تر 52 جيبو رطع2 عر . بر نج ددع : ج ع 0 
الآن تأعذ |إررز|ا-ده ٠»‏ ءام فإننا تحصل عل . , 


“اد *أأعلاع « ١‏ ع أاءا| اا« 2 اما “ادا م 
(ا ٠‏ ع - ||«|اااء) ا«االاء| 2 - 
إذن المتباينة (») تظل قائمة , 
وإذا كانت بهم دعر مع 0<ه فإن إإدااء>|[«ز| وكذك 


“إانز| ء > زر ١‏ )مم١‏ (رم) د راع 
|«د|| ااءدا] - 
إذن التساوى فى (») موجود وبالمكس إذا كانت ((||||»«ما- ب. :د فإن الحساب 
فى البند السابق يوضح أن <|ءا|- + إلا||- 2 لا الخاصية الى تقول إن 2-0 20 . 
لذلك 0 ح ج وما أن بد ء بر متجهان غير صفريين فيمكننا أخد |إذز|ا/|||| - » 
ولإئبات م - ه (49) نستعمل (ه) لنوضح أن 
(ر+ع) ١‏ رج ع) > ابر + ء| 
0ح جز ء نو جح به جح جره عع 
“إسرا+ زر ٠‏ )2 + ||| - 
“ادا + ادا ااع|| 2+ “الا ع 
*(إإسراء اء«زا) ع 
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ومن ذلك ينتج أن ||<||+ ||*ا| > + ]| نكل /18©١ا,‏ وهو المطلوب إثباته 


سنترك برهان النتيجة الآنية كتمرين . 


ه - م نتيجة . إذا كانت برو عنصرين من ”7 » فإن 
ان«د|| ااءءزا > زم ١ع‏ (#»*) 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت 0 26 بز فإن التساوى يمكن أن يكون موجبا فى (ه ه«) 
إذا وإذا فقط كان يوجد عدد حقيى © بحيث إن برهم ع *« ., 


كل من المتباينة (») والمتباينة ( » » ) تسمى متباينة ( شفارتز ) أو متباينة (كوشى - 
بينيا كوفسكى - شفارتز ) (26) وهى كثيرة الاستعمال والمتباينة م-ه (17) تسمى متبايئة 
المعلث وسثثر ك القاري' إثيات أن 

|أ«لا+ ااعاا > ادع عا > | لادلا - از | 
لأى «روءد فى فراغ عمود . 


الفراغ الكارتيزى 89 : 


نقصد بالفراغ الكارتيزى الحقيى فى 7 من الأبعاد الفئة ”86 اجهزة بجمع المتجه وبضرب 
عددى المعرفين فى مثال .م - ؟ (ج ) وبحاصل الضرب العددى المعرف فى مثال م - 4 (ج ) . 
وكا رأينا هذا الضر ب العددى ينتج العمود 
تير + ٠.‏ ل وير + ة روك > |إ(جد و . . ودع ,)|| 


(86) أوجستن ‏ لويس كوثى ( 10789 ١8010‏ ) هو منشىء التحليل الحديث و لكنه 
قدم أيضاً تطويراً عميقاً فى قطاعات الرياضيات الختلفة وعمل كهندس عند نابليون ولحق 
بشارلس العاشر فى منفاه المبرى واستبعد من وظيفته فى كلية فرنسا خلال سنى الحكم الملكى 
لأنه لم يود قسم ولاء مالم . وبالرغم من نشاطه الديى والسيامى فقد وجد وقتا لكتابة وم 
بحنا فى الرياضيات . 

فكتور بيني كوفسكى ( ١4٠4‏ - 4هم! ) كان أستاذا فى ( بيترزيورج ) أعطى تعميما 
لمتباينة كوثشى للتكاملات فى عام ١804‏ . ول هم كتاب الغرب لسهماته فى الرياضيات . وقد 
اكتشفها شفارئز مستقلة فما بعد . 

هير مان أماندوس شفارتز (+6م١- ١981‏ ) كان طالبا وخلفا لقير شتر اس ق بر لين 
وله إسبامات كثيرة وخاصة فى تحليل العدد المركب . 


531 


الأعداد الحقيقية ما.... .3 ,د تسمى بالأحداثيات الآول » والثائق » ... ء الأحداق 
الذى ترتيبه 8 ( أو المركبات ) للمتجه (م5 , ... ,22 ,ا) - بير 

وفى "2 »ء العدد الحقيق || * || بمكن أن تعتبر إما طولا المقدار د أو المسافة من ب 
إلى الصفر . وأكثر عموماً تعتير ||لا- *|] كسافة من إلى بر . وبهذا التفسير تؤكد 
خاصية مه (11) أن المسافة من د إلى زر هى صفر إذا وإذا فقط «رح ع وتؤكد خاصية 
م-ه (نذة) حيث 1- > » أن |ء- بر - إن | والتى تعتى أن المسافة من ب 
إلى لز تساوى المسافة من از إلى 3# . ومتباينة المثلث تعى أن 

أ« - علا+ اع - ذا > اا« - ءا 
التى معناها أن المسافة من ب إلى ثز ليست أكبر من مجموع المسافة من * إلى 2 والمسافة من 
2 إل زر . 

م -4 تعريف . بفرض "2 ع بر وبفرض 0 حدم فان الفئة (, >> | - | : ”6 ع بإ 
تسمى الكرة المفتوحة الى مركزها * ونصف قطرها م . الفئة [/ > |إلا - ؟ا|: ”8 © () 
الى الكرة المغلقة الى مركزها *« ونصف قطرها م . الفعة ‏ [7 -|إلا- ء]: "8 6علا] 
تسمى الكرة الى مركزها * ونصف قطرها م . 

مفهوم الكرة أو تصورها يعتمد على العمود . وسيرى فى القّريئات أن بعض الكور 
ليست مستديرة بالكامل . 

ومن المناسب غالبا أن تكون لديئا علاقات بين المبود للمتجه فى "ج1 ومقدار مركباته . 


١١ - 8‏ نظرية . إذا كانت (م؟ .. .. رد ن<) حير أى ' عنصر من ”+1 فان 
(امك*ا ٠.١,‏ ,|د*| بإدز) ند مك ك إاعا| كك إخدا 
رمن #لنا ان رج ممعي جع دتزيل قن لواقم أن إعلاك> زعا 


كرة مفتوحة مركزها © كرة مغلقة مركزها ©« 
(فكلمه-١)‏ 
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لم -(ه)التعريف . 


نكل #2 » وبالئل إذا كانت 7إمد|,. .. ,إده| ,|| ونح كع قان #/قم ك لإد| 


وإذة الا مل > ||| , وهو المطلوب إثياته . 
المتباينة السابقة تؤكد ى صورة كية أنه إذا كان العمود المقدار *# صغيرا فإن أطوال 
مركبائه تكون صغيرة وبالعمكس . 
تمرينات : 


م -([أ) إذا كانت 7 هو فراغ متجه وإذا كانت * ح 2 لاج لبعض 2# فى 7#اء 
م -(ب) إذا كانت 0 ح بر + بج لبعض بو فى # فيين أن جرس عابي , 
م - (ج) بفرض (م ,.. . ,2 ,1) - 5 لبعض 17 م فوضح أن فراغ المتجه *2 يكون 
ضرورياً شل فراغ "8 . 
مم - (د) إذا كانت اميا 3 مو جبين مضب وطين . فاثبت أن التعريف يؤدى إل حاصل 
ل ا ل[ ع )2 ود (١‏ وو 
الضر ب العددى على 22 . اذكر الحالة العامة على 28 . 


لاد > (ولا وولا) ٠‏ (1* و) 


ليس حاصل ضر ب عددى عل 22 . لماذا ؟ 
م -(و)إذا كانت "6 6 (جد ,. .. ,د* ,:) ا تعرف :ا|*|| بالمقدار 
ا ماع +٠ ٠‏ إمند|+ |ءعد| > بلالا 
أثبت أن ,أء| +؛»* عمود عل "© . 
هم -زز) إذا كانت #0 »6 (,د ,... رو« ,.:) - ع تعرف .||| بالمقدار 
: (اجا ٠٠ ١‏ انا ,اندلا صم د مزاءا 
أثبت أن .]مدر عمودى على #0 . 
م -(ح) ف الفئة 87 ء صف الفعات , 
(1>كماء]: “عع ع.ى ‏ ,[1كاء]: 8 ء جاه 
هم -(ط)إذا كانت “*#ع<ز,د السود الممرف فى م - + (ج) تحقق خاصية 
متوازى الأضلاع 
5+ 20 - ةزع - عرزا + + عدا 
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فاثبت هذا ووضح انه بمكن تفسيرها بقولنا أن مجموع مربعات الأطوال الأربعة لأضلاع 
متوازى الأضلاع تساوى مجموع مربعى القطرين . 
م -(ى) أثبت أن العمود العرف فى مرينى م - ف ء والممود المعرن م دز 
لا حققانت خاصية متوازى الاضلاع . 
م -(ك) وضح أنه يوجد ثابتان موجبان 6,8 بحيث أن 
أاعاا8 د ااء«ااك ءاه لكل “#ع» 
أوجد أكبر ثابت © وأصغر ثابت 8 ف هذه اللخاصية 
م - (ل) وضح أنه يوجد ثابتان موجبان 8 ,© بحيث إن 
عا ف د اءاا د لاء«ااء لكل *8 »+ 
أوجد أكبر ثابت © وأصغر ثابت 8 يحقفان هذه الخاصية 
م - (م) إذا كانت بر ود تنتمى إلى 20 ء هل صميح أن 
اناا ااا د ار٠عا‏ ادا للاءل| د ان١‏ ا ؟ 
م -(ن) إذا كانت «ز ود تنتمى إلى ”2 ء حينئذ هل صميح أن العلاقة 
|اداا+ ااعدا| > زو عرزا 
تكون صحيحة إذا وإذا فقط كان «رم ح ب أو #م ح بر حيث 0 < © ؟ 
م - (س) بفرض «ز ود تنتمى إلى 827 ع حينئذ هلى صصيح أن العلاقة 
||| + ااعد|| مزاد+ ءا 
تظل قائمة إذا وإذا فقطا كانت بز ح د أو يرم ح بر حيث 0 < م ؟ 
م (ع) إذا كانت طر ونا تنسى إلى "2 » حينئذ 
عرادو|| ح إإعد| - زاج + هاا 
تكون صصيحة إذا وإذا فقط كانت 0-بر.عر وفىهذه الحالة يقال إن * ء» بر عموديانه 
أو متعامدان . 
م -(ن) فئة جزئية 4 من "22 يقال إنها محدبة إذا كانت لكل «زولا تنتمى إل كر 
فإنه يوجد عدد حقيى + محيث إن 1 > : > 0 فإن النقطة 
(ع - بو)ع لج عر بوو+ عر( -1) 
تنتمى أيضاً إلى © . فسر هذا الشرط هندسيا ووضح أن الفتات الحزئية 
:(1 > لزع : 8 ع جح كر 
و( > ع >0 : “لا (0 5)) يا 


(1 ع ع ع ودع 8:0 ء (ة)) - 1 
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تكون محدية لكن الفئة الحرئية 
!1 > | : لاع ع يعر 
ليست محدية , 

48 -(ص) تقاطع أى مجموعة لفعات جزئية محدبة للفراغ “82 نكون عحدبة . و اتحاد فئتين 
جز ئيتين محدبتين للمقدار "30 رما لا تكون محدبة , 

م - (ق) إذا كانت 84 أى فعة فحيئتئذ الدالة +8 ج 84 4:34 تسمى مثربة على 24 
إذا كانت تحقق 

(و 0<(«م :)ك2 لكل برو #دا فى 24 

(1) 0-(4):,2 إذا وإذا فقط بر ح ير 

(11) (*,400-(2 40 لكل برو # اق 24/ 

(0) (رن)ك +(2 ,04>  4):,2(‏ لكل 2 و بزو داق 4ق . 
وضح أنه إذا كانت |*|اج + أى عمود على فراغ المتجه 7 وإذا عرفئا 4 بأله 

|« ءا - (ى .)4 حيث 2,867 
فإن 4 تكون مثرية على ”7 . 

م -(ر) بفرض أن 4 مثرية عل الفثة 24 فباستخدام تعريف و - م كشسوذج » عرف 
الكرة المفتوحة التى مركزها 284 ونصف قطرها # . فسر الفثتين وله » م5 فى 
مرين (م -ح) ككرتين مفعوحتين فى 22 بالنسبة إلى مثر ين مختلفين. فسر (مرين م - ك) 
كقولنا إن الكرة الى مركزها 0 بالنسبة إلى مترى :4 ( مسعتنتج من العمود فى 56-8(ب) 
يحتوى ومحتوى فى كور مركزها 0 بالنسية إلى المترى 41١‏ المستنتج من :|| || »© 
امل نفس التفسير على نمرين (م-ل) . ونظرية .م - .٠١‏ 

م -(ش) بفرض 34 أى فئة ونفرضص أن 4 معرفة على 74 ا 24 بمتطلبات أن 


باتع إذا 210 
كوعدا إذا 1 وك 


وضم أن 4 مترية على 24 بالممنى المعروف فى (ثمرين .م - ق ) . إذا كانت ب أى نقطة 
فى 44 فحينئذ تكون الكرة المفتوحة بمركز * ونصف قطر واحد ( بالنسبة إلى المثرية 4 ) 
محتوية بالضبط على نقطة واحدة . كيفما تكون الكرة المفتوحة الى مركزها + ونصف قطرها 2 
( بالنسبة إلى 4 ) محتوية على كل 84 . هذه المترية 4 أحياناً تسمى المترية المنفصلة على 
الفثة 4 . 
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م - » فى هذه الخطة سنظهر متياينات هاءة . 


(أ) بفرض أن م ء 8 عددان حقيقيان موجبان . أثبت أن 
52 + ثم) هد طه 
وأن التساوى يكون إذا وإذا فقط كان 8 - © . [ إرشاد : اعتير 86(2--4) ] 
(ب) بفرض ,© ٠»‏ © عددان حقيقيات موجبان . أثبت أن 
2ه + به ) > يهرو/. 
وأن النساوى يتحقق إذا وإذا فقط كان © > ,© . 


رج بفر ضس مه ...بده بيه سيث "2 - ب أعداداً حقيقية موجية . فبين أن 


امه + ت٠تطيه‏ ا به) ع *"(مه ٠٠١‏ يوره) ليق 
وأن التساوى يتحقق إذا وإذا فقط كان ه-٠٠٠-412ه‏ 


(د) وضح أن المتباينة (») بين المتوسط المندسى والمتوسط الحساتى تكون صحيحة حت 
عند.ا 5# لاتساوى قوة لمقدار 2 ( إرشاد : إذا كانت 26> يم>”2 تفرش 
- رط حيث 0 ,. .. ,1 -[ وتفرض 

مم ٠٠١+‏ ٠لديه‏ + يه) ع رآ 
حيث "2,... 1س - ز . الآن استخدام جزء ( ج ) للأعداد ‏ (خيط :... روط ررط 
(ه) بفرض مه ...ريه ورت » م8 .... روط ررط فيتين لأعداد حقيقية . أثبت متطابقة 
لإجرانج (*) 
ره - هما يل 2 - إن ]نه 2 - [هه ) 
( إرشاد : ابدأ بعجربة الحالتين 2 - « » 3 - ”#) , 
( و ) استخدم جزء (ه) لثر كيب متبايئة كوثى 


[ندال» ةا > زمهم) 
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(ه) جوزيف - لويس لاجرانج (175 - *181) ولد فى ( ورين ) حيث أصبح 
أستاذاً وعمره تسع عشرة سنة وذهب بعد ذلك إلى برلين لمدة عشرين عاماً كخلف لآير و بعد 
ذلك إلى باريس » وهو معروف بعمله فى تفاضل وتكامل المتغير ات وأيضاً الميكانيكا التحليلية . 


فى 


وضح أن التساوى يكون تحيحاً إذا وإذا فقط كانت الفتتان المرتبعان (,ه عه 167 
(وطئم مويق .8) متناسبتين 5 


( ز ) استخدم جزء (ف) لتركيب متباينة المثلث 
ال ل ا 


م . م هذا المشروع أفرض أن[-ه ... . ,© ,ه] وما إلى آخره فثات أعداد سقيقية موجبة 
عددها # . 

(1) من الممكن البر هنة ( مثسال ذلك باستخدام نظرية القيمة المتوسطة ) على أنه إذا كانت 
© » 5 موجبين وأيضاً 1 > » > 0 فإن 

0(» - 1 لمن ع ل 'ؤخو 
وأن التساوى يكون صحعيداً إذا وإذا فقط كان 8 - © . يفرض هذا » وبفرض 1 < م 
وأن ى تحقق 
11 


234-22-1 
5 م 


( أى إن 1<و . مم دوجم )أثبث أنه إذا كانت 8 و 4. موجبين فإن 


“لكوم 
53 , 
وأئبت أيضاً أن المتطابقة تكون صحيحة إذا وإذا فقط كان *8 -'لم 

ب( بغرن (.©,...,©)1 6 [.18,.....,8 أعداداً حقيقية موجبة وبفرض 
1<و ىم ,م 1-(/1)+(/1) أثيت متباينة هولدر («) 

لاط الا اد 

( ارشاد : إفرضى أن "'(ه 4-050 "لل 8-15 واستخدم جزء (1أ) على اه ء 
8 م 


(ج) باستخدام متبايئة هولدر كون متباينة مينكوسكى (ه.») 


© أترهرلدر ( 9ه6م( -90؟١‏ ) درس ىق جيتنجن و تعل 5 ليبج وعمل بكلا الجبر 
والتحليل . 

(هه) هيرمان مينوسكك ( ١4.4 - ١814‏ ) كان أستاذاً فى كتجزبرج و جيتئجن 
ومن أحسن أعماله الفعات المحدبة وهندسة الأعداد . 


نف 
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زسطاء زعجاء [حمق) 


إرشد ِ + »)ط+ "(ط+م)ه - “(طجع)ر(ط +ع) > (طؤدو) 
( د) باستخدام متباينة هولدر » أنيت أن 


"إن جا «ه] د به ب ونه 


(ه) إذا كانت يه كيه و5 درط فإن 20 (رط-رق)ليه-يه) ومن ثم 
حطية +1 مط عدت يليه + ,68 
أثبت أنه إذا كانت مه ك ٠٠١‏ كديه كدرهؤ رط س ٠٠١‏ كد رط ك رؤفإن 
زه اه )| - هه ير» 
(و) بفرض أن 
015٠٠١ 5 0-‏ 5 ,0 5 0 ع 1 خم © ,ث5 ع٠٠:٠2ئت‏ رط ك رط ى 0 
1< م كون متباينة شيبيشيف (0) 


260 1/0 3 :8 2 («/1)] 3 2 (/)] 
أثبت أن هذه المتباينة تعكس إذا كانت (ر»] متزايدة ٠‏ [رة) متناقصة , 
الباب التاسع ‏ الفئات المغلقة والمفتوحة : 


كثير من الحواص العميقة التحليل الحقيى تعتمد على مدلولات توبولوجية معيئة . وفى الأبواب 
القليلة القادمة سنقدم التصورات الأساسية ونستنتج منها بعضاً من أهم الحواص التوبولوجية 
الحاسمة للفراغ “82 . وهذه النتائج ستستعمل بكثرة فى الفصول القادمة . 

١-4‏ تعريف . الفئة © فى “2 يقال إنها مفتوحة فى ”8 ( أو مجرد مفتوحة ) إذا 
كان ٠‏ لكل نقطة د ى © يوجد عدد حقيق0 < ” عحيث إن كل نقطة بز فى "82 و نحقق. 
>|ا- | تنصى أيفاً إلى الفعة © ( انظر شكل ١-9‏ ). 


باستخدام تعريف م - 4 بمكننا إعادة صياغة هذا التعريف يقولنا إن الفية © 


(») بافنوق شيييشيف ( ١854 - 148١‏ ) كان أستاذاً فى بير برج وساهم كثيراً 
فى الرياضيات ولكن أه, عمل له كان فى نظرية العدد » الاحّالات ونظرية التقريب . 


فا 


نكون مفتوحة إذا كانت كل نقطة فى © هى مركز لكرة ما مفتوحة تكون بأكلها محتوية 
8 
4م أمثلة . (أ) الفتة الشاملة "48 تكون مفتوحة لأنه بمكثنا أخذ 1 - م لأى . 


(ب) الفئة (1>عر>8#:0ع»)- 0 تكون مفتوحة ىق #جر جر . الفئة 
(1 > :ع 8:0 »ء 2-2 ليست مفتوحة فى 1*8 . (لاذا ؟ ) 


( شكل 4 - ١‏ ) فئة مفتوحة 


(ج) الفعات ؛ (1 > 2+ تعر : 2ك( ,)) > © (1> 2+ ةع > 10:0 )) 21 
مفتوحة لكن الفئة (1 > 2+ *»: (ن ,:)) - 2 ليست مفتوحة فى 22 ( لاذا ؟ ) . 

( د ) الفئة (0 - بو ,1 > ع > 222:0 ع( ,)) - 0 ليست مفتوحة فى 87 ( قارن 
هذا مع (ب) ) . الفئة (1 > ب > 22:0 ©( ,خ)) - 1 مفتوحة لكن الفئة (ا,*)) - 26 
(1 > نز > 22:0 ء ليست مفتوحة فق #2 . 

(ه) الفئة (0< 82*:2 ع (2 رلا ,)) - © مفتوسة فق 222 مثل الفثة 
(2<0 ,0<ثو ,0< ع :822 ع (ج ,بو )اع رومن ناحية أخرى الفئة 
(2 ح برع بر : 22 » (2 ,لو ,)) - م ليست مفتوحة . 

(و ) الفئة الخالية © مفتوحة فى ”88 لأنها لاتحتوى نقطا بالمرة ولذلك تتحقق المتطليات 
فى تعريف 4 - ١‏ ببساطة . 

(زن)إذا كانت 8 كرة مفتوحة مركزها 2 ونصف قطرها 0< 2 وإذا كانت 
8 ج * حينئذ الكرة الى مركزها د ونصف قطرها || - 2|] - »© تكون محتوية فى 8 . أى 
أن 8 تكون مفتوحة فى ”2 . 
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اليآن ستشراق الخواص الأساسية ألفعات المفتوحة ق "بي ء» وى مناهج التوبولوجى تتلخص 
هذه النتيجة القادمة بقولنا أن الفئات المفتوحة كا عرفت فى تعريف ه - ١‏ تكون توبولوجيا 
لأجل #0 . ش 


4 - م خواص الفئة المفتوحة . ( أ ) كل من الفئة الحالية © والفراغ الشامل "8 تكون 
مفتوحة فى “2# . 

(ب) تقاطع أى فثتين مفتوحتين هو فئة مفتوحة فى ”8 . 

(ج ) اتحاد أى مجموعة من الفئات المفتوحة هو فئة مفتوحة فى ”18 . 


البرهان . قد علقنا من قبل على الصفة المفتوحة للفئات © ٠‏ “1 لإثبات (ب) نفرض 
أن و© و ,© مفتوحتان ونفرص أن 6,002 -0© ولنوضح أن و© مفتوحة 
نفرض أن +6 > . بما أن © تنتمى إلى الفئة المفتوحة ,0 فيوجد 0 < 4م بحيث إنه 
إذا كانت م > اع - ءا فإن 261 بلمثئل يوجد 0> دم محيث إئه إذا كانت 
5 >||« - »|| فإن © ٠١6‏ . باختيار د” بحيث تكون أقل من دح" » 4” . نستلتح 
أنه اذا كان *2 » نر محيث إن .> دا - || حيتذ تنتمى عر الى كلا من ,6 ٠‏ 2 © 
إذن هذه العناصر مثل زر تنتمى إلى 02 2 © - © مما يقبت أن ج0 مفتوحة فى 27 . 
لبرهئة (ج ) نفرض أن (.. . ,و0 ,.1)0 هى مجموعة من فئات مفتوحة ونفرض أن © 
هو اتحادها . ولتوضيح أن © مفتوحة نفرضص 0 6 . ومن تعريف الاتحاد يثر تب على 
ذلك أنه لفئة ما ولتكن ,© مثلا يوجد لدينا ,0 > بر . وحيث أن 0 مفتوحة فيوجد كرة 
مر كزها د وتقع بأكلها ى © . وما أن © ,0 تكون هذه الكرة محتوية بأكلها ى © 
مما يغبت أن © مفتوحة فى "8 . وهو المطلوب إثباته 
بالاستنتاج ينتج من خاصية (ب) المذكورة فى أعلى أن تقاطم أىمجموعة محدودة من الفعات 
المفتوحة هى أيضاً فئة مفتوحة فى ”22 . و بمكن ملاحظة أن هذا التقاطع لمجموعة غير محددة لفئات 
مفتوحة رربما لا تكون فئة مفعوحة . 
من المقال : 
تارمم طبع 1-نعءء] ديه (9.1) 


نجد أن تقاطم الفئات ,© هو الفتة [1 > +« > 0: 8 © «) - 1 وهى ليست مفتوحة . 


الففات المغلقة ٠‏ 


الآن ستقدم تصوراً هاما للفئة المغلقة فى ”2 . 


4-4 تعريف . الفئة م فى ”8 يقال إنها منلقة فى ”2 ( أو مجرد مغلقة ) فى 
حالة كون: قيسها ١1‏ “12 - (10)© منفتو-ة فى ”#7 . 

ه- ه أمثلة . (1أ) الفئة الشاملة ”82 مغلقة ى 825 حيث متممها هى الفئة الخالية وهى 
فئة مفتوحة فى ”1 كا رأيناها فى و - ؟ (و). 

(ب) آلفئة الحالية © مغلقة فى ”22 حيث قيسها فى ”72 هو كل “8 وهى فثئة مفتوحة 
فى "8 كا بينانى و - م (أ) . 

(ج ) الفئة (1 > > 80:0 ء + - مغلقة فى + . وإحدى الطرق لرؤية ذلك 
هو أن متممة م فى 8 هو اتحاد الفتتين (1 < #: 12 ©« ر[0> :8 ع والى كل 
مبما مفتوحة . بالمثل الفئة (* > 0: 18 © +] مخغلقة . 

( د ) الفعة(1 كك *بر+*+: * 8 ع( ,<)) ح # مغلقة لأن متممتها فى 1+2 هى الفئة 
0000 (1< *رجتع :ةع زر ,)) 
وهى فثه مفتوحةه . 

( ه) الفعة (0 < غز :”82 ع (2 ,( ,ند)) - يق مغلقة فى 800 © وأيضاً الفئة 

(2 << ع::8 ع (ع روىن)اء 6 ل 

(و) الكرة المفلقة 8 الى مركزها * فى “+1 ونصف قطرها 0 < م فئة مغلقة 
للفراغ ”2 . لأنه إذا كانت 8 مج فإن الكرة المفتوحة الى مركزها 2 و نصف قطرها 
«-|» - :|| تكون محعوية فى (8)©» ولذلك تكون (4©6)8 مفتوحة ء ير مغلقة 
ف”2 . 


وبالحديث العادى عند الاستمال على الأبواب والنوافذ والعقول فالكلمات مفتوح ومغلق 
يكون معناها عكس ماسبق . كينها كان فعند استماطًا للفئات الجزئية من 200 فعنى هذه الكلمة 
ليس المكس . فثلا لاحظنا أعلاه أن الفعتين 8# و ١‏ مفتوحتان أو مخلقتان فى 8 ( من 
امحتمل أن بشعر القارىء بالراحة ليعرف أنه لا يوجد فثات جزئية أخرى للمقدار "8 الى ها 
كلا الخاصيتين السابقتين ) . و بالإضافة إلى ذلك فإنه يوجد فئات جزئية كثيرة للمقدار 82 
والئى ليست مفتوحة وليست مغلقة . وفى الحقيقة معظم الفئات الجزئية للفراغ ”8 طا صفة 
التعادل . و كثال بسيط ستقعبس الفثة 
(1 >< ع 8:0 »عع 2ع م )9.2 
هذه الفئة 4 تفشل فى أن تكون مفتوحة فى 2 حيث إنها تحتوى على النقطة 0 وبالمثل تفشل 
فى أن تكون منلقة فى # لأن متممتها فى 8# هى الفثة (1 < «ءه 0>*: ع 5) وال ليست 
«فتوحة لألها تحتوى النقطة ١‏ . والقارىء يحب أن يركب أمثلة أخرى من الفئات محيث تكون 
ليست مفتوحة و ليست مغلقة فى 8 . 


اف 


الآن سنقرر الحواص الأساسية الفتات المغلقة وبرهان هذه النتيجة تنتج مباشرة من نظرية 
- م باستخدام قوانين دىمر جان ( نظرية ١‏ - م وأمرين 1١‏ -24). 

و4 خواض الفئات المغلقة . (أ) كل من الفئة الخالية 6 والفراغ الشامل 1 
منلقة فى "28 . 

(ب) اتحاد أى فعتين مخلقتين فثئة مغلقة فى 29 . 

(ج) نقاطع أى مجموعة من فئات مغلقة هو فئة مغلقة فى "7 , 


متاخمات ( الجرة او الجوار ) : 


سنقدم الآن بعضا من المدلولات التبولوجية الإضافية والى ستكون مفيدة وتسمح لنا 
بوصف الفئات المفتوحة والفئات المغلقة بواسطة مدلولات أخرى . 


4 -/ تعريف . (أ) إذا كانت "8 © فإن أى فئة تحتوى عل فئة مفتوحة تحوى 
بد تسمى متاحمة أو جوار للعنصر . 

(ب) نقعلة "28 ©« تسمى نقطة داخلية لفعة ”44 ح 4د فى حالة وجود جوار للعنصر ب 
والتى تكون محتوية كلية ىق 4 . 

(ج ) نقطة “18 © تسمى نقطة حدودية لفئة “8 > 4د فى حالة كون كل جوار 
أو جيرة للعنصر *# تحتوى نقطة ق 4 ونقطة فى (6)4© 

(د) نقطة “80 © تسمى بئقطة خخارجية لفئة “82 ج 4 فى حالة وجود جوار 
للمقدار © الذي يكون بأكله محتوياً ى (م)6© 

ومن الملاحظ أنه إذا كان ع عر ء 20 ب كر فإنه يوجد ثلاث إمكانيات «نفردة متبادلة 
(1) د نقطة داخلة الفئة 4,»  )11(‏ نقطة حدودية للفئة 4, ء أو (111) * نقطة نارجة 
للفثة 4ه . 

-م أمثلة . (أ) فتة 77 تكون جير ة لنقطة د إذا وإذا فقطا كان يوجد كرة مركزها 
* محتوية بأكلها فى 0 . 

(ب) نقطة + تكون نقطة داخلة للفئة 4, إذا وإذا فقط كان يوجد كرة مركزها ‏ 
ععرية بأكلها فى 4 . 

( ج ) نقطة د تكون نقطة حدودية للفئة 4 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل عدد طبيعى 
# نقط كرع.مء (6)4 © ر6 نحيث إن : ش 

> ]امه عع «/1>اءط- عرزا 


(د) كل نقطة فى الفترة 2 ج (1 ,0) هى نقطة داغلة » النقطتان 1 » 0 هما نقطتان 
حدوديتان للفترة (0»1) . 


)اه بفرض.س 22 -[1 ,0]- لل حينئذ النقط الداخلة للفتة 4 هى النقط فى الفترة 
المفتوحة (0+1) » النقطتان 1 ,0 هما النقطتان الحدوديتان للفئة 4 . 


دضع النقط الحدودية الكور المفتوحة والمغلقة الى مركزها "عع و تنصف قطرها 
0 < م هى النقيا فى الكورة الى مركزها د ونصف قطرها #. (انظر تعريف م - و.) 


الآن سنميز الفئات المفتوحة بدلالة متاخمات ونقط داضلة , 
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94-4 نظرية . إذا كانت ”8# ج 8 فإن النصوص الآتية تكون متكا 

(أ) 8 تكون مفتوحة . 

(ب) كل نقطة من 8 تكون نقطة داخلة من 8ه . 

(ج) 8 تكون جيرة لكل من نقطها . 

البرهان . إذا كانت (أ) صحميحة و كانت 8 ع عر ء فحيئئذ تكون الفئة المفتوحة 8 
جبرة المنصر د و لذلك تكون * نقطة داخلة للمقدار 8 . 

من السبل إئيات أن (ب) تعتي (ج ) 


إذا كانت (ج ) صحيحة فإنه لكل 8 ©« يوجد فئة مفتوحة 8 حت ,0 حيث ,6 ©« 
إذن (46.:*68/|-8 وينتج من نظرية 9ه« ( ج) أن 8 تكون مفترحة 
فى 8ه ., 


وينتج مما أوضحنا أن الفثة المفتوحة لاتحتوى على أي نقطة من نقطها الحدودية حيث الفعات 
المغلقة تكون الطرف الآخر ق هذا الصدد . 

٠١‏ نظرية . فية "2 12 تكون مغلقة إذا وإذا فقط كانت تحتوى جميع نقطها 
الحدودية . 


البرهان .. نفرض أن م مغلقة وأن ‏ هى نقطة حدودية للفعة د . إذا كانت 
عا فإن الفئة المفتوحة 665 تحتوى عد ولا تحتوى أى نقطة من 7 عخلاف الفرضى الذى 
يقول أن + هى نقطة حدودية للمقدار / إذن يحب أن يكون لزع« . 


ى72, 


وبالئكس + نفرض أن #/ تحتوى جميع نقطها الحدودية . إذا كانت 7 6©ر فحينئذ 
نز ليست نقطة من 4 و ليست نقطة حدودية من 4 . إذن فهى نقطة خارجة . ومن ثم توجد 
جيرة 44 للمقدار بر محتوية بأكلها فى (6)5 . ما أن هذا صميح لكل 7 »لا فتستدل 
أن (6)1© مفتوحة حيث ل مخلقة فى "3 . 


فقات مفتوحة فى 8 : 

سنخم هذا ألباب بتمييز الصورة لفئة جزئية مفتوحة اختيارية للفراغ 8 . 

١١-4‏ نظرية . فئة جزئية للفراغ 2 تكون مفتوحة إذا وإذآ فقط كانت اتحاد مجموعة 
عددية لفتر ات مفتوحة . 

البر هان . بما أن الفترة المفتوحة هى مفتوحة ( لماذا ؟ ) فينتج من و - " (ج ) أن الاتحاد 
لأى اتحاد معدود لفترات مفتوحة يكون مفتوحاً . 

وبالمكس إذا فرضنا 0720 فثة مفتوحة ىق 32 ونفرض .(/10:26©1 ا هى 


تعداد لكل النقط القياسية فى © . لكل اج 6 نفرضص ,م هو أقل عدد طبيعى بحيث 
إن الفترة (م1/00+ م ,1/90 -.7) -,3 تكون محترية كلية فى ©) . ومن ذلك 


ينك أن ؛: 
ف © > لا 


اعم 
والآن نفرض أن *# نقطة اختيارية فى © ونفرصس لزع يبر حيث أن : 
© تك (2/01 + ع ,رةه -ع) 


ومن ذلك ينتج من نظرية 5 ٠١‏ أنه يوجد عدد قياسى زر فى (:ص/1 ++ ,/1-*) 
وحيث © ع بر وكذلك برم ح بر لعدد ما طبيعى 7 . وإذا كانت لا تنتمى إلى 

لمتص/1 عر مهه/1 حن) ول 
فحينئذ يحب أن يكون 1/71 > .1/04 و لكن بما أنه قد تبين سالا أن 

وء لكب خ-ع) عرطىى , له-ى) 
ليا لين نينا 1 

فهذا مخالف الاختيار للمقدار .10 لذلك عندنا «ل© ‏ هذه القيمة إلى #2 . وحيث 0 ©ي 
اختيارية فنستدل عل أن 


لا ع0 


دحتا 
لذلك تكون © مساوية ذا الاتحاد . 


ف 


ومن ذلك لا ينتج من النظرية ١١-4‏ أن فئة جزئية للقراغ © مغلقة إذا وإذا فقط ٠‏ كان 
القاطع مجموعة معدودة لفترات مغلقة ( لماذا ؟ ) . ومن ذلك لاينتج أن الاتحاد امحسوب لفترات 
مغلقة يحب أن يكون مغلقاً . وكل فئة مغلقة ليست لا هذه الخاصية . 

تعميم هذه النتيجة سيعطى فى تمرين (ه-ز). 

تمرينات : 

و -(أ) برر الإثيات الذى قدم عن الفعين م و © فى مثال و- م (ب) . 

ه -(ب) برر الإثبات الذى قدم فى مثال و - ؟ (ج ) . 

4 - (ج) أثبت أن تقاطع أى مجموعة محدودةلفئات مفتوحة تكون مفتوحة فى"2 ( إرشاد : 

4 - (د) ما هى النقط الداشلة والحدودية والخارجة فى 8 للفية (061) ثم استنتج أنها 
ليست مفتوحة ولا مغلقة . 

- (ه) اعط مثالا فى © بمحيث يكون ليس مفتوحاً ولامغلقاً . ثم أثبت صمة هذا المثان. 

4 - (و)اكتب بالتفصيل برهان نظرية ه- » . 

5 - (ز)وضح أن فئة جزئية للمقدار ”16 تكون مفتوحة إذا وإذا فقط كان الاتحاد 
ضجموعة محسوبة لكرات ٠فتوحة‏ ( إرشاد : فثة كل النقط فى “2 واللتى كل إسدائياتها أعداد 
قياسية هى معدودة ) , 

اكه (ط) كل فئة جزائية مغلقة عن فيه 1 هى التقاطع لنجموعة معدودة لفثات مفتوحة . 

- (كى) إذا كانت 4 أى فئة جزئية من ٠ج‏ ويفرص ”4 ترمز إلى الاتحاد لكل 
الفئات المفتوحة امحتوية ى 4 فإن الفئة 9 تسمى داخل الفئة الحزئية 4 . لاحظ أن “4م 
هى فئة مفتوحة . وضح أنها أكبر فثة مفتوحة محتوية فى 4 . أثيت أن م 
"م - "(هلم) به عفم 
عه -'رمه) 8ه مدمح"ر(همم) 
اعط مثالا لتوضيح أن "8لا"م -'(8لا4) رمالا تكون سميحة , 

- (2) أثبت أن نقطة تنتمئ إلى "4 إذا وإذا ققط إذا كانت نقطة داخلة للفئة 4م . 

ه- (ل)إدا كانت 4 أى فتة جزئية من 120 ويفرعن أن “4 تشير إلى تقاطم كل 
ألفئات المغلقة الى نحتوى على 4 » الفئة 47 تسمى الأقفال للفثة الخزئية 4 . ونلاحمظ 
أن -4 فئة مغلقة . أثيت أنها أصغر فثة مغلقة تحتوى على 4 . 


مم 


أثيت أن : 
مدارهم) رقفعءم 
06 - 9 .-8لا هع (8لام4) 
اعط مثالا لتوضح أن -08 8 - (08 4) رما لا تكون صحيحة . 
- (م) أثبت أن نقطة تنتمى إلى -4م إذا وإذا فقط كانت إما نقطة داشلة أو نقطة 
حدو دية للمقسدار 4 . 
وه (ن)اعط مثالا لفئة 4 فى ”8 محيث أن 6-"م .42-85 هل مكن هذه 
الفئة مثل 4 أن تكون عددية . 
و - (س) بفرض 4, ء 8 فتتين جزئيتين للمقدار 8# فان حاصل الضرب الكارتيزى 
8 »ا 4م يكون مفتوحاً فى 48 إذا وإذا فقط كانت 4 ٠‏ 8 مفتوحتين فى 8 . 
- (ع) بفرص 4 » 8 فتتين جزئيتين للمقدار 8 . حاصل الضرب الكارتيزى 
8< يم يكون منلقا فى 87 إذا وإذا فقط كانت 4 ء 8 مغلتتين فى © . 
ةو (ف) فسر الفكرة المقدمة فى هذا الباب عن دالة كانتور # للتحريف 4-10 . 
وخاصة : ١‏ 
(أ) وضح أن0”# مغلقة فى # . 
(ب) لا توجد نقط داخلة فى 7 . 
(ج) لا يوجد فئات مفتوحة غير خالية محتوية فى . 
( د) كل نقطة من هى نقطة حدودية . 
(و) متمم الفئة # لا يمتكن التعبير لها كاتحاد مجموعة محسوبة لفترات مفتوحة . 


الباب العاشر - نظريات الخلايا المتشابكة ( الوكرية ) وبوئزانو فيرستراس : 


فى هذا الباب سنقدم نتيجتين هامتين دا والتى سوف تستعمل غالباً فى الأبواب القادمة بممنى 
أنه بمكن اعتبارها كخاصية متممة للمقدار 80 حيث 1 < مر . 
سنستعيد من باب سبعة أنه إذا كانت (ط > »© فإن الخلية المفتوحة ى 82 والى يرمز 
إلما بالرمز (5 ,») هى ألفئة المعرفة بالمقدار . 
إط »> ع ع ع : 2 » ١‏ - (ط به) 


م 


وقد لوحظ حالا أن مثل هذه الفثة تكون مفتوحة فى 2 . بالمثل الخلية المغلقة [5 ,4] فى 
( ع : ع م : 1ع ع - [طبه] 


والى هى فئة مغلقة فى 86 . حاصل الضرب الكارتيزى لفترتين يسمى عادة مستطيلا وحاصل 
الضر ب الكارتيزى لثلاث فترات يسمى غالبا متوازى السطوح . وللتبسيط سنستعمل العبارة 
خلية » بغض النظر عن بعد الفراغ . 

١ - ٠‏ تعريف . خلية مفتوحة / فى "ج83 هى حاصل الضرب الكارتيزى لخلايا 
مفتوحة عددها م لأعداد حقيقية . وحينئل ل تأخذ الصورة 
> كيه : *28 » (م ى. . . ن©) > رن - ل عند (1,2,...,5 12 
بالمئل الحلية المغلقة # فى ”82 هى حاصل الضرب الكار تيز ى الخلايا مغلقة عددها م لأعداد 
حقيقية . وحيائذ 4 تأخذ الصورة 
0 كن ك به : 185 » (م ,. . . ن») ع ب) - 1 عند [8 2,001 ,121 
نكون الفئة الحزئية من ؟8 تككون محدودة إذا كانت محتوية فى خلية ما , 

وكتمرين بين أن خلية مفتوحة فى "82 تكون فئة مفتوحة وأن خلية مغلقة هى فئة 
مغلقة . وأيضاً الفئة الحزئية من “1# محدودة إذا وإذا فقط كانت هذه الفئة الحزئية محتوية فى 
كرة ما . ويلاحظ أن هذا المصطلح الفى الفئات امحدودة متفق معالمقدمة فى باب + فى حالة 1 - مر. 

وسيتذكر القارىء من باب + أن خاصية الملو لنظام العدد الحقيق ندل على أن كل متتابعة 
متداخلة لللايا مغلقة غير خالية فى 8# لا نقطة مشتركة . 

و ألآن سير هن أن هذه الخاصية تتحقق فى حالة الفراغ ب 

7-٠‏ نظرية الخلايا المتداخلة . بفرضص (1) متتابعة لخلايا مغلقة غير خالية فى17 
ومتداخلة بمحبى أن 12-٠-2142‏ 1:2 . فحينئذ توجد نقطة فى "48 بحيثتنتمى 
لحميع القلايا . 

البرهان . نفرص أن 12 هى الخلية . 

زنط ك ملا ك5 مه را ١‏ وبوط كك ب كك ريه : (30 و١‏ . . ,)1 > يآ 
من المهل «أن 'ترّئ أن الحلايا لالع ع ,[.ءط ,ديه] تكون متتابعة متداخلة لفلايا مغلقة غير 
شالية لأعداد حقيقية فإذن يوجد بواسطة إتمام مجموعة العدد الحقيى 88 عدد حقيى ولز ينتمى 
إلى جميع هذه الخلايا . وياستخدام هذه التتيجة لكل إحداق صادى فإننا نحصل عل النقطة 


م 


)ملا ... رد2) - 83 للفراغ 20 حيث إنه إذا كانت تر تحقق ,1,2,...,8-[ فإن 
بر تنتمى لكل الخلايا (لاء ‏ :[بط ,زيه]1 وإذن النقطة عر تنتمى إلى جميع الللايا (:15) . 
وهو المطلوب إثباته 


نقطة العنقود أو السباطة ونظرية بونزانو - فبرشتراس : 

) م تكون نقطة "© تكون نقطة سباطة ( أو نقطة تجمعم كمنقود‎ - ٠ 
لفئة جزئية ”8 ح كر فى حالة كون كل متاخمة للمقدار * تحتوى على الأقل نقعلة وأحدة‎ 
. * النئة 4 شلاف‎ 

سوف نعتبر بعض أمثلة . 

1٠‏ 4 أمثلة . (أ) نقطة ”46 © * تكون نقطة تجميع للفئة 4, إذا وإذا فقط كان 
يوجد لكل عدد طبيعى # عنصر 4 ع بيه بحيث إن «/1 > |[مه - | >0 . 

(ب) إذا كانت نقملة حدودية لفئة لا تنتمى إلى الفئة فإنها ت.كون نقطة تجميع الفئة . 

(د) بفرض (0,1) - لم فإن كل نقطة فى الفئرة 4 هى نقطة داخلة ونقطة تجمع 
للفترة 4 . النقطتان 061 نقطنا تجميع ( لكن ليست نقطتين داخليتين ) للفترة 4 . 

(ه) بفرض 8-2660 هى فئة جميم الأعداد القياسية فى وحدة الفئرات فإن كل 
نقطة فى 7 هى نقطة تجميع للفترة 8 فى 48 ولكن لا توجد نقط داغلة للفئرة 8 . 

(و ) فئة جزئية محدودة للفراغ ”8 ليس ها نقط تجميم (لماذا ؟ ) . 

( ز) الفعة اللانهائية لأعداد سميحة © ح- 2 ليس ها نقط تجميع (لماذا ؟ ) . 


٠٠‏ - ها نظرية . فئة 20 ج10 تكون مغلقة إذا وإذا فقط كانت محتوى على 
كل ثقطها التجميعية . 

البرهان . نفرضص أن 5 مغلقة  »‏ نقطة تجميع للفئة * . إذا كانت رمد فإن 
الفئة المفعرحة ()© تكون جوارا للمقدار * ويحب أن تحتوى على الأقل نقطة واحدة 
لفئة م . لكن هذا مستحيل ولذاك نتستنتج أن عير . 

وبالسكس إذا كانت ا تحتوى جميع نقطها التجميعية فسنوضح أن (6)7 
مفتوحة . لأنه إذا كانت (6)8 © فإن بر ليست نقطة تجميع للفئة 4 . ولذلك يوجد 
جوار ,/آ للمقدار بز محيث إن 6-,/1مم . وإذن (1/,2©)85 . ويا أن هذا 
يح لكل (6)17 © لا فنستنتج أن (6)4» تكون مفتوحة و ”22 . وهو المطلوب إثباته 


م 


النتيجة الآتية من أهم النتائج ذات الأهمية فى هذا الكتاب و أهيتها أساسية وسوف انستخدم 
كثيرا . ويجب ملاحظة أن الاستنتاج ربما يفشلى إذا لم يتحقق أى من الفروض . [ انظر مثالى 
٠-#4(وء١‏ ذ)]. 


30” نظرية بولزانو - فيرشتواس». كل فثة جزئية لا هائية محدودة الفراغ‎ 4-٠ 


البرهان . إذا كانت 8 فئة محدودة لما عدد لا نهاش من المناصر ونفرض أن ,م 
خلية منلقة تحتوى 8 . نقسم 7 إلى ”2 خلايا مغلقة بتنصيف كلا من جانبيها . وما أن 7 
تحتوى عل نقط كثيرة لانمائية من 8 . فجزء واحد على الأقل من هذا التقسيم الفرعى سيحتوى 
أيضاً على نقط كثيرة لا نهائية من الفئة 8 . (لأنه إذا كان كل من ال ”2 جزء يحتوى فقط 
عددأ محددا من نقط ألفئة 8 » فحينئذ بحب أن نكون 8 فثة محدودة بمكس الفرض) . 
نفرض أن" واحد من هذه الأجزاء للتقسم الفرعى للفتئة ,7 والذى يحتوى عناضر كثيرة 
إلفئة 8 عددها لإانمالى . الآن نقمم د إلى ”2 من الخلايا المغلقة بتنصيف ضلعها الحانبيين . 
مرة أخرى يحب أن تحتوى إحسلى هذه الخلايا الحزئية على عدد لا ان من نقط الفئة 8 
وإلا أمكن للخلية المزئية و أن تحتوى فقط على عدد محدود مما مخالف تركيها . فإذا فرضنا 
أن و4 هى خلية جزئية من 42 الى تحتوى نقعلا كثيرة عددها لانهان من 28 فإنه باستمرار 
هده العملية فإئنا نحصل عل متتابعة متداخلة (:1) لخحلايا مغلقة غير خالية من 8207 وحسب 
نظرية الخلايا المتداخخلة فانه توجد نقطة لز تنتمى الحميع الحلايا ....,1,2 >2 .1 والآن 
سنوضح أن بز هى نقطة تجميع من 8 وهذا سيدخل برهان الفرض . 


أولا : نلاحظ أنه إذا كانت [م( رره] ٠ ٠٠“‏ “لط ,ره] -,1 حيث ع8 > هه وإذا 
كانت (مه مط , . . . بيه حرط هئاة > (,1)12 فإث0 < (,1)] هو طول أطول أضلاع 58 
وطبقا التركيب أعلاه للمتابمة (5) يكون لدينا 


(« ) برنارد بولازانو ( )١848- ١78١‏ كان أستاذا لفلسفة الدين فى براغ ولكن 
كان له أفكار عميقة عن الرياضيات . وكان مثل كوثى - رائدا فى إدخال مستوى عال من 
الصر امة فى التسليل الريامى . وظهر مثؤلفه عن التناقضات الظاهرية الى قد تكن فيها الحقيقة 
عن اللانهاية بعد وفاته . 

كار ل فيرشتر اس (1416-لاقن١)‏ كان أسعاذا ق برلين لعدة سئوات وله تأثير 
ميق فى تطوير التحليل الريامى . وكان يصر دائما على البرهان الصحيح القوى . وتوصل إلى 
مقدمة ى نظام العدد الحقيى ولكنه لم ينشرها . وله إسبامات هامة على نظام المدد الحقيق وله فى 
التحليل الحقيق و التحليل المركب والمعادلات التفاضلية والتفاضل و التكامل للمتغير ات . 


481 


1 


0> 1)( 2-27 108 


حيث لازح ٠‏ . نفرض أن ”3 هى أى جوار للنقطة المشتركة بر وتفرصس أن كل النقط 
ع فى "8# حيث +>|ج - <1| تنتسى إلى ا الآن نختار م4 كبيرة جدا محيث إنلا 1.2 
ومثل هذا الاختيار ممكن لأنه إذا كانت © أى نقطة أخرى من .1 فحينئذ ينتج من نظرية 
م-١٠٠(‏ أن 


7 : 
(1)5 جع - (م)ا ول ك اد ر] 


)١-1١ فشكل‎ ( 


وحسب أمرين *- ا ء ينتج أنه إذا كانت م كبيرة كبرا كافيا فإن 

> )1 ل 
ولمثل هذه القيمة المقدار م يكون للا > غ152 . حيث إن غ12 تحتورى عناصر كثيرة عددها 
لا نباف من8 فينتج أن 7 تحتوى عل الأقل عنصرا واحدا من 8 يختلف عن بر . إذن رز 


7.- )0,1/2(-٠0© (أ)بيفرض “2 1,2 ( غلايا مفتوحة معطاة ءن الملاقة‎ - ٠ 
. ,0)و ضح أن هذه الخلايا «تداخلة و لكا لا تحتوى على أى نقطة مشاركة‎ 1/( 


6م 


٠‏ -(ب) بفرضص أن "72 ,ل فترات مغلقة معطاة من الملا ٠0‏ -ا(6+ ,]ل 
(+.5] أثيت أن هذه الفرات تكون متداخلة ولكلها لا تحتوى على أى نقطة مشتركة . 

6 -(ج) نقطة د هىنقطة تمجميع لفئة "8 ج48 إذا وإذا فقط كان كل جوار للنقطة‎ ٠ 
. حتوى تقطا كثيرة للفئة 4/, عددها لا نبال‎ 

٠‏ - (د) بفرض (/11/8:086120- 4 . وضح أن كل نقطة للفعة 4, هى نقطة حدودية 
فى 4 ولكن 0 هى نقطة التجميع الوحيدة للفئة 4 فى #8 . 

٠-(ه)‏ بفرض 8 و 4 فثتين جزئيتين من "جم وبفرضص + هى انقطة تجميع لفئة 
8ه 4ه ء أثبت أن »د هى نقطة تجميع لكل من 4ل . 8. 

)0(-٠‏ بفرض 8 و 4 فثتين جزئيتين للفئة "8 ونفرضص أن + نقطة تجميع 
لفئة هناك فى “#8 . أثبت أن * إما نقطة تجميع للفئة 4 أو الفئة 8 . 

. 7 ©)3( أثبت أن كل نقطة فى فئة كانتور هى نقطة تجميع لكل من‎ )[( - ٠ 

©  ةبوسحم (ح) إذا كانت 4 أى فئة جزئية للفثة "80 ء فإنه يوجد فثئة جزئية‎ - ٠ 
للفئة 4, محيث انه إذا كانت 4< . 0<ع فيوجد عنصر © © 2 بحيث أن 8>|: - ع‎ 
. © ومن ثم يكون كل عنصر من 4 إما فى © أو نقطة تجميع للفئة‎ 


٠. 


مشروعات : 

٠‏ - © ففقرضص 86 فثة . متريا أو قياسيا على 44 ومعرفا فى (تمرين م ق ). اختير 
ثانا التعريفات والنظريات ف البابين  ٠١ ٠‏ لكنى تحدد أمبا ينطبق على الفعات التي ها مترى . 
فئلا سيتضح أن فكرة الفئة المفتوحة والمغلقة والحدودة تنطبق عليها ولا تنطبق نظرية بولئز انو 
وير شر اس عند قيمة مناسبة للمقدارين 24 و 4. كلما كان مكنا إما أن توضح أن النظرية 
تمتد أو تعطى مثالا عكسيا لتوضيح فشلهما . 

)11( بفرض 7 عائلة لفئات جزئية لفثة ل الى (1) تحتوى هماع ل ء‎ 8 - ٠ 
نحتوى التقاطع لأى عائلة محدودة من الفئات فى م (كلا) تحترى الاتحاد لأى عائلة من الفئات فى‎ 
فإئنا فسمى 9 توبولوجى للفئة ل ونشير إل الفئات فى 7 كفآات مفتوحة . افحص‎ 7 
1 محاولا أن تحدد أمها ينطبق على الفئات‎ ٠١ ثانيا التمريفات والنظريات ف بافى هو ء‎ 
. 5 الى لها توبولوجى‎ 


ألباب الحادى عشر - نظرية هاين - بوريل : 


خاصا بالتعريف المام جدا للاندماج وال سنناقشها ق هذا الباب وبالرغم من أنه من الممكن 


1م 


الحصول عل معظم النتائج ف الأبواب الأخيرة بدون معرفة نظرية هاين بوريل فلا مكدنا 
التعمق فى التحليل بدون الاحتياج لهذه النظرية و لذلك يكون منع عرص هذه الثتيجة العميقة 
اقتصادا مزيفاً . 


١ - ١‏ تعريف . فثة 2 يقال أنها محكة أو مدمجة طالما تكون الفثة محتوية 
فى الاتحاد لمجموعة [.10- © لفئات مفتوحة فإنها أيضاً تكون محتوية فى الاتحاد لعدد ما 
محدود من الفئات قي © 

جموعة © لفئات مفتوحة اتحادها يحتوى 22 غالبا تسمى غطاء الفئة / , أى المتطلبات 
لكون الفئة ع4 محكمة هى أن كل غطاء © للفئة ع4 بمكن استبداله بخغطاء محدود للفئة غ7 
باستخدام فثات فى © فقط نلاحظ أنه لكى نستخدم هذا التعريف للبرهنة على أن فئة ع2 
مدمجة سنحتاج لفحص أو اختبار مجموعة اختيارية لفئات مفتوحة انحادها محتوى 8 ونوضح 
أن ع تكون محتوية فى الاتحاد لمجموعة جزئية محدودة من كل مجموعة كهذه . ومن ناحية 
أخرى لنوضح أن فئة 4# ليست مديجة فإنه يكون كافيا عرضرعطاء واحد فقط حيث لا مكن 
إبداله ممجموعة جزئية محدودة والى تظل تغطى 4 . 


١١‏ - ؟ أمثلة. (أ) بفرض (ه , . . . رون ,,ء) - ع1 فئة جزئية محدودة للفعة 87 ا 
فن الواضح أنه إذاكانت (.0) - © مجموعة لفئات مفتوحة فى “0 وإذا كانت أى نقعلة 
من الفئة © تنتمى إلى فقة جزثئية ما من 64 فإن فئات جزئية مختارة بعناية عددها ,بم 
على الأكثر من © سيكون لا أيضاً الخاصية الى تقول ان اتحادم يحتوى م ,. حينئك 
تكون ك1 فئة جزئية مديحة للفئة “13 . 

(ب) فى 8 ستعتبر الفئة الحزئية | (2<0«: 8# ع27-14 ونفرض أن 
لاع م (1,4-) ,© 20 بحيث أن (ل1ع:,10- 4 مجموعة 'لفئات جزئية مفتوحة 
للفئة 29 وألى اتحادها خترى 21 5 إذا كانت (لي© ٠...‏ ميو© ورم ) هى مجموعة جزالية 
محدودة من 4 فنفرضص أن [(ي1,...,ية .)مناه - 284 محيث ‏ 0 ت 6 
عئاء ...و2 و1 > و . ومن ذلك ينتج أن 0 هو اتحاد (ل:© ر... ووو© ميو)] 
مهما يكن فإن المدد الحقيق 34 لا ينتمى إلى بب6© ولذلك لا ينتمى إلى 

1 
1 
وإذن لا يوجد انحاد محدود الفعات © مكن أن حتوى 8ه » #8 لا تكون مدمحة . 

(ج ) نفرض (0,1) > 28 فى 8 . إذا كانت (1/8,1-1/0) - ,© عند 2 < « 

(.© .... ,)1 مجموعة جزئية محدودة من © وبفرض [ية ,. .. ,011] ناد - 84 بحيث 


ام 


أن .© ع ,© عند 1,2,....8-ز . فينتج أن و0 هى الاتحاد الفعات 
© ...مم10 لكن المدد الحقيق 1/84 ينتمى إلى 77 ولا ينتمى إلى رع © لذلك لايوجد 
مجموعة جزئية محدودة من © بمكن أن تكون غطاء 17 وإذن #/ ليست مديجة . 

( د) اعتبر الفثة [1 ,0] -8 وسنوضح أن 8 تكون مدمجة لذلك تفرض (.16 - 6 
هى مجموعة لفئات جزئية مفتوحة للفئة 1# وال اتحادها يحتوى و . المدد الحقيق 0  -‏ 
ينتمى إلى فئة مفتوحة ماق المجموعة © وأيضاً تنتمى إلما الأعداد # الى تحقق م > * > 0 
لأى 0 < ع . نقض *# هى أعل للنقط *# قى 5 بحيث أن الحلية [* ,0 ] تكون 
محتوية فى الاتحاد لعدد محدود من ألفعات فى © . مما أن *« تنتمى إلى 1 » فينتج أن عير 
يكون عنصر آلفئة مفتوحة هاى 64 . ومن ثم عند قيمة ما 0< ع تكون الدلية 
[ع + ”بر ,ع -*«ر]- محتوية فى فئة 20 ق المجموعة . لكن ( من تعريف * ) تكون 
«الحلية [ع-** ,10 محتوية فى الانحاد لعدد محدود من الفثات فى © . وإذن بإضافة الفئة 
المفردة 0© إلى العدد المحدود السابق الذى نحتاج إليه لأن نعطى [م8-*+*<, ]0‏ ء نستتتج 
أن الفعة [2+**,1]0 تكون محتوية فى الاتحاد لحدد محدود من الفئات فى 4 . وإذن 
1[ ح *ير مدمجة , 


وعادة ليس أمراً سهلا برهان أن فئة تكون مدمجة باستخدام التبريف فقط . والآن سنقدم 
نظرية هامة وشهبيرة الى تميز "ماماً الفعات الجرئية المدمجة للفئة "82 . وف الحقيقة جزء من أهية 
نظرية هاين بوريل * يرجع إلى بساطة الشروط لأجل الإدماج فى ”8 . 


8-١‏ نظرية هاين بوريل . فثة جزئية الفثة 87 تكون مدمجة إذا وإذا فقط كانت 
مغلقة و محدودة 4 


البر هان . أو لا سنوضح أنه إذا كانت الفئة مدمجة فى ”44 فحينتذ تكون منلقة . نفرر ضص 

أن * تنتعى إلى (6)16©» وتنفرض أن 634 هى الفئة المعرفة لكل عدد طبيعى 78 بواسطة 
1/7 < اع نوز: "لاع )دن ١‏ 

وقد تبين نوا أن كل فثة /غ »+ ,.,© تكون مفتوحة فى “8 . أيضاً ء يتكون الاتحاد 


ه إدرارد هاين ( ١881 - ١891١‏ ) درس فى برلين من قير شتراس وبمد ذلك تعلم 
فى بون وهاليه . وى سنة ١8079‏ برهن أن الدالة المتصلة فى فترة «غلقة تتكون متصلة بانتظام . 

(ف . أ. ج ) إميل بوديل ( ١145- 1419١‏ ) كان تلميثاً لهرميت ثم كان أستاذاً 
فى باريس و كان من أبرز الرياضيين فى عطره . وقد أسهم يعمق و بغزارة فى التحليل والاحمّالات . 
وى سنة ١8946‏ برهن على أنه إذا كانت مجموعة محسوبة لفترات .فتوحة تغطى فترة مغلقة 
فحينتذ يكون ها غطاء جز محدود . 


88 


ميم الفئات لاا + ,© من كل نقط "22 ماعدا بر . بما أن ع8 > ٠‏ فإن كل 
4 يحيث أن 1 تكون محتوية فى اتحاد النئات 
34 ى. . . ,© ,)© 

بما أن الفئات .© تزداد مع 78 » فينتج أن 22 محتوية فى © . ومن ثم لايقطم الجوار 
1/34 > |اءء - ع||: "8ع 12 2 الفثة كك مما يئبت أن (6)16 مفتوحة . وإذن تكون 2 
مقفلة فى ”48 ( انظر شكل ١ - ١١‏ ) حيث صورت الكرات المغلقة المتسة للفئات ,© ) . 

بعد ذلك سنوضح أنه إذا كانت الفئة عه مدمجة فى ”80 فإن كه تكون محدودة 
( أى أن ع تكون محترية فى فتة ما (7>||: "3# *1 عندما تكون © كبيرة كبراً 


( شكل ١ - ١١‏ ) فئة مدبجة تكون مغلقة 


كافياً . وف الحقيقة لكل عدد طبيعى :27 » نفرضص 11 هى الفئة المفتوحة المعرفة بالتالى : 
(2 > اعد || : "4 ع ع ع مار 
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الفراغ الشامل “#2 »© ومن ثم عه تكون محتوية فى الاتحاد للفعات المتزايدة لاج +ز ,,,71] 
بما أن ل مدمجة فإنه يوجد عدد طبيعى 84 محيث أن 4 >1 . وهذا يثبت أن 
معدودة , 


ولإكال البرهان هذه النظرية نحتاج لتوضيح أنه إذا كانت 46 فعة مغلقة ومحدودة 
ومحتوية فى الاتحاد لمجموعة (4-107؟ لفئات مفتوحة ى "82 ء فإلها تكون محتوية فى 
الانحاد لمدد محدود ما من الفئات فى 9: . وما أن الفعة >4 محدودة فيمكن حصرها فى خلية 
مغلقة 4 فى ”287 . عثال ذلك » مكننا أخة[م,...,1 > ,5 ك إع«|: (م,... ,)4 در 
حيث 0< 7 و كبيرة بدرجة قياسية . ولغرض الحصول على تناقض سنفار ص أن الفئة ي/ 
ليست محتواة فق اتحاد لأى عدد محدود من الفئات فى © . ولذلك تحتوى على الأقل إحدى 
الخلايا المغلقة الى عددها ”2 والى بمكن الحصول علا بتنصيضف أضلاع ,7 نقطا للفئة 2 
وبحيث أن جزهء الفئة 5 فها لايكون محتوياً فى اتحاد أى عدد محدرد من الفئات فى © . (لأنه 
إذا كان كل من 20 جزماً الفئة 4 توياً فى اتحاد عدد محدود للفئات فى 4 فإن #2 سيكون 
محنوية فى اتحاد عدد محدود من الفئات فى © . بخلان الفرض ) نفرض أن ىم أى إحدى 
الحلايا الجزئية فى هذا التقسيم الجزئ تخلية و : و الى تكون بحيث لاتكون الفثة غير الحالية 1 0 >1 
محتواة فى انحاد أى عدد محدود من الفئات فى © . نستمر فق هله العملية بتنصيف أضلاع 1 
لنحصل على ”2 خلايا جزئية مغلقة من الهلية الجزئية 42 . ونفرص أن #5 هى إحدى هذه 
الحلايا الجزئية بحيث لاتكون الفئة غير الخالية ,5 0 > محتواة فى اتحاد عدد محدود من الفئات 
فى © وهكنا 


( شكل ١و-؟)‏ 


هذه الطريقة يمكننا الحصول على متتابعة متداخلة (.1) لللايا غير لخالية ( انظر 
شكل ١١ ٠‏ ) وطيقاً لنظرية الخلايا المتداخلة توجد نقطة «ز مشتركة مخلية 12 لآن كل .1 
تحتوى نقطأً فى عه ء والعنصر المشترك بز هو نقطة تجميع آلفئة 4 وبما أن 6 مغلقة فحينئذ 
تنتمى لز إل )يه وتكون محتوية فى فئة مفتوحة ما 467 ىق 9؟ لذلك يوجد عدد 0 < © 
بحيث تنتمى جميع النقط « حيث م>|:-<|| إلى ده . ويمى آخحر يحصل على 


الفلايا 2  <‏ .12 بتنصيف متتال لأضلاع الخلية 7 > || (مةر...ع)) 1-2 
وإذن يكون طول الضلع للتقسيم الجرئى 12 هو 2-*2/, . ومن ذلك ينتج من نظرية ٠١-8‏ 
أنه إذا كانت 52 ع1 فإن “2/ولم > |إس- و21 . ومن ثم ء إذا كانت 


اختير ت ‏ كبيرة جدا لدرجة أن: م >3-*2/م/.م فإن جميع النقط فى ع1 تكون محتوأة 
فى الفئة الفردية ,© . لكن هذا مخالف تركيب 12 كفئة بحيث لانكون 142012 محتواة 
فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات فى © . وهذا التناقض يوضح أن فرص كون الفئة امحدودة 

المغلقة 8 تتطلب عدداً لانبائياً من الفعات فى © لاحتوائها لابمكن تأييده . 
وهو المطلوب إثباته 

بعض التطبيقات : 

كنتيجة لنظرية هاين بوريل فإننا نحصل على النتيجة التالية والى أو جدها كانتور . هىنقوية 
لنظرية الحلايا المتداخلة حيث تعتير هنا الفئعات المغلقة فى الخحالة العامة وليست بالضبط غلايا 


4-١‏ نظرية تقاطع كانتور . نفرض أن وك افثة جزئية محدودة مغلقة وغير شمالية 
وتفرض أن : 
00000 


هى متتابعة لفئات مغلقة وغير خالية . حينذ يوجد نقطة تنتمى إلى جميع الفئات (280 ع : :5] ٠‏ 


البرهان . مما أن يك مغلقة ومحدودة » فينتج من نظرية هاين بوريل أن و مدمجة . 
لكل لازج| نفرض أن .62 هى متسمة 1 فى 6ج . ويا أننا فرضنا أن 0 مغلقة 
فإن ,© مفعوحة فى #2 . وإذا - تتناقفض النظرية ‏ لم يوجد نقطة تنتمى لكل الفئات 
لااء # ,, اء حينتذ يحتوى اتحاد الفئات 280 ع1 ,© الفثة المديجة م » وإذن تكون 
الفئة رك محعراة فى اتحاد عدد محدود الفعات ,© ء عشلا » فى ب© ,... ,© :© وبا 
أن © تزداد فيكون لدينا »6 - 0 لا --- لا © . وبما أن >6 02 فينتج أن 
6 5مس ومن الفرض 52106 ينتج 2674-5 . وفرضنا يقودنا 

إلى استنتاج أن ' 5-8 الذى يناقض الفرضص . وهذا الاستنتاج يثيت النظرية . 
وهو المطلوب إثباته 


4١ 


-١‏ ه نظرية غطاء لبسيج . تفرض أن .4-0 غطاء الفعة الجزئية المدمجة كر 
من ”22 . يوجد على سبيل الحصر عدد .وجب .3 محيث أنه إذا كانت نز ود تنتمى إل >2 » 
ل >إإبو- || حينئذ توجد فثة ق 59 تحتوى كل من *داء ال . 


البرهان . لكل نقطة *# فى >4 » توجد فثة مفتوحة ,© ى © نحتوى # . 
نفرض 8)0(<0 بحيث انه إذا كانت ()28 > إابه- د]| فإن « تنتنى إلى ...© 
اعتبر الفئة المفتوحة (()ة >||ب - م[|: *غ 2‏ م ع () ع والمموعة [1 ع ها : (ها)5) - 8 
لفئات مفتوحة . بما أن 59 غطاء للفثة المدمجة فإذن تكون 42 محتواةفى اتحاد عدد محدود 
من الفئات فى ع مثلا فى (ن)ى,...,(,:)5 . الآن ستعرف 382 بأنها العدد الحقيق 
الموجب المسبوط . 

((ه)ة ,... ,(8)40) كمدق 


إذا كانت بود تنتمى إل و 8>|لطا->|| فإن ب تنمى إلى (ز)3 لبعض ار 
حيث 2 > رع 1 اى أن (ب)8 >إن -ءز| . ماأن 2>إبا-«| فتدصل عل 
(ين) 28 > إإبن - عد|| + |إعد - | ك |إبم - || . وطبقاً لتعريف ()8 نستنتج أن كلا من 
بد ءاثر تنتمى إلى الفئة )+ © 

نشير إلى أن عدداً موجباً .3 له الخاصية المبئية فى النظرية أحياناً يسمى عدد لبسيج ه 
للغطاء 

مع اننا سوف نستخدم المناقشة المبيئة على الإدماج فى الأبواب التالية يظهر من المستحسن 
أن ندون هنا نتيجعين تبدو ان واضحتين بداهة و لكن البرهان يتطلب استخدام نوع ما من مناقشة 
الإدماج . 
5-0١‏ نظرية أقرب نقطة . نفرضص أن #/ فئة جزئية غير خالية منلقة من مجم ونفرض 
أن +“ هى نقطة خارج 4 . حينئذ يوجد على الأقل نقطة واحدة «ز تنتمى إلى د بحيث ان 
|اعد - بإ) < ||« - جا لكل بع جع 

البرهان . مما أن / مغلقة » 2 »عد » ححينئذ ( مرين ١١‏ -ح ) المسافة من + إلى #لء 
التى تمرف بأن تكون (جرج ج:|ج ‏ ,مز فى تحقق 0< 4 . فنفسرضص أن 


(/1 + د ازع حيعر|: اع عاد لز حيث كارع ) ٠.‏ وطبقاً لمثال تكون ( 6-84 ( 
هذه ألفئات مغلقة فى «جج ومن الواضح أن ,و محدودة وأن 1:2٠:21: 20-٠0‏ 52. 


ي هترى لبسيج ( ولام١‏ - ١441١‏ ) معروف بأحسن عمله الرائد فى النظرية الحديثة 
للتكامل الذى أخذ اسمه والذىهو أساس للتحليل الحاضر . 


١ 


وبالإضافة إلى ذلك نجد من تعريفب 4 »ع يم أن 2 غير خالية وينتج من نظرية 
تقاطع كانتور ١١‏ - 4 أنه توجد نقطة بز تنتمى لجميع لاح + ,105 وقد وضحنا تو أن 
4 > إلا ع| فى ان بر تحقق الاستنتاج ( أنظر شكل -1١‏ #) . 

وهو المطلوب إثباته 

و نظرية #أتلفة عنالنظرية الآنية لها أهمية اعتبارية فى نظرية الدوال التحليلية. وسنقرر النتيجة 
فقط عند 2 > م وسنستخدم أفكاراً بدهية لمحرفة معنى كون فئة محاطة بمنحى مغلق ( أى متحتي 
ليس له نهايعان ) . 
١‏ 7 نظرية الكونتور النحيط . بفرضص أن ”/ فئة محدودة ومغلقة 427 وبفرض أن 6© 
فئة مفتوحة تحتوى على ا حينتذ يوجد منحى مغلع © يقع بأكله فى © ويتركب من 
أفواس لعدد محدود من الدوائر محيث ان تكون محاطة بالمنحى المغلق 00 . 


(شكل ١؟١-م)‏ 
برهان جز . إذاكانت *# تنتمى إلى © 5 فإنه يوجد عدد 0 < (*«) 8 بحيث أنه 
إذا كانت (*«)ق>|ء-<«|| فإن عر تنسى أيضاً إلى © . الآن تفرش 


ْ (0)ة 41> زع - برر|: 2ع «) - (:«) © 
لكل + فى م . با أن المجموعة (برج بر:(«) 10 - © تكون غطاء الفئة المدمجة / 
فينتج أن الاتحاد لعدد محدود . من الفثات فى 4 » مثلا (22) 0 ,. . . ,() 0 يحتوى الفئة 


17 


)4-1١١ (فكل‎ 


المدمحة مه . باستخدام أقواس من الدوائر مراكزها رد وأنصاف أتطارها (,«)48 نمحصل 
على المنحى المطلوب ( أنظر شكل ١١‏ - 4 ) التركيب التفصيل المنحنى سوف لايعطى هنا . 
تمرينسات : 

١‏ - (أ) وضح مباشرة من التعريف ( أى بدون استخدام نظرية هاين - بوريل ) أن 
الكرة المفتوحة المعطاة بواسطة (1 ++ 2ي:(و,ج) ' ليست مدجة فى 2 . 

. ب) أثبت مباشرة أن الفراغ الكلى © غير مسج‎ ( - ١١ 

/ -(ج) أثبت مباشرة أنه إذا كانت # مدمجة فى #0 اء ير حجر غئة مفلقة فإن‎ ١١ 
. #2" كون مديجة فى‎ 

١١‏ -(د) أثبت أنه إذا كانث فئة جزئية مدمجة من 2ج فحينظ تكون مدمجة علد 
اععبارها فئة جزئية من جو . 

١١‏ - (ه) بتعديل المناقشة فى مثال ١١‏ -+ (د) أثبثت أن الفترة 

(1 ع برع 1,0 ع : > 2:0 ) - ل مدجة قى 82 . 

١‏ - (و) حدد مواقع الأماكن ق برهان نظرية هاين بوريل الى استخدمت فيها الفروض 
بأن 422 محدودة ومغلقة . 

١‏ - (ز) أثبت نظرية تقاطع كانتور باختيار نقطة ,6د من ير ثم بتطبيق نظرية 
بولزانو - قيرشتراس ٠١‏ - > عل الفئة إلازع ير: ي) 
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1١‏ -(ح) إذا كانت ل مغلقة فى +© وإذا كانت 6 عدم 
0 ع لطع ع :إج ع ||) سدع (ل ,)4 
حينئذ تنتمى * إلى 5 . 

١‏ - (ط) هل نظرية أقرب نقطة فى 2 تدل على أنه يوجد عدد حقيق موجب على سبيل 
الحصر أقرب ما بمكن من الصفر ؟ 

١‏ - (ى) إذا كانت #/ فئة مغلقة غير خبالية ىق -# وإذا كانت ريصي هل توجد 
نقطة وحيدة من م بحيث تكون أقرب ما يمكن من > ؟ 

١‏ -(41) إذا كانت 8 فثة جزئية مدمجة من “8 ع # نقطة من + + فحيلئذ تكون 
الفعة (جع بر ب + ») - ب مدمجة أيضاً ( هذه الفعة >3 أحياناً تسمى إزاحة الفعة ي/ 
بالنقطة *« ) , 

١١‏ - ([) تكون تقاطم فثتين ٠فتوحتين‏ مدمجة إذا وإذاآ فقط كانت خالية . هل يمكن أن. 
يكون التقاطع لمجموعة لانمائية لفئات مفتوحة فئة مدمجة غير خالية ؟ 

١1-(م)‏ إذا كانت # فثة جزئية مديجة من 7ج8 ع © فثة مفتوحة نحتوى على 7 ع 
حينئذ يوجد منحتى © مغلق كثير الأضلاع يقع بأكله فى © بحيث يحوط ”7 . 

١١‏ -(ن) بفرضص (إبرع :4 هى فثات جزئية مغلقة من ”8 مخاصية أن فئة مثل, 
,54 لاتمحتوى عل فئة مفتوحة غير خالية ( مثال ذلك » ,3 هى نقطة أو خط فى 822 وبفرض. 
08 هى فئة مفتوحة وضح : 

(أ) إذا كانت ١154,‏ 0 ع,ر فوضح أنه يوجد كرة مغلقة,8 مركزها # 2 بحيثه 
أن 8,6 هم لح 8 مر 

(ب) إذا كانت ,ع.ر تنصى إلى داخل ,8 ع فوضح أنه يوجد كرة مغلقة 82 
مركزها جد وبحيث ان 82 تكون محتواة فى داخل .8 وأن 6-ي8م.,يز 

(ج ) استمر فى هذه السلية لتحصل عل عائلة متداخلة اكرات مثلقة يحيث ان 
8- ,ورم ,بع 2. بنظرية تقاطم كانعور -1١‏ 4 توجد نقطة ىن +شار كة لجميع الكور 
المغلقة ,8ه . استنتج أن .661/54 بحيث ان © لايمكن تكون حتوأة فى ي,27 ل) 
هذه الننيجة على صورة تسمى غالبا بنظرية طبقة بير * . 

١ا(س)‏ خط فى 2 هو فثة ءن نقط (نزو*) الى تحقق ممادلة على الصورة 


ه رليه لويس بير( ١489 - ١94‏ ) كان أستاذاً فى ديحون وقد بحث فق نظرية الفئة 
و التسليل الحقيق . 
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مدع + روط +عه احيث (0,0)#(طبه) استخدم ادر ين السابق لتوضيح أنه 
ليس اتحاد مجموعة عددية من الخطوط . 

ذ1-(ع) الفئة (6)©0© لأعداد غير قياسية فى 8 ليست اتحاداً لمائلة عددية لفئات مغلقة » 
لايوجد أحد مها حيث يحتوى عل فئة مفتوحة غير خالية . 

. (ف) الفئة © لأعداد قياسية ليست التقاطع مجموعة عددية لفعات مفتوحه ق بر‎ - ١ 


الباب الثانى عشر الفئات المقصلة : 

منقدم الآن مغهوم الفئة المتصلة الى ستستخدم من وقت لآخر فيا يل :. 

١-9‏ تعريف , يقال لفعة جزئية 2# 2272 أنها غير متصلة إذا كان يوجد دئتان 
فى هذه المالة يقال للزوجح 8 و 4 بأنه يكون عدم اتصال أو قطم للاتحاد 2 يقال للفئة 
الجزئية التى لا تكون غير متصلة أمها متصلة ( أنظر شكل ١ - ١١‏ ) . 

؟١‏ - + أمثلة (1) الفئة «8حج لز غير متصلة حبيث بمكدنا أخذ 


(3/2 > ع: اكع 2 ع م د (3/2< :8ع 8 


( شكل ١١-1١‏ ) فئة غير متصلة 
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(ب) الفثة إللاع :81-1 غير منتصلة 

( ج ) الفئة 5 المتكونة من جميع أعداد قياسية موجبة غير متصلة فى 82 حيث بمكدنا: 
أغذ (0/2> + :8 + - م و (2<2: 8 عع)- 8 

( د ) إذا كانت 1 > ع >0 حينئذ الفعات (» < + : 286 »ع «! > 8 ,إن ع ع ,كلا ء «) - لم 
تشق فبرة الوحدة [1 > > 4:0 ع )8-1 إلى فتات غير خالية غير متصلة باتحاد 7 
لكن ما أن 4, ليست مغتوحة فإن هذا مثال لا يوضح أن / غير متصلة وفى الحقيقة سنوضح 
فيا يل أن الفئة 4 متصلة . 

. 2# نظرية . فترة ألوحدة المغلقة [1 ,8-10 فترة جزئية متصلة من‎ #- ١ 

البر هان . سنبدأ بالتناقض و نفرضص أن 8 ٠‏ 4 فثتان مفتوحتان يكونان عدم اتصال 
لفترة الوحدة 5 . أى أن 8218 » 084 ل فثتان محدودتان غير خاليتين وغير متصلتين 
واتحادهما هو 3 . بما أن كلا من 4 »+ 8 مفتوحة فلا بيمكن أن تعكون الفئات 4683م » 
88 من نقطة واحدة فقط ( لاذا ؟ ) . لأجل التحديد نفرغس أنه يوجد نقط 
شدءه . 58 بحيث ان 0>2>65>1 . باستخدام خاصية الملو ؟ - + نأخذ 
(6 >< مع نميو 32 حيث أن 1 >»ع>0 ومن ثم 8ناثش ع © إذاكانت 
ع 26 حينطذ #48© وبما أن 4 مفتوحة فيوجد نقطة © >6 ,ل 676 بحيث ان 
الفثرة [:© و©] تكون محتواة ى (6>*: شج *1 يتناقض لتعريف © . بالمثل إذا 
كانت 8ع © حينئذ بما أن 8 مفتوحة فتوجد نقطة ‏ © >دط ,8 06 محيث أن الفترة 
[6 ودة] تكون محتواة فى 80١5‏ يتناقض تعريف © . ومن ثم الفسرض بأن 4 غير 
متصلة يقودنا إلى تناقض »وهو المطلوب إثياته . 

القارىء سيلاحظ أن نفس البر هان بمكن استخدامه لتوضيح أن الفترة المفتوحة (0,1» 
تكون متصلة ىق 2# , 

- 4 نظرية . الفراغ الشامل”22 يكون متصلا . 

البرهان . إذا ثم يكن الفراغ متصلا ء فحيئئذ توجد فئتان 8 وم مفتوحتان غير اليتين. 
وغير متصلتين واتادها هو 20 : ( أنظر شكل ١١‏ و ؟ ) . نفرض أن »>< . 8ع( 
واعتبر 5: هى قطمة من خط يصل * و بر » أى 

(1 ::(*- )+ ع ع م 

تفرص (ه كح (بر - ب) + ع : 38 )4 - رم وتفرض (8 ع (بر - ب) 24 : 16 ع 1 ع ر8 
من السبل ملاحظه أن و4 و 8:5 فتتان جزئيتان غير خاليتين وغير متصلتين من 8 وهذا 
يعطى عدم اتصال لفترة الوحدة 3 ما مخالف نظرية 15 - م . وهو المطلوب إثباته 


ع5 


(شكل ١1-؟)‏ 


0-1 نتيجة . الفثتان الجزئيتان الوحيدتان من “42 والى كلاهما مفتوحة ومغلقة 
هما م. ”1 

البرهان . لأنه إذا كانت 4 مفتوحة ومفلقة فى وقت واحد ى”3 فسينظ 8*١‏ -8 
تكون أيضاً مفتوحة ومغلقة . وإذا كانت 4 غير خاليه وليست كل ”2 فحينثة يكون 
الزوج 8 و4 » عدم اتصال من “22 وهذا مخالف النظرية . وهو المطلوب إثبائه 


الفئات المفتوحة المتصلة : 

تلعب الفئات المتصلة دور هاماً وخاصاً فى قطاعات معينة من التحليل . و باستخدام التعريف 
بكون من السبل تقرير النتيجة الآنية : 

5-5 مفارضص . فئة جزئية مفتوحة من ”42 تكون متصلة إذا وإذا فقط كانت 
حيث لاممكن التعبير عها كاتحاد لفثتين مفتوحتين غير خاليتين وغير متصلتين . 

يكون من المفيد أحياتاً أن يكون لديئا تمييز آخر للفتات المتصلة المفتوحة . ولأجل إعطاء 
مغل هذا الّييز سندخل بعض مصطلحات . إذا كانت «ز و * نقطتين فى ”1 فحينئذ 
يكون منحى مضلع يصل و" 3 301 هو فته 2 ألى تحصل علها كاتحاد لعدد محدود لقطع 
خطة مرتبية (سآ....,مةرمة) فى ”#8 محيث أن القطمة الخطية #5 يكون طرفاها 
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هما و و *#اء ونبايتا القطعة الحطية ديك هما ... :دجت وو2 والقطعة الحطية رلك يكون 
لها الطرفان < ,2-1 (انظر شكل ١١‏ - "م ) 
1-#*# نظرية . بفرضص © فئة مفتوحة فى ”82 فإن )© تكون متصلة إذا وإذا فقط 
كان أى زوج من النقطتين بر و * فى © يحيث بمكن اتصالما بمنحى مضلع يقع بأكله فى © . 
البرهان . نفرغس أن © ليست متصلة وأن 8 و 4 قطم أو عدم اتصال فى © . 
فإذا فرضنا أن 4060/©* . 6800لا ونفرض أن (سل,...ممةرركط)اعدم 
هى منحى مضلع يقع بأكله فى © ويصل * »ع بر . نفرص أن / هى أصغر عدد طبيعى 
بحيث ان الطرف :26-2 للقطعة الخطية عمة ينتمى إلى ©4426 والطرف 22 ينتمى إلى 
8650 ( انظر شكل +1 - 4 ) . إذا عرفنا رم ٠‏ ,8 بالتالى 
ب(6 مفب لدم )ل عن أكاء اأدرم 
(00شهء ل( حينج)! لدج : قاع اد ر8 


حينئذ يكون من السهل ملاحظة أن 4 و8 تكونان فنتين جز ئيتين مفتوحعين غير خاليتين و غير 


( شكل ؟١-‏ 8 ) منحى مضلم 


متصلتين من +12 . ومن ثم يكون الزوج .8 و .4 قطما لفيرة الوحدة مما مخالف نظرية 
+« - صم . لذلك إذا كانت © غير متصلة فيوجد نقطتان ىق © محيث لامكن إيصاها منحى 

بعد ذلك نفرض أن © فئة متصلة مفتوحة فى ”82 وأن + تنتمى إلى © . وتفرضص أن © 
هى الفئة الجزئية من © والى تتكون من كل النقط ى © الى يمكن وصلها بالنقطة * منحى 
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(شكل ؟١؟١-4)‏ 


مضل يقع بأكله فى © » نفرض أن © تتكون من كل النقط فى © والتى لايمكن وصلها إلى 
* بواسطة منحى مضلع واقع فى © . من الواضح أن 6 -2602© . الفئة © ليست 
خالية حيث انها تحتوى النقطة * . والآن سنوضح أن و© مفتوحة فى ”8 . إذا كانت «ر 
تنتمى إلى ,© فينتج من حقيقة كون © مفتوحة أنه لمدد حقيق ما 0< م » تدل 
م > نر - ]1 إذن عل أن 6 6+ . ومن تعريف و نجد أن النقطة بز يمكن 
اتصاها بالنقملة * بواسطة منحى مضلع وبإضافة قطمة خطية من «ز إلى لا » نستلتج أن ملا 
تنتمى إلى :© . ومن ثم تكون و © فئة جزئية مفتوحة فى ”82 . بالمثل الفئة الجزئية © 
تكون مفتوحةق ”22 . إذا كانت م © ليست خالية حينئذ الفتعتان 62 و .© يكونان 
قطعاً أو عدم اتصال فى © ما مخالف الفرض بأن © متصلة . وإذن ©- ,© و كل نقلة 
من © يمكن وصلها إلى * بمنحى مضلع واقع بأكله فى © . وهو المطلوب إثباته 


فثات متصلة فى 8 : 


نبى هذا الياب بتوضيح أن الفئات الجزئية المتصلة فى 12 تكون بالضبط الفترات 
( انظر باب 0 ) . 


--ه نظرية . فئة جزئية © تكون متصلة إذا وإذآ فقط كانت فثرة . 


برهان جزق . البرهان المعطى ق نظرية 7-919 بمكن تعديله بسهوله لتوطيد الاتصال لفترة 
اختيارية غير خالية . سنيرك التفصيلات للقارىء . 


1 


وبالمكس » نفرضى أن 1*8 © متصلة وتفرضص أن 0140© . للاحظ أن0 لا 
الخاصية الى تقول أنه إذا كانت ©65©>6 و © و 88> ». فإن أى عدد م محقق 
8 > » >» بحب أن ينعى أيضاً إلى © » لأنه إذا كانت © »© فإن الفتعين 
(#8:2>0عغ دم ام ع<رنهعبيدع 
يكونان قطما أو عدم اتصال فى © . 


(1) الآن 'غغرضص أن © محدودة من أعلى ومحدودة من أسفل وتفرض 1060 - © ) 

© ولاة - 8 سئوضح أن © يحب أن تأخذ إحدى الصور الأربع التالية: 
(6,©) .بإطيه) ,(طبه]) ,[طبم] 

وف الحقيقة » إذا كانت ©6جعم ء» )جم28 فقد رأينا حينئذ فى البند السابق أن 
© 2[ ,و] والقيقة بأن [6 .©] > © تنتج من حقيقة كون م » م ها إطد الأسفل 
والحد الأعلى على الأرتيب للمقدار © . 

إذا كانت © 46 لكن © 5# نفرض أن '8 أى عدد حيث >'85 > © . ما أن 
© طلاة - 8 فإنه بحب وجود عنصر 86*60 بحيث ان ”5 >( > م . لذلك يحب أن 
ينتمى العنصر “8 إلى © وما أن '8 أى عدد يحقق ( > '8> ه فنستنتج أن (8 ,4) > © . 

بالمئل إذا كان © 64 لكن © © 5 فنستنتج أن [5,ه) > © بيبا إذا كانت 
© 6ه فإذن نستنمج أن (8 ,ه) > © . 

(لذ) الآن نفرض أن © محدودة من أسفل وليست محدودة من أعلل ونفرضص أن 
0 كهاع معيث أن (م+ب,ه]ء © . إذا كانت © >6 وكانت *# أى عدد حقيق 
حيث ‏ كت © حينئذ - ما أن © ليست محدودة من أعلى - فيوجد )66 محيث أن 
6« ومن ثم ينتج من الخاصية السابقة أن 266 . ما أن عر أى عدد اختيارى محقق 
1ه فنستنتج أن (م+بم] د © . 

باثل إذا كانت © #6 فستيمج أن (م+,ه) © 2. 

(لللة) إذا كانت © ليست محدودة من أسفل لكن محدودة من أعل وإذا كانت 
6 ولاة ع طم حينئذ يوجد حالتان ((م,مه-)- 6 أو [(,ص-)- © عل حسب 
كرن ©5©6 أو ©©م . 


0618 أخيراً ء إذ! كانت © ليست محدودة من أسفل وليست محدودة من أعل حيئئة 
يكون لدينا الحالة (#+ ر,م-) >0 اال وهو المطلوب إثباته 


مل 


تمرنات : 
؟١‏ -(أ) إذا كانت 4 ٠‏ 8 فتتين جزئيتين متصلتين .٠ن‏ «ج1 اعط أمثلة لتوضيح 
أن 8نالك » 408,418 بمكن أن تكون إما متصلة أو غير متصلة . 
١١‏ -(ب) إذا كانت ”2 0 متصلة ع د نقطة تجميم من © فإن (2«)لا© تكرن 
متصلة . 
١١‏ -(ج) إذا كانت "8 © متصلة » وضح أن أقفالها -© (انظرتمرين وال ) 
متصل أيضاً , 
١‏ -(د) فئة ”8 > 2 تكون غير متصلة إذا وإذا فقط كانت #داظ - 2 حيث 
و فئتان غير خاليتين وحيث 2-6 حصحط ,0 ع -[] لاجآ 
١‏ -(2) إذا كانت “8-8 محدبة( انظر تمرين - من )فإن ك2 متصلة . 
١١‏ -(و) الفثة لكانتور غير متصلة بانساع وضح أنه إذا كانت ذ١ا‏ #*ع كع وبع 
حينئذ يوجد عدم اتصال 8 و 4 الفئة ل محيثإن 8 ع [ز ,ف ع بر 
١‏ -(ز) إذا كانت 2601© فتتين جزئيتين متصلتين من 32 فحينئذ يكون حاصل 
الضر ب ع0 فئة جزائية منتصلة ٠ن‏ ” 
-(ح) أثيت أن الفئة 
((0 ,1)0نا(0 مع ,تعد ك 82:0 )4 م 
تكون متصلة فى 8 . لكن لا يوجد منحى مضلع يقع بأكله فى 4 حيث يصل النقطة (0,0) إلى 
النقط الأخرى فق الفئة 
-( ط) أثيت أن 


[1 كرك 1- نزو ,م إن [م عم طمةه- رنب رريم] - و 
متصلة فى 22 . لكن ليس ممكداً دائماً اتصال نقطتين فى 5 منحتى مضلعم ( أو أى منحى 
مستمر ) واقع بأكله ف له . 
'لباب الثالث عشر - نظام الاعداد المركبة : 


نظام المدد الحقيى الموجود قبل ذلك يمل الأمر سملا لأن نتذكر نظام العدد المر كب 
وسنشير ى هذا الباب إلى كيفية تر كيب الحقل المركب(ه) . 


(») هذا لباب يممكن حذفه عند أول قراءة . 


كل 


كا رأينا سابقاً نظام المدد الحقيق هو حقل الذى يحقق خواص إضافية معينة . فى 
باب م كوا الفراغ الكارتيزى ”82 وأدخلنا بعضى العمليات الخبرية صل طية لحاصل 
الشرب الكارتيزى للفراخ 12 . لكن لم نشكل "28 إلى حقل . وسيظهر مما يثير الدهشة 
أنه ليس مكنا أن تعرف حاصل ضرب الذى يجيل “8# ااء 3 حدم سقلا . وبالرغم من 
ذلك نحد من الممكن أن تعرف عملية حاصل ضصرب فى 822" 8# الى تشكل هذه الفثة إلى 
حقل . والآن سنورد العمليات المطلوبة . 

١ - ١+‏ تعريف ,| نظام العدد المركب © يتكون من أزواج مرتبة (ثز ,) لأعداد 
حقيقية بعملية الجمع المعرفة بما يل 

0+ ص ,نع + 2 ع كر ,'ع) +04 

وعملية حاصل الضرب المعرفة بما يل ش 


بو + "لع ,"لعو ا جرمد) حوزنو ,"*) ١‏ 70م 


أى إن نظام المدد المر كب © له نفس العناصر مثل قراغ البعدين 82 . وله نفس 
عملية الحمع ولكنه ملك حاصل ضرب بينا 407 ليس له حاصل صرب . وإذن - باعتبارهها 
فئات فقط - نجد أن © و5 متساويان حيث لما نفس العناصر ولكن هما من وجهة 
نظر الحبر ليسا نفس الثى” لأنهما يقنيان عمليات مختلفة . 


عنصر من 46 يسمى عدد مركب وغالباً يرمز له حرف مفرد مثل 2 . وإذا كانت 
(نر,ة) حاع حينئذ نشير إلى العدد الحقيق د بالحزء الحقيق من 2 و إلى بر بالخزء التخيل من 


2 وبالرموز 
12 1 ,2 16 > ين 


العدد المركب (لا- ,*) - 2 يسمى المرافق المدد (نر,) ح جم . 

حقيقة هامة هى أن تعريف حاصل المع وحاصل الضرب المعطى سابقاً لعناصر 
تشكلها إلى مو حقل » ممعبى الحيز الحرد . أى إنها تحقق الحواص الحبرية المسجلة فى 
؛ - ١‏ بشرط إبدال المدد 0 فى (وه) بالزوج (0,0) ٠»‏ المنصر المناظر إلى © فى 
(مة) هو الزرج («ر سود ل ) وإيدال المدد 1 ق (841) بالزوج (0 ,1 ) 'المدد 
المناظر إلى 1/64 هو الزوج 


حيث (106)0,0,*) 
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نجد أحياناً من المناست أن تصطلح عل الرموز ى باب م ونكتب 


(9ه ,ه) - (0 )4ه عه 


حيث © هوالمدد الحقيق » (لا ,ن) - 2 يكون ىق © . يتضح من هذا الرمز أن كل عنصر 
فى > له تمثيل و حيد قى صورة جمع لحاصل ضر ب عدد حقيق (0 و1) وحاصل ضر ب عدد 
حقيى (1 ,0) . أى إنه يمكننا أن نكتب 


(1 ,7)0+(1,0)غ > (ى ,«) داع 


بما أن المنصر (1,0) هو العنصر المحايد ىق © فن الطبيعى أن ترمز له بالرمر 1 
( أولا نكتبها مطلقاً إذا كانت معامل ) . ولأجل الاختصار نجد من المناسب أن ندخل رمزا 
يدل عل )1 0( 2 هو الاختيار المناسب . 


ومبذا الرمز » نكتب 
+ ع - (ن ,) دع 


بالإضافة إلى ذلك يكون عندنا ‏ ( 1 - > (با- ,*) - 2 


ودج 2+ 2. 
و كه - ختعكد جع مم دير 
2 2 121 1 : 2 2 


بتعريف ١ - 1١+‏ يكون عندنا (1,0-)-(0,1()0,1) الى بمكن كتابتها مثل 
1--2:] .أى إنه فى © تكون معادلة الدرجة الثانية 


1-0جثشجع 


لحا حل . السبب التاريخى لتطوير نظام المدد المر كب كان محصولا على نظام للأعداد الى 
فيه يكون لكل معادلة الدرجة الثانية حل . وقد تحقق أن ليس لكل معادلة ممعاملات حقينية 
حل حةيى ولذلك ابعكرت الأعداد المركبة لملاج هذا النقص . وهناك حقيقة معروفة 
وهى أن ليس فقط أن الأعداد المر كبة تكى لإنتاج حلول لكل ممادلة الدرجة الثانية 
معاملات حقيقية ولكن أيفاً تكنى الأعداد المركبة لفمان الحلول لأى معادلة كثيرة 
الحدود بدرجة اختيارية و بمعاملات بممكن أن تكون أعداد مر كبة . هذه الئتيجة تسمى بالنظرية 
الأساسية فى الخبر وقد برهنت لأول مرة بواسطة جاوس العظم(ه) فى عام ١056‏ . 


(#) كارل فريد رشى جاوس ( لإلإلا1ة ل 1886 ) وكان الاين العظيم لعامل يومى © وكان 
واحدا من أعظم الرياضيين ولكن آيضا يذكر يعمله فى النلك والطبيعة والمساحة التطبيقية ٠.‏ 
وقد أصبح أستاذا ومديرا للمرصد فى جيتنجن بألانيا الغربية ٠‏ 


6.5 


مم أن © لا يمكن أن تسلى الهواص المرتية الى بحثت فى الباب الخامس ٠‏ فن 
السبل أن بببها بالقياس وبالتر كيب التوبولوجى قى ألباب الثامن والباب التاسم لآنه 
إذا كانت ((ا ,“) - 2 تنتمى إلى © فنعرف القيمة المطلقة للمقدار 2 بأنه 

*' ير + *م) > اع| 

ويرى بسبولة أن القيمة المطلقة المعرفة حالياً ها الحواص الآتية 

|2]| <6 )(( 

(له) 0 - [: | إذا وإذاقط 0 -<ج 

ضف )مز رسا حزما 

(17) |2 + |. |ى]: + 51 |ززم|| 


ويلاحظ أن القيمة المطلقة المدد الر كب (نز,#) - 2 فى بالضيط تقس العمود المتصر 
(«ر,د) فى 22 . لذلك تكون جميع الحواص التوبولوجية للفراغات الكارتيزية الى قدسته 
ودرست فى أبواب ١‏ إلى ؟١‏ هى ذات الممى وصميحة لنظام المدد المركب © . ويوجه مشخاص » 
مدلولات الفعات المفتوحة والمتملقة ى © هى ماما اللازمة للفراغ الكارئيزى “2 

وبالإضافة إلى ذاك تطبق نظرية بولزانى - فيرشتراس ٠١‏ - 4 ونظرية هاين - 
بوريل 0-1١١‏ ونتائجها أيضاً فى © وأيضاً تطبق نظرية 15-ا. 

القارئ' يحب أن محفظ هذه الملاحظات الذاكرة أثناء دراسته لبزء الباق من هذا الكتاب . 
وسيلاحظ أن كل المادة التالية الى تستخدم الفراغات الكارتيزية ببعد أكثر من واحد 
تستعمل على حد سواه لنظام العدد المر كب . أى إن معظٍ النتائج الى سيحصل عليها والمتعلقة 
بالمنتابمات والدوال المستمرة والمشتقات والتكاملات واللمتسلسلات اللانهائية تكون أيضاً 
صحيحة لنظام المدد المر كب 6 بدون تغيير إما ى النص أو فى البرهان . والاستثناءات 
الوحيدة فى هذا التفرير هى نلك الحواص الى أسست عل المواص المرتبة للفراغ 2 . 

وببذا المنى يكون التحليل المركب حالة خاصة للتحليل الحقيق » لكى يوجد عدد 
من الملا مح الحديئة الهامة والسيقة لدراسة الدوال المولومورفية الى ليس لها جزء مقابل 
فى مملكة التسليل الحقيق . وإذن ستجمع جزئياً المظاهر السطحية للتحليل المركب فى الحزه 
الذى سنقدمه . 


تمرينات : 


١+‏ -(1) وضح أن المدد المركب 2 يحصل عليه من 2 بدوران 7/2 زاوية نصف 
قطرية فى عكس اتجاه عقارب الساعة (907 عد ) حول نقطة الأصل ‏ 


1١٠60 


1-(ب)إذا كانت 0 هنو ز+ 0 ومع > (0 صو ,8 5ومع) - © فحينتذ المدد 2» 
مكن الحصول عليه من 2 يدوران 0 زاوية نصف قطرية ضد عقارب الساعة حول نقطة الأصل . 

+1 -(ج) صف الملاقة المندسية بين الأعداد المركبة 2 » 5 + يزت حيث 0نحد ن 
ووضح أن الراسم المعرف تعد المركب 226 بواسطة 6+ ه-(2)/ ينقل دوائر إلى 
دوائر وخطوط إلى خطوط . 

١‏ -- (د) صف العلاقات الحندسية بين الأعداد المركبة 2 ,2 و 1/2 حيث 20 . وضح 
أن الروامم الممرفة بواسطة 2-(2)م تنقل دوائر إلى دوائر وخطوط إلى خطوط . 
أى دوائر وخطوط نترك ثابتة كا هى بالراسم بم ؟ 1 

١١‏ -(ه) وضح أن الروامم المكسية المعرفة بواسطة 1/2 -(8)2 تتقل دوائر وشطوط 
إلى دوائر وخطوط . أى دوائر تنقل إلى خطوط ؟ - أى خطوط تنقل إلى دوائر ؟ افحص 
الصور تحت #4 تخطوط الرأسية المعطاة بالممادلة . ثابت - 282 ء والحطوط الأفقية 
ثابت - 2 س1 » الدوائر ع | 2] ثابت . 


تان افحص الصفة الميزة المندسية للرواسم الممرقة بواسطة 22 - (2)ج حدد 
ما إذا كان الراسم م هو وأحد إلى واحد وما إذا كان الرامم مم ينقل © إل جميم © . 
أفحصس الصور تحت ج لخطوط 


ابت دج 180 و ثابت 2ع ع5 


رالدوائر > |2 | ثابت . 


ال 


ممدنا المادة الملمية قى الفصلين السابقين بقدر كاف من ألفهم لنظام المدد الحقيق 
والفراغات الكارتيزية . والآن مما أنه قد وضعت هذه الأساسيات التوبولوجية والجبرية 
فنصبح مستمدين لتتبع أسئلة ذات طبيعة تحليلية أكثر وسنبدأ بدراسة تقارب المتعابعات 
وبعض هذه النتاج فى هذا الفصل ربما تكون معروفة القارئ من مناهج أخرى فى التحليل 
ولكن يقصد بالدّثيل المسلى هنا بأن يكون أكثر تعمقاً وبأن يعطى نتاج معينة أكثر عمقاً 
من الى نوقشت عادة فى المناهج السابقة . 3 

أولا سنقدم معى التقارب المتتابعة الى عناصرها فى ”82 ونقر بعض نتائج أولية 
( لكن مفيدة ) عن المتتابعات التقار بية . و حينئذ سنقدم بعض معايير هامة للتقارب . وبعد 
ذلك ندرس التقارب والتقارب المنتظم لتتابمات الدوال وبعد باب مختصر عن اللباية 
العليا سنلحق باباً أخيراً . وم إنه شيق بمكن حذفه بدون فقدان الاستمرار حيث النتائج 
سوف لا تستخدم فمأ بعد . 

بسبب التحديدات المطية اللازمة فى كتابهفقد قررنا أن نتبع هذا الفصل بدراسة 
عن الاتصال » التفاضل والتكامل وهذا له وجهة نظر غير موفقة لتأجيل حمثيلا تاماً 
للمتسلسلات وقتا كافياً ويشجع الممل عل إعطاء مقدمة مختصرة على الأقل للمتسلسلات أثناه 
هذا الفصل أو يمكنه الانتقال مباشرة لليزء الأول من الفصل الرابع بعد باب ١5‏ . إذا كان 
يفضل إجراء ذلك . 
اباب الرابع عشر ‏ مقدمة الى المتتابعات : 

مع أن نظرية التقارب يمكن تمثيلها على مستوى تجريدى جداً ء فإننا نفضل مناتفة 
المتتابعات فى فراغات كارتيزية ”2 منتبين لطخالة الحط الحقيق . ويحب عل القارئ أن 
يفسر الأفكار برسم أشكال توضيحية فى 8 و 82 

١ - 4‏ تعريف . إذا كانت 5, فئة ماء متتابعة فى 5 هى دالة على الفئة [. . . ,2 ,87-11 
لأعداد طبيعية والى مداها يكون فى 8 . ويوجه خاص ١ح‏ تكون متتابعة ق "26 دالة نطاقها 
فى بم ومداها يكون محتوياً فى 27 . 


1١.7 


وبعبارة أخرى تخصص ء متتابعة فى ”18 لكل عدد طبيعى ‏ 1,2,...,2 7542 عتصراً 
محدوداً وحيدا من “22 . وتقليدياً يشار للمنصر من “2 الذى بخص لعدد طبيعى 8 برمز 
مثل د » ومع أن هذه الدلالة تغاير الى تستعمل لمعظم الدوال فسوف نتمسك بهذا الرمز 
التقليدى [ لكى يكون مطابقاً لرمز استخدم مابقاً » إذا كانت "2 ج 1:20 مجتبابعة » فقيمة 
للد عند 10 يجب أن يرمز لا بالرمز (2) الذى هو أفضل من الرمز د ] . 
بيما نقبل الرمز التقليدى نريد أيضاً أن تميز بين الدالة 2 وبين قيمها ,د - (:)عز 
ومن ثم عندما يرمز لعناصر المتتابعة ( أى قي الدالة ) بالرمز رد سنشير قدالة بالدلالة 
(«) 5 أو (ل7ع72:,:)- كا 
ونستعمل أقواساً للدلالة على أن الترتيب فى ل المستنتج بهذا مسألة هامة . وإذن فنحن 
مير زافزياً بين المتتابمة (لقعم: ج) - ع2 والفعة (لاع»:.ع) لقي هذه المتتابعة , 
ف تعريف متتابعات ئدون غالبا قانمة مرتبة لمناصر المتتابعة ونقف عندما تنكون قاعدة 
التكوين واضحة . أى إنه بمكن أن نكتب 
(... .6,8 ب2,4) > 
للمتتابعة لأعداد زوجية صحيحة . وطريقة أكثر كفاية وأمثيلا هى تعيين صيغة دلحد 
العام فى المتتابعة » مثل 
راع : 2ة) 
وف التطبيق العمل يكون من المناسب غالبا تحديد القيمة «*# وطريقة الحصول على 1 < 5 ,+ 
عندما تكرن 3 معروفة دودمم ذأك وهذا أكثر تعما بمكن أن نحدد و وقاعدة فصول 
على ,..*« من بيد,... ررد ,ىد . وسنشير إلى كل من هاتين الطريقتين بالتعاريف الحثية 
للمتتابعة . وبهذه الطريقة بمكننا تعريف المتنايمة لأعداد طبيمية زوجية بالتعريف 
1 1 ,2 + 2 2 رجية 2 ترا 
أو بالتعريف ( يظهر أكثر تمقيداً ) 
1 2 ار خة > اب رخا 
وواضح أن طرقاً أخرى كثيرة لتعريف هذه المتعابمة ممكنة , 
والآن سنقدم بعض الطرق لتر كيب متتابمات جديدة من المتتابعات المعطأة . 


4- # تعريف . إذا كانت (ي) -< و (مل) تلآ متتابعتين فى 87 0ح حينئذ 
تعر ف حاصل جمعهما بأته المتتابعة (.و + ,<) - للا +2 فى 27©زاء والفرق بيهما هو 
المتتابعة (إن ي) ع للا - 6 وحاصل شر ببما العددى هو المتتابعة (١لا ٠‏ ) ح- لآ ٠‏ 26 


١١8 


فى 8# والتى بمكن الحصول عليا بأخذ حاصل الضرب العددى مدو د المتناظرة وإذا كانت 
(,ا) - 2 متعابعة قى 32 وإذا كانت (,إ) > 3 متتابمة قى ”46 فتعرف حاصل ضرب 
المنتابعة ل والمتتايمة 1 بأنه المتتابعة فى ”2 ويشار إليها بالمقدار (..») ع لاما أو إذا 
كانت 8 ع6 (,) 23-2 فنعرف (ين) - )6 . وأخيراً إذا كانت (وب) لا 
متتابعة فى 8# حيث 140 فيمكئنا تعريف خارج القسمة لمتابيمة (.*)-<خ فى 
"22 عل لآ بأنه المتعابمة (.لا/,<) - لا/2 . مثال ذلك » إذا كانت 37 و 76 متتابعتين فى 
2 معطيتين بواسطة ش 


1 1 1 
(.ط... )عه و(..278 0.0 ,6 ,2,4) > ك2 


لي 
حينئذ يكون للدينا 
[ا+تمج 2.9190/_ 
0 0 9 و. ,3) - 86+ 
22-1 717 ف 
1 0 5 و. 1 12) - :16-1 


ب 022 هي 
و( . ,618 ١,‏ . . ,12718 ,6) - 3736 


2 02 8 1 2 5 .)ْ 


) 1-0-7 95 
ف كش ...1 ,1,0) 2 


حينئك فقد عرفنا *31+ 2 27 » 727 لكن 2/6 لا تعرف »+ حيث إن بعمض 
العناصر ىق 2 أصفار . 

الآن نأق إل مفهوم الهاية لمتتابعة . 

14- # تعريف. بفرص (,) - 26 متعابية فى ”848 . يقال للعنصر *# من "14 
إنه نباية ل إذا كان يوجد لكل جوار 7 للعنصر * عدد طبيعى 07 نحيث إنه لكل 
بع < 4ااء حينئذ ,ير تنصى إلى 7 . إذا كانت د هى نباية ل ء نقول أيضا إن 1 
تعقارب إلى * . إذا كانت المابعة لما نهاية فنقول إن المتحابمة تقاربية . إذا كانت المتتابعة 
ليس لها مباية فنقول إنها تباعدية . 

المدلول ,)3 يستخدم للدلالة على أن أختيار 4 يتوقف على 7# . من الواضح أن 
جيرة صغيرة ل ستتطلب عادة قيمة كبيرة من بك لكن يضمن أن 2.6137 لكل 


بنع < 1 


5ك 


قد عرفتا الباية لمتتابعة () - 2 بدلالة الحيرات والمتالحات . من المناسب غالبا أن 
نستخدم العمود قى ”82 لإعطاء تعريف مكاق” الذى ستذكره الآن كنظرية . 


4 - 4 نظرية . بفرضص (-2) - 26 هى متتابعة فى “82 فإن عنصرا + للمقدار 2 
يكون نباية ل إذا وإذا ققط كان يوجد لكل 0 < © عدد طبيعى /5)8١‏ محيث إنه لكل 
(ع)ظ ح : فإن م>(عء - ,| 


البرهان : نفرس أن د هى نماية المتتابعة 6 طبقاً التعريف «9١4‏ . الآن نفرض 
ع > 0 ونمتبر الكرة المفتوحة ‏ (#>|» - «ر(|: ”26ج بإ) > (ع)ثلا الى هى جوار * 
يوجد بتعريف 7 1١4‏ - 8 عدد طبيعى بك محيث إنه إذا كانت رن ح م فإن 
(عالا عه 2 . ومن ثم إذا كانت مط -< م فإن م>|ء- ,|| وهنذا يثبت 
أن الخاصية المنصوصة تكون "حيحة عندما تكون © لجاية #ر . 

وبالئكس ء نفرض أن الخاصية فى النظرية سحميحة لكل 0 < 6 ٠‏ يحب أن نثبت أن 
التعريف 8-١4‏ يكون متحققاً . ولإثبات هذا نفرض أن 7 هى أى جوار العنصر # 
فحينئذ يو جد عدد 0 < ع محيث إن الكرة المفتوحة (8) 37 الى مر كزها د ونصف قطرهاع 
تكون محتوية فى 8. وطبقاً لخاصية فى النظرية » يوجد عدد طبيعى (2) ع بحيث إنه إذا 


كانت (5)6 # فإن ‏ #>|*- .]| . وبصورة مختلفة نجد أنه إذا كانت 
()2 < # فحينئذ (9/)8 © ,ندا ومن ثم /7 © ,ا وتتحقق المتطلبات فى تعريف 4١-م‏ . 
وهو المطلوب إثباته 


4 - ه أنفرادية الهاية . يكون لمتتابعة فى ”18 نباية واحدة على الأكثر . 


البرهان:. تفرض - على المكس - أن “عدو “ هما نهايتا (,) -36 وأن “عيبر 
ولفرض أن “7 و “7 هما جواران غير متصلين للمقدارين”'< و * على الترتيب و نفرض 
أن “كه و “كك هما عددان طبيعيان محيث إنه إذا كانت 'ك# < « فإن "لاع,د وإذا 
كانت ل <* فإن "راع ير . ونفرض "2 ,)مداه - 12 | محيث إن كلا 
من الع بعد اع "ييا عرد . نستنتج أن بريد تنتمى إلى "17/7037 مما مخالف التكوين 
وهو كون ””[ ء “لآ غير متصلتين . وهو المطلوب إثباته 


عندما يكون لمتتابمة (,<) - فى “2 الهاية + ففالباً نكتب 
(.) نصنا ع« أو ول سنا عر 


أو أحياناً نستعمل الرمز يرح ير . 


1١٠ 


نقول إن المحابمة  72<-)«<,(‏ فى ”42 محدردة إذا كان يوجد 0 < 84 محيث إن 
> امد لحميم لارع »م . 

غ١‏ - » مفتر ض . متتابمة تقاربية فى ”82 تكون محدودة . 

البرهان . نفرض أن (.2)2مزآ[- ونفرض 1 - ع حسب نظرية 09١4‏ - + 
يوجد عدد طبيعى  )1(‏ - 8 محيث انه إذا كانت 16 < «# يكون 1 <|ء - .| 
وباستخدام متباينة المثلث نستنتج أنه إذا كانت كر < م فإن ‏ 1+|ا| > ادا 
إذا وضمنا (1+||*|| معدا ,. ٠.‏ رإأت*«ا إاضالا مدو ك8 فإن 384 > آنا بكل 
لمعم . وهو المطلوب إثباته 

ربما يوجد شك من أن نظرية التقارب للمتتابمات فى ”80 تكون أكثر تعقيداً علها 
فى 8 لكن ليست هذه هى الحالة ( باستثناء مواد رمزية ) . وق الحقيقة النتيجة القادمة هامة 
فى توضيح أن الاستفسارات عن التقارب فى 20 يمكن اختزالها إلى استفسارات مائلة فى +1 
لكل من متتابمات الاحدا . 

قبل استعال هذه النتيجة سنستعيد أن عنصراً مثالياً * فى “22 يكون مثلا فى مط 
الاحدالى بواسطة . طية -اير» . 

...و3 و31) ح ير 
ومن ثم كل عنصر فى المتتابعة (.) فى “8 له تمثيل مشابه » أى ان 
ا ا 0 

ومبذه الطريقة تولد )0 2 0 متتابعة لأعداد حقيقية هى ٠... )١(‏ و(مد8) و1 
والآن سنوضح أن تقارب المتتابعة () هوصورة منمكسة لتتقارب هذه لم من متتابعات 
الاحداثبات . 

7-4 نظرية , المتتابمة () فى “8 حيث 

عه ١‏ (ميوة ... ودف رسدن) خ با (14.1) 
تتقارب إلى عنصل (ملا ,. . . ,دلا .:<) > لا إذا وإذا فقط كانث المتتابعات المناظرة م 
لأعداد حقيقية ١‏ 
ع (ي١ة)‏ , . . رلم) ولمع) 

تتقارب إلى ولا ...22 ود على الثر تيب . 

البرهان . إذا كانت ترح يد فإن. ع > || بردي || عند(ع) ع < 8 . وحسب 
نظرية م ١٠١-‏ نجد أن لكل مر.... ,1.2 ع قر 


١1١ 


يكون لدينا ع>|إلا- «د| > إننا- دا لكل (1)6 < »م 

ومن ثم كل من هذه إل مر من متتابعات الاحدائيات يحب أن تتقارب إلى المدد الحقيق 

المناظر . 1 
وبالئكس » نفرض أن المتابعات فى ( ١ - ١4‏ ) تتقارب إلى ,بر عند 

م و... و2 و1 ح ثر وبأغذ 0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (84)8 محيث انه إذا كانت 

١ فإن‎ + < 834 )3( 

ولع > ارا -منة| عند 1,2,...,26>زر 
ومن هذا ينتج أنه عندما (844)8 < 5 حينئذ 


ع > نر - مودا ل - تاد - مدا 


أى ان المتتابية (م*) تتقارب إلى ز . وهو المطلوب إثباته 
بعض آمثلة : 


الآن سنعرضشس بعضى الأآءثلة لإثيات تقارب متتابمة مستخدمين فقط الطرق المتاحة 
الآن . ومن الملاحظ أنه لكى نستمير يحب أن من قيمة الهاية بفحص مابق المتتابعة . 
وتشمل كل الأمثلة الى ستعرص فيا بمد بعض مهارات وتحايل ولكن النتاج الى تمحصل 
عليها ستكون مفيدة لنا فى إثبات ( بأقل عمليات تصرفية ) التقارب التتابات أخرى . 
لذلك سنكون مهتين بالنتائج نفس درجة اهتامنا بالطرق . 


4- 8 أمثلة . ( أ ) بفرض (.*) هى المتتابمة فى 2 حيث 1/8 >ييءا . فسنوضح أن 
نبا (/1) ع 0 . ولإثبات هذا نفرض أن 0 < ع ء وطبقاً للنتيجة + (ب) ( خاصية 
أر يدس ) يوجد عدد طبيمي (6)ْ محيث أن 8 > (1/1)8 حينئذ إذا كانت 
()5 < : فيكرن لدينا 


عم#ظكم 1د 
رج 3 محا >0 


ويتر تب على ذلك أنع > | 0 ى* | عند (5)8 82 . وبا أن 0 < ع اختيارية فهذا 
يبرهن أن نباية (1/5) > 0. 


(ب) إذا فرضنا أن 0 < » وتعتبر المتتابمة [8-+1/)14] - كا فى 8. فسنوضح أن 
انها ال - 0 . أولا نلاحظ أن 1 


1١1 


كي 1 
2 2م +1 


0> 


نريد الحد السائد أن يكون أقل من القيمة المعطاة 0 < م حيث 5 كبيرة كيراً كافياً . 
باستخدام نتيجة 7 (ب) ثانياً نجد أنه يوجد عدد طبيعى (8) حيث ان 8ه > (1/1)8 
حينئذ إذا كانت (6)ك1 < ” نيكون لدينا . 


1 1 


1 
0 


ومن ذلك ينتج أن 6 > |0- (6” + 1) /1| عند (5)8 < ”. حيث 0 < ج اختيارية 
فهذا يوضح أن نا #ر اك 0. 


(ج) افرض 8682 محقق 1 >8 >0 واعتبر المحابعة (8) . سنوضح أن 
نها (8) ع 0 ولإثبات هذا » يكون من ا مناسب أن نكتب 8 فى الصورة 


2-1 
1+6 


5 


حيث 6<0© ونستخدم معبايئة برئولى © + 1 <"إك + 1) عند لاع 
( انظر أمرين هج ) إذن 


1ي_ت يي طبه 
1 07 00 1 
كافى المثال السابق إذا كانت 0 < 6م معطاة فحينثة يوجد عدد طبيعى' (460)8 محيث أن 


ع>|0”اة| عند (©) 6ح ». وإذن يكون لديئا ما مها (”8) ع 0 . 


(د) نفرض أن 0 < 6 ونعتبر المتتايمة (*"6) . سنوضح أن لها (""ع) - 1 
أولا نفرص أن] < © حينئذ .4ك +1 - "0 حيث 0 < يك ومن ثم سب متبايئة برئويل 
قله +1 2 "(.ل +1) دع 
ومن ذلك ينتج أن .4م <1-ع مما أن 1 <غ» يكون لدينا 0< 1 -سم» . وإذن 

بإعطاه 0 < © فإنه يوجد عدد طييمى (4)8 بحيث أنه إذا كانت (ع) كل < 5 » فإن 


1ع 
72 


لالك ع >|1 - 15ل | عند (ع) 2 < م كالطلوب . 


ع-> > يك 1 - “اع >0 


1١1 


الآن نفرض أن 1 > » > 0 ( لأن الحالة 1 ع م واضحة ) حينة (م+1/)1- ا 
حيث 0<: ث2 ومن ثم احسب متبايتة بر نولى 

خم 1 5-1 

5 1 0“ 7 1 10 

ينج أن ع«/1 > مط >0 . ولكن بما أن 0 < م »ء فبأخذ 0 < ع يوجد عدد طبيئى(2) # 


نحيث انه إذا كانت (ع6) كم < « حيئة 


2 


7 
5 "ام - 
1 +1 >-0>>1 


لذلك 1|>82-"'ع| عند (8) < # كلمطلوب 

(ه) أعتير المتتابمة ‏ (1ج) سك . سنوضح أن لها كر 1 ء وهى حقيقة 
ليست واضحة نوعاً ما. نكتب ب,/ + ] ح ”542/7 حيث 0 < ير# عند 1 < 7# ومن ثم 
“(,+1)-28 2 . بنظرية ذات الحدين عند 1 < 5# نحصل عل 


1 
ع لت 10 > 
04 ./ 


يي لسمكاى, . بي للطتكك ب ىرب دمر 


ومن ذلك ينتج (1 --2/)5 > “م6 بحيث ان 
2_/ 
1-1 2 
الآن بفرض 0 < ع معطاة » فإنه يوجد (غ8)لك2 محيث انه إذا كانث (5)8 <, 
فينتج 2/2ع > (1 --1/)5 ومن ذلك ينتج أن ع > ,6 > 0 وأيضاً 
ع > بها ع 1 - "ور > 0 
عند (5)8 < 5 . وما أن 0 < ع اختيارية فهذا يبرهن أن لها (*!5) - 1 . 
هذه الأمثلة توضح أن هيكل النتائج النى ستجمل البراعة المستعملة هنا غير ضرورية 
سيكون مفيداً للفاية . سنحصل على مثل هذه النتائج ف البابين القادمين ولكن سنختمم هذا الباب 
بنتيجة مفيدة غالباً جداً . 
4- 4 نظرية . بفرض (,ن) > ا متتابمة فى “82 ونفرض أن "2 ع ين 
بغرض (,ر») ح- 4 متتابعة فى 8 بحيث ان 
(1) 0 ع ريه) مصنتا 
(11) إمه | © > || ,م || عنديض 0 < © وكل لا8©(1 . 
فإن نها (م<) - » , 
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البرهان . نفرضص 0 < © معطاة . وما أن نها 0 ع (يره) فيوجد عدد طبيعى (#) 2 
محيث أنه إذا كانت (ع)5 < + فإن 
ع > |0 -مه| © - إ|مه| © 
ع ك مها © > | - رد| 
لمميع (5)8/ <” . وما أن 0 <ع اختيارية فنستنتج أن لها (م*) ت بر 
وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 


4 -(أ) بفرض أن عم . وضح أن نا (#/5) > 0 . 

4 - (ب) أثبت أن نها [(1 + )1 ور1] ده . 

4 -(ج) بفرض (,*) - ل متتابمة فى "8, وتتقآرب إلى *اء وبفرض عع 
أثبت أن نا (يم) - عه . 

4 (د) بفرص (ي) ح كل هى متتابعة فى “8# ومتقاربة إلى * » وضح أن 
نما (|| مر |]) > || || . (إشاد : استعمل المتبايئة المثلثية ) . 

4 -(ه) بفرض أن (,*) - كر متتابعة فى “© والفرض أن نا 8 م* ||) > 0. 
أثبت أن ها (,مك) ‏ 0 . لكن اعط مثالا ى © لتوضح أن تقارب (إي*|) ريما يستلزم 
تقارب (,*ة) . 

١4‏ -(و) أثبت أن نها (//1) > 0 ء وف الحقيقة إذا كانت (,,*) متتابعة 
لأعداد موجبة وكان نا ,0 > (ي,) فإن نها (»«/) > 0 , 

4 -(ز)إذا كانت 468 تحقق 1 < 4 استخدم متباينة بورنولى لتوضيح أن 
المتتابمة (47) ليست محدودة فى 82 ومن ثم ليسى تقاربية . 

14 -(ح) يفرض أن 561 تحقق 1 > 5 > 0 فوضح أن نا (#85) > 0 . 
( إرشاد : استعمل نظرية ذات الحدين كا فى مثال 8-09١4‏ (ه) 

4 -(ط) بفرضص (,*) ح لا متتابعة لأعداد حقيقية موجبة بالضبط محيث ان 
نها(,/,..*) > 1 . وضح أنه عند بعض قم للمقدار م بحيث 1[ > 7 > 0 وبعض قيم 
للمقدار © محيث 0 < © يكون لدينا 77© > ير > 0 لكل قيمة لازع م . كبيرة كبراً 
كافياً ) . استخدم هذا لتوضح أن نها (م<) > 0 . 
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4 - (ى) بفرض أن (,ر) > لا متتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة يحيث أن 
نما (</..») >1 . وضح أن ل ليست متتابعة محدودة وحينئذ ليست تقاربية . 

١4‏ -(ك) اعط مثالا لمتتابعة (ير“) تقاربية لأعداد حقيقية موجبة بالضبط محيث ان 
نا (ى,/و.د,ة) > 1 . اعط مثالا لمتتابعة تباعدية هذه القاصية , 

4 - (ل) استخدم النتائج من ( تمريى 4 -ط» ١4‏ دي ) للمتتابعة الاتية : 
(هنا 0 < ع8 > 1,1 > © > 0) : 

(أ) م) (ب) (كمم) 

(ج) ج2) (د) (م/”6) 

(ه) زاسم”م) () 23"32) 

4-(م) بفرضص (.)-3 متتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث أن 
نه 9:») < 1 وضح أنه لبعض قم « حيث 1>م>0 فإن “7>, >0 لكل قيمة 
لدع كبير ةكبراً كافياً . استخدم هذا لتستنتج أن نها (2) > 0 

4 (ن) بفرض (.2)- مكتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث أن 
نها 9:*) > 1 وضح أن 5 ليست فئة محدودة ومن ثم ليست تقاربية . 

14 -(س) اعط مثالا لمتتابعة تقار بية (,) لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث 
أن نها(!:<) س 1 . اعط مثالا لمتتابعة تباعدية ببذه الخاصية . 

4 - (ع ) افحص تقارب المحتابمة فى تمرين ١4‏ - ل بإلقاء النظر على تمرينى ١+‏ م » 
ولدن. 

1 -1 

)1١(‏ لطع ) (م) 

3 0 

(ج) ركم (106-) 

الباب الخامس عشر ‏ متتابعات جزئية وتوافيق : 

يمطى هذا الباب بعضن معلومات عن تقارب المتتابمات الى يحصل عليبا بطرق مختلفة 
من متتابعات معروفة بأنها تقاربية . ومتساعد فى إمكانتنا من فك مجموعات لتتابعات تقاربية 
بتوسم فوع ما . 

١-6‏ تعريف . إذا كانت (.<)- 6 متتابعة فى ”2 وإذا كانت عل سبيل 
المفر 9 ل>م7 اكوم رن متتتابعة معز أيدة لأعداد طبيعية 0 حينئة المتتابعة 
'غ فق ”82 المعطاة فى الصورة 


اليل 


( 0 وج ود - - ويمة ور3) 
تسمى بمتتابعة جزئية من د . 
ريما يكون من المفيد أن تربط بين مدلول المتتابعة الحزئية وبين تحصيل دالتين . إذا 
'رضنا أن بم هى دالة بنطاق بهم ومدى فى م ونفرض أن ع متزايدة مضبوطة معنى أنه 
إذا كانت 76 >5 فإن (00)م>(0)ع . حينئذ بم تعرف متتابعة جزئية من (2)-2 
بواسطة القانون 
لاع من ,؟) > ع ٠‏ 26 
وبالفكس : كل متتارعة جزالية للمقدار 226 ها الصورة ع ٠غ3‏ لدالة ما منزأيدة مضبوطة 
حيث # »+ 1 ر(عم)2 2) لرعور(ع)8 . 
من الواضح أن المتعابعة معطاة متتابمات جزئية مختلفة كثيرة . وبالرغم من أن النتيجة 
الآنية أو لية جدا فلها أهمية كافية مما يم جعلها صربحة . 
٠‏ - مأعوذة أو مفترض . إذا كانت متتابعة ل فى ”#2 تتقارب إلى عنصر * 
حينئذ أى متتابعة جزئية من ك2 أيضاً تتقارب إل * . 1 
البر هان . بفرضص 7 هى جوار لباية العنصر * ٠‏ من التعريف يوجد عنصر طبيعى 
با حيث أنه لكل +14 < 8 فإن يم* تنتسى إلى ”7 . الآن نفرضص ”2 متتابعة جزئية 
من لز . مثلا 
7 وما و٠٠‏ ورجلا ورج3) حد' عل 


بما أن # دم حينئذ 27 < م ومن ثم 82 تنتمى إلى “8 . هذا يرهن أن تتقارب 
أيضاً إلى * . ْ وهو مطلوب إثباته 

وز-" نتيجة . إذا كانت (.<*) - 7 متتابعة محيث تتقارب إلى عنصر + من ”14 
وإذا كانت 8 أى عدد طبيعى فحينط المخعابة (... ,ددس رر..<) - 7 أيضاً تتقارب 
إلى * . 

البرهان . ما أن *ل معتابمة جزئية من كد » فالنتيجة تنتج مباشرة من المفتر ضة 
السابقة , 

وجهت النتاتم السابقة وبدرجة كبيرة إلى برهنة أن متتابعة تقترب من نقطة معلومة . 
ومن المهم أيضاً أن نعل بدقة ماذا نعبى بقولنا أن المحابعة 6 لا تقترب من © . النتيجة 
القادمة أولية ولكن ليست تافهة وتحقيقها جزء هام من ثقاقة كل شخص لذلك سنترك 
برهائها بالتفصيل للقار' . 

7و1 


مزح ع 0 إذا كانت (,«) ع متتابعة قى "12 حينثك النصوص الآنية جحكافئة : 

. 3* لا تقترب من‎ #8 )١( 

(ب) يوجد جوار ل للمقدار عد محيث أنه إذا كانت 8 أى عدد طبيعى فإنه يوجد عدد 
طبيعى يم ح (م)يم ح يبر بحيث أن بم* الا ينتمى إلى 37 . 

( ج) يوجد جوار 2 للمقدار * ومتعابعة جزئية “20 للمقدار 2 بحيث لا يوجد أى 

. نفرض 8 محابعة فى 72 وتعكون من الأعداد الطبيعية‎ )١(. هو أمثلة‎ - ١ 

(..ط1 و...,1,2) - 26 
نفرص أن * أى عدد سقيق ونعتير الموار 7 للمقدار * الذى يتكون من الفئّرة المفتوحة 
(1+*,20)2-1 . وطبقاً لخاصية أرشميدس + -5 يوجد عدد طبيعى وك محيث 
أن ما >1 +ع ومن ثم إذا كانت 80 < م فينتج أن «حديير لاتنى إلى 3 . 
وإذن المتتابعة الحزئية (...,1 +0 ,م1) ع ل من لرليس لما نقط فى 2 . مما يثبت أن 
ل لا تقارب امن 3*2 . 

(ب) نفرض. (.إ) - متتابعة ىق 2 وتتكون من( :. ,"(1-),...,1,1-)- لا 
نترك ذلك القارئ ليوضح أنه لا توجد نقطة ار . باستثناء إمكانية 1 عد ح بر يمكن أن 
تكون نهاية بز . وسنوضح أن النقطة 1 > لآ ليست نهاية «ر ء واعتبار الحالة الى 
فبا 1 ل ح ير تشابه الخالة السابقة ماماً . بفرض أن ”ا جوار 1 > در ويتكون من 
الفئرة المفعوحة (2,0-) . حينئذ إذا كانث 8 زوجية فإن العنصر 1+ - "*(1-) - مرو 
لا ينتمى إلى ”71 . لذلك بتجنب الفئة الحزئية "1 من 7 المناظرة إلى 187 © 8 ,27 > ,7 
الحوار ”ا مما يغبت أن 1 حد بر ليست نهاية 3 . 

(ج) بفرضص (,2) > 2 متعابعة فى 44 حيث 0 << .ع عند 1 < * . انستنتج أنه 
لا يوجد عدد 2>0 بحيث بمكن أن يكون نجاية 2 . وفى الحقيقة ٠‏ الفثة المفتوحة 
(0>*: #ء «) م هى اجوار المدد 2 لا يحتوى على أى عنصر من 2 . هذا يوضح 
( داذا ؟ ) أن 2 لا يمكن أن تكون نهاية 2 . ومن ثم إذا كانت 2 لا نهاية فهذه اللباية 
يحب أن تكون موجبة . 


توافيق المتتابعات : 


النظرية الآتية تمكن الشخص من استعال العمليات الخيرية للتعارف ١4‏ - 8 . لتكوين 
متتابمات جديدة بمكن التنبوء بتقار ها من تقارب المتتابعات المعطاة . 


١14 


16-هنظرية. (أ) بفرض ٠‏ 8 متابعتين فى "8 وتتقاربان إلى # ء بر 
على التر تيب . حينئة المتتابعات لا ٠‏ غ2 و الا كز رالا + يز تتقارب إلى ا ٠‏ + لز - ؟ ,لز + كر 
على آلر تيب , 

(ب) بفرض (.:) - عا متثابعة فى "2 بحيث تتقارب إلى عد ونفرض أن :(,ه) - ير 

متتابعة فى 46 وتتقارب إلى © فينتج أن المتتابعة (:2.ه) فى “82 تتقارب 

إل ”2 . 

(ج) بفرض (.2)-76 متتابعة فى ”7 بحيث تتقارب إل * ونفرض أن ء 
(:6) > 8 متتابعة لأعداد حقيقية غير صغفرية وأنها تتقارب إلى عددث8 لا يساوى صفرا » 
حينئذ المتتابعة («' ,) فى "48 تتقارب إلى «'-”5 . 


ابرهان. (أ) لنوضم أن «ا+» ج (,1+.*) نحتاج لتقييم مقدار 
||إ(«+ع) - ببو+ )| 
ولكى نفمل هذا فإننا نستخدم متبايئة الث لتحصل عل 
إلا ءج) + ( - مد )|| > ارو +ع) - رمر+ جد)| (5.1) 
اد - م|ا+ اع - دا| ع 
من الفرضص نحد أنه » إذا كانت 0 < © فإننا بمكننا اختيار وك محيث أنه إذا كانت 
ب ع د« فإن 2 > |« - | ونختار وك محيث أنه إذا كانت ور < م فإن 
2 >|إلا- <اا| ومنثم إذا كانت م ,)مدو دمير #٠‏ < م حينذ 
نستنتج من ( ١-1‏ ) أن 
ع ع 2/و + 2/ع > ابو +ع) - (رنو+ .)|| 
ما أنه بمكن إجراء ماسبق لكل 0 < م اختيارية » فنستخلص أن 17+ تتقارب إلى 
1+ * وبالضبط يمكن استخدام نفس المناقشة لنوضح أن 76-17 تتقارب إلى 1 -* . 
لبر هان أن لا ٠‏ >2 تتقارب إلى ا ٠‏ * نقوم بإجراء المقايسة 
إلا حلا )+ زا دحوو ١‏ )| > يا ١‏ عابر ١‏ | 
ا (١‏ - م)|+ |(« - بر ١‏ مدا ع 
باستخدام متباينة شفارتز » نحصل على ا 
| «(| ااء: - ضدااع اانا - || أاخاا ع ابر١‏ «حير٠‏ نا (15.2) 
يوجد طبقاً المفترض ١4‏ - ه عدد 0 < 24 الى يكون حدا أعلى للمقدار (إإنز|| ,إ|-:<|ا) 
وعلاوة على ذلك نستنتج من تقارب/ ولاء أنه إذا كانت 0 < ع معطاة حينئذ يوجد عددان 
طبيعيان يك ريل محيث أنه إذا كانت ,ل < م فإن 2/2834 >إإنة- .|| وإذا كانت 
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وآ < 7 فإن 4 > || - بندا| 7 أالآن نختار (رك][ و1 ريح غ1 فينتج أنه إذا كانت 
< 8 فنستنتج من ( ١-16‏ ) أن 
||« ددا كلق + اد - مر 4ق ع زر ١‏ ع« م١‏ مدا 


ا ع 8 
- (يوةجوج)11 > 
هذايير هن أن 7 . لا تتقارب إلى عر . * . 


يبر هن جزء (ب) بنفس الطريقة 
لبر هنة (ج ) نقيم و نحسب كا يأق : 


الجسم لس هيا 


1 
<١‏ - متلا يي + لمكا 


2-2 - 
ا - مدا لح + اموا عشحطفا- 
الآن نغرض أن 0 < 34 بحيث أن 
4>|م م (ذا>ظل 
ومن ذلك ينتج أنه يوجد عدد طبيعى و محيث أنه إذا كانت وك < م 2 ذإ 
4ا>لمل 5ه اضا>جح 
: 
ومن ثم إذا كانت كك < 4 ء فإن التقيم السابق ينس 
1 - سند لا + لط - مف| “يق ع إن ل مد رأ 


لذلك إذا كانت 0 < ع عدداً حقيقياً معيئاً فإنه يوجد عددان طبيعيان وك ورك بحيث أنه 
إذا كانت رك < +« فحينئذ 2843/ع >إ|ط- رط( | وإذا كانت وك < 8 حيند 
3/6 2/ع > إإعد - مدا و بغرض (رع ,1 ,.16) مونو - 1 نستنتج أنه إذا كانت م < م 
فإن 

6 


0 
2 ما > 


--ء 
6 جد آلا + 


ع- | 


ل 


مايثبت أن (مطلن:) تتقارب إلى 5/< . وهو المطلوب إثباته 
1 ؟ تطبيقات , مرة أخرى نعير اهياماً دقيقاً إلى المتتابمات فى 22 
(أ) إذا كانت (2)-76 هى المتتابمة فى 86 المعرفة بواسطة 
لذلتان سل حت ل 
نلاحظ أنه يمكتنا كتابة ير فق الصورة 
2+1 
+1 
أى أن ل يمكن اعتبارها كخارج قسمة (/1 +2) - لا ٠‏ (1+5/5)-2 . بما أن 
المتتابعة الأخيرة تتكون من حدود ليست صفرية وطا نهاية 1 ( /اذا ؟ ) فإن النظرية 
السابقة تسمح لنا باستنتاج أن 


(ب) إذا كانت (ي) -©7 هومتتابعة ى 8 وتتقارب إلى * وإذا كانت م كليرة 
حدود 6 فإن المنتابمة الممرفة بواسطة (87 ©2)<.(:7) تتقارب إلى (*«) بر 
( إرشاد : استخدم نظرية ٠ - ١١‏ والاستنتاج ) . 

(ج) نفرض أن (.2) - متتابعة فى # والى تتقارب إلى * ونفرض 7 هى دالة 
قياسية » أى (9(/40)م -(9)م حيث » م و كثيرتا الحدود. ونفرض أن (4)*2 و 
(*) © ليست أصفارا » حينئذ المتتابمة (2ع7)<.(:2) تتقارب إل (*) م 
(.إرشاد : أستعمل جزء (ب) ونظرية .)5-0١8‏ 

نحم هذا ألباب بنتيجة مفيدة غالباً . وهى توصف أحياناً بالقول م يجتاز شخص إى 
النهاية فى معباينة » . 

-مفترض. نفرضص. أن (.<) -3 متتابمة تقاربية فى ”22 بنهاية * . إذا 
كان يوجد عنصر م فى “2 وعدد 0 < م محيث أنم > |إء - .|إعندما تكون # كبيرة 
كبراً كافيا فإن 7 > |[ - || 

البر هان . الفئة (م <[إء - بر|]: #2 ع بر) - 7 فثة جزئية مفتوحة فى "8 .١‏ إذا كانت 
لاع« فإن /ة هى جوار * وأيضاً 7 6 ي# لقيم 8 الكبيرة كيرا كافياً مما يخالف الفرض 2 
ولذلك لا ©»* ومن ثم يكون عندنا م > |إء - || 

ومن المهم أن تلاحظ أننا افترضنا وجود الباية فى هذه التتيجة لأن الفروضص الباقية 
ليست كافية لكى مكنا من البرهنة على وجودها . 


١١ 


تمريئنات : 


١‏ -(أ) إذا كانت () ٠‏ (.ر) متعابتمين تقاربيتين لأعداد حقيقية وإذا كانت 
“> * لكل لقعم فإننا (.) د لها (0) . 

١1-(س)‏ إذا كانت (.2)- 3 ء (,ل) حلا متابمتين لأعداد حقيقية بحيث أن 
كلا مهما تتقارب إلى © وإذا كانت (,2)-2 مصابعة محيث أن ,3د ,2 كبر 
عند لارزعم »ء فائبت أن 7 تتقارب أيضاً إل © . 

١١‏ - (ج):إذا كان ب معطاة بالصيغ الآتية فحقق إما التقارب أو التباعد للمتتابمة 


(2) 6 
1- 
(1) "للد (ب) ديم 
20 2124+3 
(ج ) بركيد .د 0 تر -.” 
(«) دنم ديع (و) «مؤ > عر 


٠١‏ -(د) إذا كانت 26 » ل[ متتابعتين فى "22 وإذاكانت 7 + 2 نتقارب . هل 
لد ء 3 تتقارب ونحقق نما (7 + ك8) انها #6 انها 1 ؟ 

١٠‏ -(ه)إذا كانت 1 > ك3 متتابعتين فى ”+1 وإذا كانت . 2 تتقارب هل 
6 ء 3 تتقارب وتحقق نها (7 . 1) ح انها 23 لها # ؟ 

١1-(و)‏ إذا كانت (.<) - متتابعة موجبة متقاربة إلى * ء حينئذ (2/) 
تتقارب إلى عله .(إر شاد : له + مد ل.)/(< - «) معدل يدل عتدما 0موير 

١١‏ -(ز)إذا كانت (ي<)-ع متتابعة لأعداد حقيقية محيث أن (7:يد)-9؟ 
تتقارب إلى صفر حينئذ هل د تتقارب إلى صفر ؟ 

٠‏ -(ح) إذا كانت يري 1 جيل - ير هل المتعابعات (<) 8 و 
(#/) 1 تتقارب ؟ 

و - (ط) بفرض أن (ي*) متتايعة قى *# بحيث أن المتتابمتين المزئيتين (برد*) » 
لسع) تتقاربانإل "عع .أثبث أن (,<«) تتقارب إلى * . 


/ 


٠‏ -(ى) بفرضى (») * (.ر) متتابعتين فى 2 محيث أن لها (يع) يدم ونا 
لاج مو جودة . أثبت أن نها 649 تكون أيضاً مو جودة 
٠٠‏ - (ك) هل تمرين ١6‏ سدقا يظل صميحاً فى 1:7؟ 


١1 


هر-(ل) إذا كاقت >0 وإذا كانت "("48+6)-. . حيئئئذ 


ها (<) عد 8 
٠‏ - ه١-(م)‏ كل عدد غير قياسى ىق 8 هو الهاية لمتتابعة لأعداد قياسية . كل عدد قياسى 
فى 82 هو إلباية لمتتابعة لأعداد غير قياسية . 
ه٠٠‏ (ن) إذا فرضنا "8 4 » “8ج حينئذ * هى النقطة الحدودية المقدار 
4 إذا وإذا فقطا كانت توجد متتابعة (9) عناصرها فى 4 ومتتابمة (.59) عناصرها ى 
(4)» محيث أن 
(,ط) صرذا ع عر > (مه) مدنا 


4 (س) بفرض أن “هعم ع جع حينئذ ير هى نقطة تجميع للمقدار‎ ٠6 
. < > إذ وإذا فقط كانت توجد متتابعة (6) لعناصر مختلفة فى 4, محيث أن (يه) هذا‎ 

١‏ (ع) إذا كانت نما (,*) ح عد وإذا كانت ع + الهع6: >|[ء - ,ااهل ينتج 
أن >|ء-عم ؟ 


مشروعات : 

16-©. بفرضص 4 قياسى أو مترى على فئة 74 بمفهوم تمرين م اق . إذا كانت 
(,<) - 236 متتابعة فى 44 » حينئذ يقال لعنصر 684+ إنه نجاية ل . إذا كان يوجد 
لكل 0< ع عدد(ع) كك فى لز بحيث أنه لكل (ع) كل < م يكون #><(< ,)4 

استخدم هذا التعريف ووضح أن نظريات -١+‏ م . ١4‏ 4 . ولع » 
و-س ».هو - 4 يمكن امتدادها إلى الفراغات المثرية . وضح أن المثريات 4 ,ديك ,,4 
فى 80 تؤدى إلى نفس المتتابمات المتقاربة فى “8# . وضح أنه إذا كانت 4 هو مترى 
منفصل عل فئة © حينثذ المتتابمات الى تتقارب فقط بالنسبة إلى 4 هى الى تكون ثابتة بعد 
عدد طبيفى ما. ٠‏ ى 

٠‏ -8 . بفرضص أن 2 تشير إلى مجموعة كل المتتابعات المحدودة فى # ٠‏ وبغرص 
© تدل إلى المضموعة لكل المتتابمات التقاربية ىق 482 ء: وبفرض ©) تشير المجموعة من كل 
المنعابمات ىق © والى تقترب إلى صفر . : 

(أ) بحاصل جمم 7 + لذ وحاصل ضرب م مثل الممطى فى تعريفا 8-١4‏ 
البث أن كلا من الجموعات السابقة هو فراغ المتجه الذى يكون فيه عنصر الصفر هو المتابعة 
(... ,0,0) - 0 

(ب) ىق كل من المجموعاك 0© © ,70 غرف العموده (.)-20 بالصورة 

(لالء « : |- زا مده - ||| . وضح أن هذا التعريف ف الحقيقة ينتج عموداً . 


اا 


( ج) إذا كانت 1 ء 87 تنتمى إما إلى © و :7 أو إلى ى© قإن حاصل الضرب 23 
ينتمى أيضا إليها ع "||| > لاد . اعط مثالا لتوضح أن علامة التساوى 
ريما تكون عصحيحة فى هذه العلاقة الأخيرة واعط مثالا آخر لتوضح أن التساوى ريبما يفشل . 

( د) وضح أن المثرية المستنتجة بواسطة العمود فى جزء (ب) فى هذه الفراغات يعطى 
بالعلاقة (لق »2 :|منر - .|) مدد ع (7 ,4)36 

(ه) وضح أنه إذا كانت متتابعة (3) تتقارب إلى 7 بالنسية إلى المثري فى (د) » 
فإن كل متتابعة الأحدالى تتقارب إلى نفس الأحدائ المناظر فى 3 . 

( تحذير : (36) متتابعة فى 8# بين 0 متتابعة فى م و 5ت أو ىم © أى 
« متتابعة لمتعابعات و فى (8 ) . : 

(و) اعط مثالا لمتتابعة (,)) فى م6 نحيث أن من متتابعات الأحداى كل متتابعة 
متساوية الدر جة تتقار ب إلى صفر لكن (0 40264 لا تتقارب إلى صفر ٠.‏ 
الباب السادس عشر ‏ معيارات أو مقياسان للتقارب : 

للآن الطريقة الرئيسية الممكنة لتوضيح أن متتابعة تقاربية هى أن تطابقها كتتابعة 
جرئية أو مجموعة جبرية مؤتلفة من متتابعات تقاربية وممكننا عند إجراء هذا أن نحسب 
الباية مستخدمين نتاج الآبو اب السابقة . ولكن عند عدم إ.كانية إجراء هذا فإننا ترجع إلى 
تعريف 1١4‏ #0 أو نظرية 14 - 4 لكى تنبت وجود الهاية .واستمال هذه الطرق الأخيرة 
له عيب يستحق الذكر وهو أننا يحب أن نعر ف ( أو نشك على الأقل ) قبل ذلك فى القيمة 
الصحيحة للهاية و بعد ذلك نحقق أن شكنا ميح . 

يوجد حالات كثيرة ولكن لا توجد طريقة مرشحة واضحة لباية «تتابعة معطاة وحى 
التسليل الأولى قد يةودنا إلى الاعتقاد بعدم وجود تقارب . فى هذا اباب سنعطى بعض 
نتايج أعمق عما سبق ذكره فى الأبواب السابقة والى بمكن أن تستعمل لتقرير تقارب المتتابعة 
عندما لا يوجد عنصر خاص مثل نفسه كقيمة اللباية . أول نتيجة فى هذا الاتجاء هامة جداً . 
ومع أنه يمكن تعميبها فى 720 » لكن من المناسب أن نحصر نصبا فى حالة المتتابمات ى 2 . 

١ -‏ نظرية تقارب باطراد . بفرضشس (.<*) - 26 متتابعة لأعداد حقيقية ومتزايدة 
باطراد يمع أن ٠ ٠١‏ ك برلا ك بذ كد ٠٠١‏ ك ون 5 را 
فينتج أن المتتابعة ل تتقارب إذا وإذا فقط كانت محدودة . فى هذه الحالة : 

(ا! مناه ع (ءن<) سنا 

البرهان . قد ظلهر فى مفترضص ١4‏ - 4 أن المتتابعة التقاربية محدودة . إذا! كانت 

جا (,*<) س عر » 0 < ع ع حينئذ يوحد عدد طبيعى ‏ 


تل 


يو مجه *ير 
500 2 


: ارخ 2 1 "_ 


شكل ؟١9-١)‏ | 
(ع) »> محيث أنه إذا كانت ()12 < م ٠»‏ فإن 
2+8 > ,ع م-عر 
مما أن لا تزداد باطراد فتعطى هذه العلاقة 


ع + < كك (,*) وداه > ع - ير 


ومن ذاك ينتج أن ع > |( مية - | . وبا أن هذا يكون صميحاً لكل 0 > م فنستنتج 
أن (,ند) ونه  -‏ > (بد) ضرنا 
وبالمكس » نفرضى أن (.<)ع-26 متتابمة متزايدة باطراد ومحدودة لأعداد 
حقيقية . وطبقاً لمبدأ الملو » فإنه يوجد (م) ناه - * تناضوع وناك وستوضح أنه 
نهاية ل . وبماأن # هى الحد الأعل تمناصر فى 3 فينتج أن *ح ع بن« عند لاع , 
وما أن ** هى علو المتتابعة 1 » إذا كانت 0 < ع فإن المدد ع * ليس الحد الأعل 
>> ع 
ومن وجهة نظر خاصية الاطراد للمتتاببة ك2 لكل (72)8 < « نجد أن 
*يد ع بد > عد *ير 
ومن ثم ينتج أن م>|*ع« ديرا وخلاصة الشرح هى أن المدد (,:) رتاوت *ير 
الخاصية الثى تقول إنه يأخذ 0 < ع يوجد عدد طبيعى (8) ( متوتفاً م ) بحيث أن 
م >|*«-م| طلما (84)8 2 وهنا يوضح أن كر برزا ع * 
وهو المطلوب إثبائه . 


7-5 نتيجة . بفرضص (2) - ع متتابمة للأعداد حقيقية متناقصة باطراد يمسى أن 
> 2 بو 2 مراع *0 > حت وز جد وز 
فإن المتابمة ل تتقارب إذا وإذا فقط كانت محدودة فى هذه الحالة . 
(<) تصذع (.<) سنا 


حل 


البرهان . نفرضص أن «- > ملا عند احم . حينئذ قد بينا حالا أن المتتابعة 
(,بر) - ١‏ متتابعة تزايدية يأطراد . وعلاوة على ذلك فإن 7 تكون محدودة إذا وإذا فقط كانت 
الى محدودة . وإذن ينتج الاستنتاج من النظرية . 


- م أمثلة . (أ) رجع إل المتتابعة (1/7) > لا التى نوقشت ف مثال ١4‏ - هم (أ). 
من الواضح أن 


0د...حكطد. .2 
إيا 


ولذلك ينتج من نتيجة 1١‏ - ؟ أن (1/5) > كل تتقارب . يمكننا إثبات قيمة نما (1/7) 
إذا أمكننا حساب (1061/8 . وتبادلية إذا كان تقارب كل أكيداً فإنه يمكننا غالبا 
حساب قيمة الهاية باستخدام مفترضن -١86‏ * ونظرية 5-1١6‏ . وق الخالة الى معنا » 
إذا كانت (...,1/2 ,...,1/2,1/4)- 6 فينتج أن 
غ3 جم1ا 4 - غ3 ونا - غ3 درنا 
لذلك نستنتج أن 0 > 26 دنا 
( ب) نفرضص أن (.إ) -/1 متتابعة فى 2 المعرفة استنتاجياً بالآق : 

4 + ,ا2) > .مما 2 ,1- الإ عند الارع م 

الحساب المباشر يوضح أن2 > دلز > دلاإذا كانت 2 >> للا > دملا حينئذ 


3 +3>2-2+ ,2 >3 +2 
الى منها.ينتج أن 2 > . بي > منز بالاستنتاج نجد أن المعابمة 3 تتزايد باطراد ومحدودة من 
أعل بالعدد ؟. وينتج من نظرية التقارب المطرد أن التابمة ل[ تتقارب إلى جاية ليست 
أكبر من العدد ؟ . وق هذه الحالة ربما لا يكون من اللبل تقدير 7 تق - بر بحساب 
(«لا) وناو . لكن مجرد معرفتنا بوجود لبهاية . فتوجد طريقة أخرى لساب قيمثها . طبقاً 
لمنتر ض ه١1‏ ل ١‏ يكون عندنا ‏ (رمملا) صنئا > (مز) مدعنا تو باستخدام نظرية 
ه- هع يحب أن تحقق الذباية بز العلاقة 
14 ل بر2) م ب 

لذلاك > :د لمستتئج أن دنر 

( ب) بفرضصي (,2) > 2 هى المتتابعة فى 8# والمعرفة بالآق 


226 ل لير 1 > رج عند لدلكنن 


١11 


من الواضم أن 2 >2 كرح . إذا كانت 2 > ممه > ,2 فإن 4 > ربم2 > ,22 
عحيث أن 4ل 2 > رمج 2ل ددمبمج >2 2/ د ابر 
هذا يوضصح أن 2 متتايعة متزايدة باطراد ومحدودة من أعل بالمدد ١‏ . وإذن تتقارب 2 
إلى العدد 2 ورمكن توضيح مباشرة أن (,2] مناه -2 ما يثبت أن الباية هى 2 2 
وتبادلياً بممكننا استعال الطريقة فى المثال السابق . وععر.فة أن المتتابمة لها لهاية م » 
نستنتج من العلاقة ,22ل - ربج أن تج بحب أن تحقق 22/ > . لإيجاد الحذور 
المعادلة الأخيرة » نجد أنه بالتربيع نحصل على 22-22 والى جذراعا هما 0,2 . من 
الواضح أن الصفر لا يمكن أن يكون الباية ( اذا ؟ ) ومن ثم هذه الباية يحب أن تكون 
مساوية للعدد ؟ . 

(د) بغرض () دنع هى المتتابعة لأعداد حقيقية معرفة بما يلى "(/1 +1) > يلا 
حيث 10 باستخدام نظرية ذات اغدين » يمكننا أن نكتب 


100-1 اي 111 الس 5 5 
ا 05 ا ا اند 


بقسمة قوى 2 فق بسوط معاملات ذات الحدين » نحصل على 
1003م جه (قن م دده 
(لجك)...(2-م مل 
و بتعبير . يم بنفس الطريقة » يكون لدينا 
لوجم )لمي نارق + (مش- )ب +1 ماده 
ار صن ديدي 
)لوت وج 
لاحسظ أن التعبير لتحد يرلة محتوى 1 2-4 سمداء والتعبير لمحد .بيرت محتوى على 2 ل م 


دا . يوضصح اختيار! أوليا أن كل حد فى ين“ ليس أكبر من الحد المناظر فى 1ديرن 
والأخير يزيد محد موجب وأحد . لذلك يكون لدينا 


>> بيرق ربإ لك د« ل > رالا > ريا 
لتو ضيح أن المحابيعة محسدودة » نلاحظ أنه إذا كانت .12م قان 


وف 


1>(مرم- )1‏ . وبالإضافة إلى ذلك ( لماذا ؟ ) محيث أن !م > 25313 من 
التعببر السابق لمحد ير » هذه التقديرات تعملى 


1 11 
2م > 142424 +1 > >> 2 


من ذلك ينتج أن المتتابعة المطردة 57 محدودة من أعلى بالعدد م . 


ندل نظرية التقارب المطرد على أن المابمة 67 تقتر ب من عدد حقيى قيمته الذى على الا كثر 
هى م . وكا هو محتمل معروف جدا للقارئ أن نهاية 7 هو العدد الأسامى © وبتكرار 
حساباتنا ممكننا إبجاد تقريبات قياسية للقيمة © ولكن لا بمكننا بهذه الطريقة حسابها 
بالضبط . حيث أنها غير قياسية بالرغ, من إمكانية حسابها لأرقام عشرية كثيرة على حسب 
المطلوب . ( هذا يوضح أن نتيجة مثل نظرية التقارب المطرد الى تقرر وجود نهاية المتتابعة 
فقط بممككن أن يكون ها استمال هام حى ولو كانت القيمة اخضبوطة للهاية لا بمكن الحصول 
علا بسرولة ) . 


نظرية بولتزانو ‏ فمرثستراس : 

نظرية التقارب المطرد مفيدة بدرجة غير عادية وهامة ٠‏ ولكن من عيوبها أنها تستخدم 
فقط لتتابعات مطردة . ولذلك يليق بنا إيجاد شرط يضمن تقارباً فى 82 أو ”2 بدون 
ولكن سنمطى أولا صورة لنظرية بولتزانو فيرشتراس ٠١‏ - 5 ألى تستعمل بوجه شاص 
للمتعابعات . 

- 4 نظرية بولتزانو - فيرشتراس. متتابمة محدودة ى ”8 الا متتابعة جزئية 
تقاربية . 

البر هان . بفرض (,<) -)7 متعابمة محدودة فى “22. إذا كان يوجد فقط عدد محدرد 
لقبم مميزة ف المتعابمة ل » فإن أحد هذه القيم على الأقل يحب أن محدث مراراً بدرجة 
لا نبائية . إذا عرفنا متتابمة جزئية للمتعابمة ل باختيار هذا المنصر فى كل مرة عند 
ظهوره فإننا على متتابمة جزئية تقاربية للمتتابعة ل . 1 

ومن جهة أخرى ء إذا كانت المتنايمة بر تحوى عدداً لا نهائيا من قي مميزة فى 220 » 
حينئذ - ما أن هذه النقط محدودة - ء تدل نظرية بولتزانو قيرشتراوس ١٠ - ٠١‏ للفئات 
على أنه يوجد عل الأقل نقطة تجميع واحدة ولتكن **# نغرضص أن يا هو عنصر من 1 
حيث أن 


1 > | - يمد 


١18 


تعتير الحوار (1>|*«-مر]: وغ -ي01 با أن النقطة »+ نقطة تجميع الفئة 
(1< ساضرنا د رعق اء فهى أيضاً نقطة تح للفئة [,م< »م : رن ري والى. 
نحصل علبا محذف عدد محدود من عناصر :5 (لاذا ؟ ) لذلك يوجد عنصر 82* من 82 
( حيث :” < *” ) ينتمى إلى 72 الآن نفرض 75 عى الخوار (3> |*, - بر( : نوا ح ويا 
ونفرض- (ر«< :]رع . وحيث أن ** هى نقطة تجميع للمتتابعة وك فيجب 
وجود عنصر و8* من وله ( حيث 52 < 7 ) وينتمى إلى 75 وبالاستمرار فى هذه 
الطريقة نحصل عل متتابعة جزئية (. . . ومن ,,,خا) -70 من كر عند 
17> |[*+ - مدا 

بحيث أن *ير ع “ةا . وهو الطلوب إثباته 

5 - ه نتيجة . إذا كانت (2) - متتابعة فى “82 2 ** هى نقطة تجميع للفئة 
(3 : ,:<) فإنه يوجد متتابعة جزئية "ل من 1 محيث تتقارب إلى **# . 


وق الحقيقة » هذا هو ما أثبته الحزء الثانلى من برهان 5١5-غ‏ 


متتابعات كوئى : 
دشل الآن مفهوماً هاماً عن متتابمة كوثشى فى 29 . أوننيجة هذا هى أن المتتابعة فى 147 
تكون تقار بية إذا وإذا فقط كانت متتابمة كوثى . 
- 4 تعريف .. متتابعة (,ب) - ع ى “220 يقال إنها متتابعة كوشى فى حالة أنه لكل 
0 < ع يوجد عدد طبيعى (84)8 بحيث أنه لميع 
(ع)كلة < :م ,م يكون 8>|ء< - ندا| 
لكى نعاون الدافع إلى مفهومية متتايمة كوثى فإننا سوف نوضح أن كل متتابعة 
تقاربية ى ”82 هى متتابعة كوثى . 
5- لا مفترض . إذا كانت (.)- هى متابمة تقاربية فى 22 » فإن كر هى 
متتابعة كوثى . 
البرهان . إذا كانت ل تللقآ ع عد » حينئذ عند أخذ 0 < ع فإنه يود عدد طبيعى 
(2/ع) محيث أنه إذا كانت (2/ع)1 < « فإن 2/ع>||ء - مدا أى أنه إذا كانت 
(2/ع)»ا - (ء)4ة وإذا كانت (ع)34 < « ,1 نإن 
ع > جرع + 2/ع > |امد - عد || + إإء - مهدا >> |إمند - ندا 


ومن ثم المنتابمة التقاربية ل هى متتابعة كوشى . وهو المطلوب إثباته 
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و لكى نطبق نظرية بولتر انو - فير شير اس سنحتاج إلى النتيجة الآقية : 

4-5 مفترض . متتابعة كوشى فى ”22 تكون محدودة . 

البرهان . بفرض (.ن) جز هى متتابمة كوثى وبفرض أن 1 - 6 إذا كانت 
(24)1 ع" و (24)1 دم فإن 1>|مد- .دا ومن عتباينة المثلث فهذا يدل على 
أن 1+ال-*||ا>ااماا عبد (24)1 < م للك إذا كانت 

(1 + الددا| ,الدذد| ٠...‏ رأان«ا) ممح 8 
حينئذ يكون لدينا 8 > ||دا| لكل 1 ج72 أى أن متعابمة كوشى 2 تكون محدودة . 
: وهو المطلوب إثبائه 

4-6 مفارضص . إذا كانت “لد فئة جزئية لمتتابعة كوشى ل ى ”44 متقاربة إى 
علصر 3# »© فإن المتتابعة الكلية ك2 تتقارب إل * . 

البرهان . حيث أن (,*) ع كر هى متتابعة كوثى . فيأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد 
طبيعى (84)6/2 بحيث أنه إذا كانت (14)8/2 < : ,70 فإن 

2 > ||اجد- و:د|| لق 
إذا كانت المتتابعة (.<*) -' تتقارب إلى + » فيوجد عدد طبيعى (24)8/2 < 2 
حيث ينتمى إلى الفثة (. . . رين: ,17:1 ومحيث أن 
2 > |اء - | 
الآن نفر ض 7 أى عدد طبيعى نحيث أن (2/ع)384 - 1 فينتج أن (*) تكون سسميحة عك 
هذه القيمة للمدد 7 وعند لم ع يم أى أن 
ع > |إمهد - عرعد|| + |إعند > عذ|| كك |إمكد - عد|| 
حيث (24)8/2 < : لذلك ثقترب المتجابعة / من العنصر *# ء الذى هو النباية للمتتابعة 
الحرئية ل وهو المطلوب إثياته 

الآن أصبحنا مستعدين مصول عل المعيار الحام لكوشى . برهاننا قصير خداعاً ولكن 
القارئ' سيلاحظ أن هذا العمل قد سبق أداءه ونحن فقط نضم الأجزاء مع بعضبها . 

١١-6‏ معيار تقارب كوثى . متتابمة فى ”12 تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت 
متتابمة كوثى , 


البرهان . لوحظ من مفعرض ٠ - ١5‏ أن متتابعة تقاربية بحب أن تكون متتابعة 


ريل 


وبالمكس » نفرض أن لا حى متتابية كوثى فى 220 ينتج من مفترض 0950-- م 
أن المتتابعة 1 محدودة فى 807 . وحسب نظرية بولمزانو - فيرشتراوس ١5١‏ - 4 تكون 
المتتابمة المحدودة 3 ها متتابعة جزئية متقاربة “للد . من مفارضص ١5‏ - 4 تتقارب 
المتتابعة الكلية © إلى الهاية 8 . 

١١-5‏ أمثلة . (أ) بفرض أن (,«) -2 هى المتتابية فى 78 والمعرقة 
(ينة + )4 2 ب ١.‏ . ,و2 > و ,1 > وكا عند 2 < 8. 

و يمكن توضيح بالاستنتاج أن 

2 1 عد للاعىم 
لكن المتتابعة ل ليست متناقصة باطراد ولا متزايدة باطراد ( فى الحقيقة تكون الحدود 
الى رمزها السفل فردياً محابعة متزايدة وتكون حدودها الى رمزها السفل زوجيا 
متناقصة ) وبا أن الحدود فى المتتابعة . تكونت يأحذ التوسط ء فقد اتضح من قبل أن 
حيج > إربمند - .| عند لارعم 
أى أنه إذا كانت * < 88 » فنستخدم معباينة المثلث لتحصل عل 
أسد - يد| +٠٠ ١+‏ أربي > ج:2| ك |مزد - | 
1 ل..ى...بكب )شط طظه4ف لت 
طح > (مطي + +1 +1) + 22-1 
و بإعطاء 0<ع »ء فنجد أن إذ اختيرت « كبيرة بدرجة تجمل 4/ع >”1/2 وكانتك 
« < 7# ينتج أن 
١‏ > - ددا 
لذلك » ل هى متتابءعة كوثى فى +8 وممعيار كوشى تتقارب المتتابمة لا إلى عدد * . 
لحساب الهاية نلاحظ أنه بأخذ الهاية فى قاعدة التعريف ينتج النتيجة الصحيحة ولكها غير 
مفيدة وهى 
(«+ ع)4 عير . 
لكن » حيث أن المتتابمة ل تتقارب ع فتتقارب المتتابمة الحزئية برموز سفل فوقية 
و بالاستنتاج بمكئنا إثبات أن 
1 
...+ 1+1 دونه و2 +1 > وير 1 -اخع 


مشيباوي ةيم 11ت 
010 12 1124231 > ببمو 


ومن ذلك ينتج 


1 


1 1 1 
(ملي+. + + )+ 1 حت ربورجغ2 


لك اقوس لو 
5 1 6 


لذلك » تتقارب المتتابعة الحزئية بأدلة فردية إل 5/3 ومن ثم المتتايمة الكلية لها نفس الهاية . 


(ب) نفرضص أن (ٌي) > ل هى المتتابمة المقيقية العطاة كا يل 
"10-) 0 1 1 
ال 72 اا | 11 
ما أن هذه المتتابعة ليست مطردة » فإن استمالا مباشراً لنظرية التقارب الطرد ليس مكنة . 

لاحظ أنه إذا كانت ” < 7 » فإن 


+1 1 6 2- 
أ 3 إ(5+2) !(0+1) 


مو 


ل 


وبعذ كرنا أن !إم >ع- 23 نجدأن 


1 1 1 
با ري رصبي ع اكحيها 


1 1 1 1 
2-1 > 2-1 1 . +2012 كه 


لذلك المتتابمة هى متتابعة كوثى فى 1# 
( ج) إذا كانت (ي*) د ل هى متتابعة فى 32 العرفة بمايل 


وإذا كانت # < ين » فإن 


حيث كل من هذه 7# 1م حداً يزيد عن 55 / 1 ء هذا الفرق يزيد عن 
-1 > :#/(:: :)2 وبوجه شاص »© إذا كانت 2# > رم يكون عندنا 


4< بلا > مدنا 
هذا يوضح أن ك1 ليست متتابعة كوثى » ومن ثم نستنتج أن كر تباعدية ( قد برهنا حالا 
أن و المتسلسلة التوافقية م تباعدية ) . 


نضرن 


-(أ) بفرض أن »,+ تحقق 1 < * وبفرض 1/22 -2 - ,يع عند لزع م 
وضح أن المتعابعة (<7) تكون مطردة ومحدودة. ماهى نبايها ؟ 

5- (ب) بفرض أن 1 - وبر و از + 2) حير عند لدع اثبت أن (.2) 
تكون مطردة ومحدودة . ماهى بمارنها ؟ 

15 -(ج) بفرض أن 0 < © »؛ ونفرضى أن 0 < :2 . عرف 2(:2 +4) 2 .ىج مند 
لااع» أثبت أن (ي2) تتقارب . 

(د)إذا كانت © محقق1>م>0 . وضح أن المعابعة (60) -2 تقاربية . 
بما أن (**8) -1 هى فئة جزئية » فيكون لدينا 

“0 سن - لا صنا - ع دنا وأن 0-ع صلا 

- (ه) وضح أن كل متتابعة فى 2 يكون ها إما متتابعة جزئية متزايدة باطراد أو متتابعة 
جزئية متناقصة باطراد . 

5 - (و) استخدم مرين 15-ه لتبرهن نظرية بوليز انو فير شتراس للمتتابمات فى 8 . 

5 - ( ز) حدد التقارب أو التباعد للمتتابمة (بر':) حيث 


م 5 
روه ان عند للرععر 


-(ح ) بفرض أن ()-6 » (,) -لآ متتابمتين فى #0 وبفرضض(,2) - 2 
متتابعة مختلطة بالآف ... .ىرلا > عمد تت و 37 و2 رو كت ره 
هل صميح أن 2 تتقارب إذا وإذا فقط كانت كر ء 83# تقساربتين وكان 

لا ددثا - 6 جدرنا ؟ 
- (ط) وضح مباشرة أن المعايمات الآنية هى متتابعات كوثى : 
1 2+1 1 1 
000 ب رنيع) رع (ل+...عش) 
1 - (ى) وضح مباشرة أن المتتايعات الآنية ليست متتابمات كوثى : 
(132)1-) 3 (ب) رماز1ء) جم اء 9 02 


- (ك) بفرض أن () -)1 عى متتابمة لأعداد حقيقية موجبة مضيوطة » ويفرض 
أن 1>-(.من) معنا وأن 22 >ع>0 . وضح أنه يوجد ‏ 0,8<0<ىم 
و بدعجخ محيث أن ١زم‏ +)8 > مر > ١(م‏ -.4)1 عند 2 < م ومن ذلك أثبت أن 
آ- (ع) 


رفن 


5 - (ل) استخدم مثال 10 .م (د) والدّرين السابق المتتابمة (!5/0م) لتوضح أن 
ع - (" لمر 

- (م ) أثبت التقارب وأو جد الهايات المتتابعات الآنية: 
١5)1*(م/1+1)‏ ء (ب) ‏ “(0)1+1/20 
رج (كزرم/1+2) (د)(”((1+1/4+1) 

5 (ن) بفرض أن ,0>86,>8 وعرف عند لازع م 

(رطبمة)! ع بيط ١‏ ."(رطيه) حترميه 

بالاستنتاج وضح أن ,> له . ونح أن كلا من (.4) و (.0) تتقارب إلى نفس اللهاية . 

١‏ (س) اعط برهاناً لنظرية تقاطع كانتور ١١‏ ؛ بأخذ نقطة ‏ 1ء ,>« وإسغرام 
نظرية بولاز انو - فيوشراس 4-15 . 

1-(ع) أعط برهاناً لنظرية أقرب نقطة ١١‏ - 5 باستخدام نظرية بوائزانو قير - شكراو س 


05 
- (ف) أثبت أنه إذا كانت عوك » دك فثتين جزئيتين مدجتين فى ”82 فإنه يوجد 
فقط وك © يو ررك 6 1د ميك أنه إذا كانت روط © م2 رذ ع رج فإن 


|ا* - ,|| < إأوة رجا 


مشروع : 

4 - » فى هذا المشروع ء نفرض أن م و +7 تدل على مجموعات المتتابعات 
الحقيقبة التى قدمت فى اللطة 6-16 ويفرض أن 4 تشير إلى المترى الممرف فى جزء ( د) 
لعلاك الحطة ع 

)١(‏ إذا كانت قمع 2.000 انارت . 0دعهى مفكوكها المشرى 6 تعتير المنضر 
(0) -276 “فى #4 استنتج أنه توجد فئة جزئية غير ممدودة 4 من 28 بحيث أنه إذأ 

(ب) نفرضص أن 8 هى فثة جزئية من © مخاصية أنه إذا كانت لآ ٠‏ ل عنصرين 
مختلفين من 8 ء فإن 1 <(5 4)06 أثبت أن 8 هى فئة عددية . 

(ج) إذا كانت لعز وبفرض أن (2©620:ب2) ,2 هى المتتابية حيث كل 
من العناصر الأولى ثر هو واحد عسميح وكل من عناصرها الباقية:هو صفر . لاحظ أن ,2 
تنتمى لكل من الفراغات المترية معاي ونه وأن 4)2,22(0-1 عند 1*1 وضح 
أن المعابمة (لع[:,2) مطردة ممتى أن كل متتابمة الأحداق (2::[620) مطردة . 
وضح أن المدابمة (,2) ليست ثقاربية بالنسبة لمترى 4 فى أى من هذه القراغات الثلاثة . 


ارقا 


( د) أثبت أنه يوجد متتابعة (3) فى ل© :© ,27 وتكون محدودة ( بمعى أنه يوجد 
مقدار ثابت ك2 حيث أن ؟ظ1 > (0 ,)4 لكل (620م لكن ليس لحا متتابعة جزئية 


تقار بية . 


(ه) (إذا كانت # هو مترى عل الفئة 4ه » فتقول أن المتعابمة (1) ى 24 
هى متتابعة كوثى إذا كان يوجد لكل 0<ع يوجد /اء()5 محيث أن ء >(لة ,4036 
عندما (5)8 < * رر فنقول أن 84 هى تامة بالنسبة إلى 4 فى حالة كون كل متتابعة فى 
4 تقتر ب إلى عنصر من 84 ) . أثيت أن الفعات م6 ,© و:7 تكون تامة بالنسبة للمترى 
الذى اعتير ناه , 


(و) بفرضص/ هى المجموعة لكل متتابعات حقيقية والى لا فقط عدد محدود من عناصر 
غير صفرية وعرف 4 كا سبق . أثبت أن 4 هى مترى على ك/ر + لكن كر ليست تامة 
بالنسبة إلى 4 . 


الباب السابع عشر ‏ متتابعات الدوال : 


قد اعتير نا فى الأبواب الثلائة السابقة تقارب متتابعاث لعتاصر من «2 ٠»‏ وق الباب 
الحالى سنعتبر متتابعات الدوال . بعد بعض مهيدات بسيطة » سنقدم تعبيرا رقيقاً إلى حد 
ما » لكنه أساس + عن موضوع التقارب المتتظم لمتتابعات الدوال . 


بفرض أن ”2 - 2[ معطاة وتفرض أنه لكل عدد طبيعى 27 ع2 كوجد دالة كر 
بنطاق 2 ومدى فى*2 سنقول أن (,) هى متتابعة دوال على ”2 ج 2 إلى 25 . ومن 
الراجب فهم أنه لأى نقطة *# فى 2 تعطى مجتايعة دوال مثل هذه متتابمة عناصر فى 4+[ 

أى المتتابعة 
)60 6 (17.1) 


الى بمكن الحصول عليها محساب كل من الدوال عند * . المتتابعة ا( - ١‏ ريما تتقارب. 
عند نقط معيئة * فى 2 عند نقط أخرى ى 2 فإن هذه المتنايمة ر مما تتياعد . لكل من هذه النقط 
* الى عندها 2 تتقارب المتتابمة (/91 -- )١‏ توجد » بنظرية 4 9ه © نقطة محددة وحيدة 
من 24 اء وبوسه عام ع ستعتمد قيمة هذه الهاية عند وجود هذا الاختيار النقطة د وبهذه 
الطريقة سنظهر دالة نطاقها يتكون .ن جميع نقط * فى “22 ج272 الى عندها (11 -؟) 
تتقارب المتعابمات ( ١‏ -9)ق #6 . 


الآن سنجمع هذه الكلات التقديمية فى تعريف أصولى لتقارب معابعة الدوال . 


إنارحل 


١ -‏ تعريف . يقر (./) متابعة دالة نى ”8 ت 8 إلى 25 ع ونفرض أنه 
م2 هى فتة جزئية من 9 ء ونفرض أن كردالة نطاقها يحتوى .2 ومداها فى 26 . نقول 
أن المتعابمة () تتقارب فق م2 إلى ثر » إذا كاتت لكل ا فى .2 المتعابعة ((*).م) 
تعقارب فى 825 إلى (*)ثر . فى هذه الخحالة تسمى الدالة كر اللهاية ى م2 للمعابمة (:75) . 
عند وجود مثل هذه الدالة نقول أن المعابعة (يم) تتقارب إكف رق 2 ء أو ببساطة » 
تكون المتتابمة تقاربية فى 20 . 

يتبج من نظرية و أو ع ما عدا تغير ممكن فى النطاق 20 ٠»‏ نهاية الدالة 
وحيدة التحديد . عادة » مختار 2 محيث تكون أكير فئة مكنة أى » ألفعة كل داق جر 
الى عندها ( ١ - ١١‏ ) تتقارب . ولكى نرمز إل أن المجايعة (0/) تتقارب فى و2 إل /ر 

() سناع مل مه أو 2-1 عل ,2 

سنمتبر الآن بعض أمثلة هذه 'الفكرة . والتبسيط » سنما لم الخالة الخاصة 1 2ت © 2 مْ. 

بو - م أمثلة . (1) كل عدد طبيعى 7 © نفرض أن برك معرفة علد *< فى 8 2 
بأنها مير - (*).م بفرض أن ثر معرفة لكل + فى 22 > 2 بالتعريف 0 > (*)/ ( انظر 
شكل ١-١07‏ ) . النص بأن المتابمة (,/) تتقارب فى #2 إل كر يكاق” النص بأنه لكل 


)١ 99١ (شكل‎ 


هل 


عدد حقيق د تتقارب المتتابعة العددية (:7/) إلى صفر . وللملاحظة أن هذه هى الخحالة نستخدم 
مثال 4 - (أ)وتظرية م وا(زب) 
(ب) بفرضص أن (1 > » > 0: 38 ء ) - 2 ونفرض لكل عدد طبيعى « أن المتتابعة 
بر/ معرفة بالتمريف "*-(*)5.2/ لكل * فى 42 ونفرض أن ثر معرفة بالآق 
1 > >0 ,0 >( 


1ع ,1ع 


( انظر شكل 0؟-9؟) . من الواضح أن عندما 1 -ء حينتة 1 > "1 > (1)./ - (),/ بحيث. 


2170) 


) ؟-١؟لكش‎ ( 


آن (1)/ + (1)./ . محدد ضمئا فى مثال ١4‏ - ح (ج) أنه إذا كانت 1 >« > 0 فإن 
0ه " > (2)م/ نذلك » نستنتج أن (10) تتقارب فى 2 إل / ( ليس من الصعب أن 
نبر هن أنه إذا كانت 1 < * فإن ((5.)2) لا تتعقارب بالمرة ) 
(ج) بفرض 12-2 ونفرضص لكل عدد طبيعى 5 ء أن .1 هى الدالة المعرفة 

عند * فى 2, بأنها 

عو 

د )ير 
ونفرض * - (*«)ي . ( أنظر شكل 07١-م)‏ . بما أن عر + («/*<) - (+*)./ فينتج من 
شال 5ه( أ) ونظرية 6١-ه‏ (ب) أن ((2),]) تتقارب إلى (*) كر لحميع ريع 


1 


( شكل 9و-م) 


رد) بفرضن أن 2 - 2 » ولكل عدد طبيعى 7# نفرض أن ./ معرفة بأنها 
(8+ عسهت) هلو (1/8) > (« )مز 
( انظر شكل 4-17 ) ( تعريف عثيف الدالة اليب لا نحتاجه هنا » وف اللقيقة » كل ما نريده 
هو أن 1>إلا 5182| عندأى عدد حقيق نز ) . إذا كانت ك/ر معرفة بأنها دألة الصفر 
2 ,0 > (+)م حيلئة (,]) صمنا -م فى 2 . وف الحقيقة لكل أى عدد حقيق * » 


) »-١؟لكشر‎ 


18 


يكون لديتا 


1ك إرمجعم) هلوز طح )م )ما 


إذا كانت0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (4)8 محيث أنه إذا كانت (5)8 <#« فإن 
© > 1/8 . ومن ثم لمثل # نستنتج أن 

ع >|(*)- )ما 
مهما كانت قيمة * . لذلك نستنتج أن المتتابعة (,/) تتقارب إلى ثم ( لاحظ أنه باختيارهم 
كبيرة كبراً كافياً » فيمكتنا جعل الفرق (*)/-(*100] أقل من © لحميم قبم * فى 


وقت واحدا ) . 


نصيغ النص الآتى 7؛ - ١‏ جزئياً لتقرير تعريف ١ - ١+‏ وجزئياً لمهيد الطريق 
لفكرة هامة عن تقارب منتظلم . 

1س مفترض . متتابعة (يبم) لدوال فى 8 ج22 إل 865 تتقارب إلى دالة ق. 
2 ج20 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0< ع وكل * فى و2 عدد طبيعى (<« ,ع)>1 
حيث أنهلكل (« ,ع)ه < ” فإن 


6 > |2 - )را (17.2) 


ما أن هذه مجرد نص ثان لتعريف ١-١7‏ لذلك سوف لا نتعمق فى تفصيلات البرهان . 
لكن سنثر كها كتمرين للقارئ . نرغب فقط فى الإشارة إلى أن فيمة 7 المطلوبة فى متباينة 
١0 (‏ - ؟) تتوقف ء بوجه عام » عل كل من 0 < 6 و ,72 ع بر سيلاحظ قارئ متيقظ 
توأ أنه فى أمثلة ١0+‏ - 8 (أ- ج ) كانت قيمة # المطلوبة لمحصول على ( ١9‏ - 8 ) 
تعتمد على كل من 0 < © و 190 © * لكن ى مثال لا - ؟ ( د ) المتباينة ( لإ١‏ - ؟ ) يمكن 
أن تتحقق لكل * فى م2 على شرط أن نختار 2 كبيرة كبر كانياً ومحيث تعتمد. 
على © فقط . 

وبالضبط هذا الفرق الدقيق نوعاً ما الثى بميز بين مدلول التقارب المادى لمتتابعة 
الدرال ( معنى تعريف ١ - ١‏ ) وثقارب منت الذى نعرفه الآ . 

4-١‏ تعريفا., متتابمة ((,م) لدوال فى “8# 2 إلى 26 تتقارب بانتظام فى 
فئة جزئية م2 من 28 إلى دالة حر فى حالة كون أنه لكل 0 < ع يوجد عدد طبيعى (2)8 
( متوقف على © لكن ليس متوتفاً على (م72 ع ) محيث أنه لكل (6)# < ,ا 
10 ع فإن 

ع > ||()ر] - («)مر|ا (17.3) 
75 


فى هذه الهالة تقول إن المتتابعة تقاربية بانتظام قى ع2/ ( انظر شكل ١)‏ - ه  )‏ 


ينتج مباشرة أنه إذا كانت المجتابعة (]) تقاربية بانتظام على م2 إل ثر © حينئذ 
هذه متتابعة دوال أيضاً تتقارب إلى /ر بمعبى تعريف 191- ١‏ وكون المكس لا يكون 
صحيحاً يتضح بفحص دقيق لأمثلة ١م‏ ( أ اج ) ع ستعطى أمثلة أخرى فيا بعد ا 
وقبل أن نستمر يكون من المفيد أن نقرر الشرط اللازم والكاق المتتابمة (,/) لكى تفشل 
فى أن تتقارب بانتظام فى و2 إلى كر. 

11- همفترضصى . متتابعة (/) لا تتقارب بانتظام فى 20 إلى كل إذا وإذا فقط 
كان يوجد عند عدد ما مع حيث 0 < ,ع متتابعة جزئية (.[) من (10) ومتتابعة (»<) 
فى ,2 محيث أن 


مع < |إلد)/ -(00 )يما كن لرعءع (17.4) 


) ه-و٠؟لكش‎ ( 


برهان هذه التنيجة يتطلب فقط من القارئ أن ينى تمريف ١*‏ - غ» . سيرك كتمرين 
جوهرى القارئ . المفترضس السابق مفيد لتوضيح أن الأمثلة »او 8 (أ-ج ) لا تتقارب 
بانتظام فى الفتات الممطاة م2 . 


باون ؟ أمثلة . (أ) نير مثال نوو - م (]) . إذا كانت 6 - يم و 2 > «ا, 
فإت 1-(06)غ]/ حيث أن 


1 


1-0-1 إله)ر- (د)ما 
هذا يوضح أن المحابمة (./) لا تتقارب بانتظام فى 8# إلى /ر . 
(ب) نعتير مثال باو - ؟ (ب) . إذا كانت اديه "(0 ديد فإن 
+ع إ(ه) يم | - إلن)]-(»)غم| 
لذلك » نستنتج أن المتابمة (./) لا تتقارب بانتظام فى [1 ,0] إلى /ر . 
(ج ) نعتبر «ثال ١0‏ -م (ج) . إذا كانت ع عي ا 2 > عد حيلئة , 
» - إله) -()ما 
مايثبت أن (/) لاتتقارب بانتظام فى 3 إلى /ر . و 
(د) نعتبر مثال ١9/‏ - م (د) فيا أن و3 5 
> |(»)م - (*)مما 11 


لكل * فى 2 ينتج أن المعابمة (1) تتقارب بانتظام فى 82 إل كر سخ 


العمود المنتظم ب 
من المفيد غالباً فى مناقشة التقارب المنتظم استمال حمود محين فى فراغ متجه الدوال . 
إذا كانت 7ه ع ص ء 6ه + 8:/ نقول أن كر محدودة فى حالة وجود 0 < 4/ 
حيث أن 34 > |(*)/|| لكل 2ع . إذا كانت 86 جه 2: [ محدودة » حيلئظ ينتج أن. 
العدد مااماا المحرف بواسطة 
(طء عد : |إ(«) مالا سه > دلام|| )017.5 
يوجد فى 2 . ( نلاحظ أن العمود فى الطرف الأيمن من هذه المعادلة هو الممود فى الفراغ؟82. 
١‏ - ؟ تعريف . إذا كانت ”2 ح 72 فإن المجموعة لحميم الدوال المحدودة فى 2 إلى **1 
يرمز لها بالرمز (12),م8 أو ( م و © إذا كانتا مفهوبتين ) فير مز لها بالرمز (8)2 . 
فى الفراغ ((8,,)1 نعرف قيمة جمع لدالتين بم ,كر الضرب المددى إلى 2 6ه © /ر 
يأنه 
(« ل - («)(ره) 2 ,(عا)ج +(*)[ - (0)(عم+]) (17.6) 
لكل 2 عير . نعرف دالة الصفر بأنها الدالة “22 ج (1: 0 المعرقة لحميعم (1 © د بواسطة 
0 - ()0. نربط الآن هذا المصطلح من المدلولات المذكورة فى ياب م . 


15١ 


 -‏ مفترض . (أ) الفئة ((8,,)1 هى فراغ المتجه تحت عمليات المتجه المعرفة فى 
الما دلة (/ا1؟-5). 

( ب) الدالة ها|م|| < : ] المعرفة فى (8,,)8 ف معادلة ( 17١-ه‏ ) هى عمود فى (8,,)12 

البرهان . يتطلب برهان الحرء : 

(أ) حسابات روتينية فقط لبرهان الحزء (ب) نحتاج لإثبات أريع خواض لعمود مبعلى 
فى تعريف معدو . 

(1) من الواضح من ( ١7‏ - ه ) أن 0 ج ما|/|| . 

(11) وواضح أن 0-(62+*:|()0/|) مده - م|0)] ٠‏ وبالمكس إذا كانت 
0- دا فإننا بها أن 0-هاار| > |()]| > 0 نستنج أن 0> |(*«)ثم] وإذن 

0 - («)ير لكل ع2 عحيث أن 0 در. 


(لنذ) الحقيقة الى تقول أن «|ام/|| اء| - و|/0|| قد اتضحت من قبل . 


(15) يما أن 
|ال«م)عاا+ اا()]|| ع المع + (ع)م|| > امارج + )| 
دااع ا|ا+ داار| >> 
لكل (1 ع < فينتج أن دااعاا+ دارا هى الحد الأعلى للفيعة (22 ع * :||(*)(ع + /)|) 
لذلك يكون 


(2ع + : |إ(«)رع + /)||) مده ع دااع + || 
.داعا + داام|| ع> وهو المطلوب إثبائه 


أحياناً يسمى العسود ح|]/||جم بالمسود المنتظم ( أو المسود الأعلى ) فى (286:)8 
سنوضصح الآن أن التقارب المنعظم لدوال فى (80,)180 يكافى” التقارب فى الممود المنتظم . 

/6 نظرية . متتابعة (,/) فى (©),,8 تعقارب بانتظام فى 2 إل(8,,)2‎ 4 - ١١ 
إذاو إذا فقط كان‎ 

0+ مام - ]|| 

البرهان . إذا كانت المتتابعة (72) تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 ٠»‏ فإنه يوجد لكل 
0 < 8 عدد طبيعى (4)8! حيث أنه إذاكانت (8) < و 1ع ع فإن > ||(«)/ -()./| 
وهذا . يدل على أن ١‏ 

> (طع ع : ||(:)(م- مز )| مده > دز - ]| 


حيث 0 > © اختيارية » هذا يضمن أن 0 جح م(|/ - | 


كل 


وبالمكس إذا كانت 0ح م|/ - .]|| فحينتذ يأخذ 0 < ع يوجد (5)8 محيث أنه 
إذا كانت (8)ه < م فإن + > مل|/ - ]| . هذا يدل أنه إذا كانت 8 © فإن 


ع > ماا/- كرا > |ام)م- )| - إالمم),- )ما 
لذلك تتقارب المتعابعة (,7) بانتظام ق 2 إلى /ي . وهو المطلوب إثباته 


الآن نوضح كيفية استمال هذا امفتر مسن كأداة لفحص متتابعة الدوال لتقارب منتظم 
نلاحظ أولا أن السود قد عرف فقط لدوال محدودة . ومن ثم يمكدنا استخدامه ( مباشرة 
على الأقل ) إذا كانت المتتابعة تتكون من دوال محدودة فقط . 


بو - (١‏ أمثلة. (أ) لا بمكتنا استخدام مفترض ١7‏ - 4 للمثال الموجود ق 107 - 5 
(أ)ء المثال الموجود ١07‏ - 5 (1) لأن الدوال بكر » المعرفة بالتعريف 5/< - (2),/ ليست 
محدودة فى نطاقها 2# 5 


لغرض التوضيح » نغير النطاق محصول على متتابعة محدودة فى النطاق الحديد . من 
المناسب أن نفرض أننا أخذنا [1 ,0]- 85 مع أن المتتابمة (/*) لا تتقارب بانتظام إلى 
الدالة صغر فى النطاق 42# ( كا رأينا فى مثال با.- : (أ) ) » فإن التقارب يكون منتظماً 
ف 11 0] > مه وخلاحظة هذا . نسب 
- [1 د عد ه: |ه- ع | مده مز/- مرا 
وينتج 0 جح مم1 - وإام - ]| 
(ب) نعتير الآن المتتابمة التي نوقشت فى مثال 7-١9‏ (ب) ء مثال 5-9١9‏ (ب) هنا 
"ا > («)لم ,[1 ,0] > 2آ.وناية الدالة كر تكون مساوية صغرا لكل 1 > * > 0 ومساوية 
للواحد الصحيح عند 1 محساب العمود للفرق مير » يكون لدينا 
كمد س* - ل ام#- عند لارع,م 
ا 201 د|ا/- مما 
بما أن هذا العمود لا يقترب من الصفر ع نستنتج أن المتايمة (:/) لا تتقارب بانتظام ى 
[1 ,0] >2 إلى كر. هذا يبرهن اعتباراتنا السابقة . 
(ج) نعتبر مثال ١‏ - 8 (ج ). مرة أخرى لا بمكننا استخدام مفترض ١‏ - »ه 
لآن الدوال ليست محدودة . مختار أيماً نطاقاً أصغر بأعذ [»,0] دع حيث 0 < 24 . 
ما أن 


2 


0 عو تعر 
ح إلا 
0 


ني 


> إ(«) م -(2«)مرا 


نكل 


ويكون لدينا 


> - له د > 0:|ه)- م مس - ملم ما 


ومن ثم تتقارب المتتابعة بانتظام إلى كر فى الفترة [6© و0] . ( لماذا هذا لا مخالف النتيجة 
ألثى حصلنا عليها فى مثال ١٠‏ - ؟ (ج) ؟) . 
( د) بالإشارة إلى مثال ١١7‏ - ؟ ( د) ء تعتير الدالة (+ 82) صلد (1/5) > (8)يم 
ق © - 2 . ماية الدالة هنا 0 - (*«)ثر لكل 1 © * . ولإثبات التقارب المنتظم ذه 
المتتابعة لاحظ أن 
(2 ء ع : إلم + عه) هنذ| (/1)) مده ح مأ[ - را 


لكن بها أن 1 ك>إبر صأق | فنستنتج أن «/1- م||مٌ-ث|| . وإذن (ي/) 
تتقارب بانتظام فى 322 ء» كا أثبعنافى مثال 9# ؟ (د). 


أحد المظاهر الأكثر فائدة العمود هو أنه يسبل النص العيار كوثى التقارب المنتظم 
لمتتابمة دوال محدودة . 


١١-7‏ معيار كوثى لتقارب منتظم . إذا فرضنا (,/) متتابمة الدوال فى (2)ب,8 
فإنه توجد دالة ((18)ب,8 عم تعقارب إلها بانتظام ‏ (70/) ٠‏ فى 2 إذا وإذا فقط كان 
يوجد لكل 0 < © عدد طبيعى (2) 34 محيث أنه لكل (84)8 < 2 ,م ء يكون 

6 >كماس/ ب در | 

البرهان . نفرض أن المنتابعة (ير/) تتقارب بانتظام فى 2 إلى دالة (8,4)30 6[ 
حينئظ عند 0<ام يوجد عدد طبيعى (5)8 محيث أنه إذا كانت (ع)# < م فإن 
2 > هاارح ]| . ومن ثم إذا كانت كلا من (6)ك. < 5 ,8 فنستنتج أن 

2 > هامر - /|ا+ دلا - مزر|| ك دااك - مرا 

و بالمكس » نفرض أن معيار كوثى متحقق وأنه عند 0 < ع يوجد عدد طبيمى (74)6 
حيث أن ع > م || ,كرح بور ]| عند (20)8 < :رات 
الآن لكل 12 جع يكون عندنا 

ع> مااء- لاع ادا »زا كل (ع)4ة <س.م 17.60) 
وإذن المتتابعة [ (*)ير/ ] هى متتابعة كوثى فى 220 ولذلك تتقارب إلى عنصر ما من 16 . 
نمرف ثر عند « فى 2 بأنها 
(())) سنا - () زر 
ال 


من ( ١97‏ - 8 ) نستنتج أنه إذا كانت 72 عدداً طبيعياً ثابتاً حقق(ع)84 < + وإذا كانت 
# أى عدد طبيعى حيث (ع)84 < *” » حينئذ لكل *« فى 4 . يكون لدينا 
ع > |[ م - نما 
إذا استخدمنا مفترض ١6‏ - م ينتج أنه إذا كانت (84)8 <ء 8ع فإن 
ع )م -(<)مرا 
وبما أن .م دالة محدودة » فينتج حالا من هذا ( لماذا ؟ ) أن كر محدودة ومن ثم فهى تنتمى 
إلى (2)بب8 . وبالإضافة إلى ذلك نستنتج أن (.م) تتقارب بانتظام إلى /ر فى 2 . 
وهو المطلوب إثبائه . 
تمرينات : 
فى هذه العرينات يمكن استمال الخواص الأولية لحساب المثلثات والدوال الأسية من المناهج 
الدر اسية السابقة . 
-(]) لكل لاع » نفرض ابر معرفة عند 0 < 2 بأنها (<)/1-(8)/ 
لأى قي للمتغير د توجد ((*).) سنا ؟. 
1-(ب) لكل لااء» » نفرض اج معرفة عند 0 2< * بالنص 
1/7 5 ع 0 رت > (عدامع 
> 1/1 تع 
أثبت أن 0-((*).ع) تنا لكل 0 < * . 
ب-(ج) وضحأن (*إ»ج ومه)) من موجودة لكل قيم : . ما ايها ؟ 
1-(د) وض أنه إذا عرفنا يم عل ©# بأنها . 


لقف الاك الك 
ار +1 )مآ 


فإن (يم) تتقارب فى © . 
1-(ه) بفرض .(# معرفة فى الفترة [0,1]-2 بالتعريف 
1/7 ع عد 0 ند - 1 > (<*)ا 
1 > ع > 1/1 ب0 عد 
وضم أن (.0) نا موجود فى 2 . 
10-(و) بفرض .ع معرفة فى 4 يأنها 


ل 


1/7 5ك 2 ع 0 ركنا > (عر)رع 


نا 
1>-:2 > 0505 ,)| تاكتك تتا 
> م/1 ,(* -1) 1 2 


ثبت أن (ع)صنا موجودفى و . 
١7‏ -(ز) وضح أنه إذا كانت 2 معرفة فى #2 بأنها 


(عم) ةا عدم 2 560 


فإن () ذا دم توجد على 2 . فى الحقيقة تعطى الهاية بما يل : 
0 <ع 1 >-(0)ز 
,0 >-يع ,0 تت 
00> ,1-ع 
0-(ح) وضح أن (حبم)سم1 موجود عند 0 <*# . أيضاً ابحث وجود 
(*" عير) بوذا 
١‏ - ( ط) نفرض أن (.) متتابعة تقاربية للنقط الى تقع جميعاً مع نبايتها * » فى 
فئة #0 2 . بفرض أن (6) تتقارب فى 2 إل الدالة كر . هل ((,2)ي) ناك ()م 


صصيحة ؟ 
-(ى) ابحث الرين السابق بالفرض الإضاق وهو أن التقارب لدالة (./) 
منتظم فى 82 . 


> ليس منتظياً فى الفثة الشاملة للتقارب‎ )1( - ١١ (ك) أثبت أن التقارب فى تمرين‎ - ١ 
. 5< 1 لكن يكون منتظياً عند‎ 

١‏ - (ل) وضح أن التقارب فى تمرين ١+‏ - (ب) ليس منتظماً فى النطاق 0 < ع لكنه 
منتظم فى فئة .© < #داء حيث 0 < 6 . 

- (م) هل التقارب فى تمرين /ا١‏ - ( د) منتظم ى 8 ؟ 

٠‏ - (ن) هل التقارب فق نممرين /ا١‏ - (ه) منتظم فى 5 ؟ 

١‏ - ( سس ) هل التقارب فى أمرين ١1‏ - (و) منتظم ى 1 ؟ هل هو منتظم فى [1 و6] 
عندما 0 < © ؟ ش 

١‏ - (ع) هل المتتابمة (--م2) متقاربة بانتظام عند 0 < * ؟ 

١‏ - (ف ) هل المتحايعة (-<«) متقاربة بانتظام عند 0 < ا ؟ 

1-(ص) نفرض أن (5) مابعة لدوال تتقارب فى 2 إلى دالة كر . إذا كانت 
٠ 4‏ 8 حما فنتين جز ئيتين من 1/2 فإذا عل أن التقارب منتظم فى كل وأيضاً فى 8 ٠»‏ أثبت 
أن التقارب يكون منتظماً فى 8نالك . 


ال 


- (ق) اعط الا لمتعابمة (6) فى ©)بره عحيث أن 1 > ءالما لكل للع 
والى ليس لا متتابعة جزئية متقاربة بانتظام ( ومن ثم استنتج أن نظرية بولتزانو - ثير شتر اس 
ليست سارية المفمول ىق (8,,)8 . 


الباب الثامن عشر ‏ العلو النهائى : 

قدمنا فى باب 5 ممعلومات عن الأعللى ( علواً ) لفثة محدودة غير خالية لأعداد حقيقية وقد 
أجر ينا استعالا هاما لهذه المعلومات مرات عديدة . ولكن » ببحث فتة لالهائية محدرد: ‏ 12ج 5 
يكون من الممتع أحياناً حساب أكبر نقطة تجميع *ى من 5 . هذه النقطة *ى هى أكبر أقل 
جميعالأعداد الحفيقية الى يزيد علها على الأكثر عدد محدود من عناصر 5 . سنطبق هذا المفهوم 
على المتتابعات المحدودة فى 82 مصول على التصور المقيد كثير] تعلو الباق . 

1-4 تعريف. بفرض () - يج امتتابعة محدودة فى 12 . 

(1) العلو الها المتتابمة 0 والذى سترمز له 

(«) هنا أو (<) مناة دسنا ‏ ,3 جزناى دزا 

هو أدنى الفئة ”8# حيث ©ا عه بحيث أنه يوجد على الأكثر عدد محلود من لاز عبر بحيثد 
أن مد>ن 

(ب) الأدفى الهانى للمتتابعة ل والذى سثر مز له 


() مهنا أو (م) كمنصنا ب كصتصا 


1 غ2 مناك درا ١‏ ع2 آم مرا 


(شكل )١- ١١‏ 
هو أعلى الفئة 1887 حيث © ء نب بحيث أنه يوجد عل الأكثر عدد محدود من لاج 7# نحيث 
> برل 


بيما لا تحتاج متتابعة محدودة إلى مهاية » ها دائماً علو نهالى وحيد ( وآأدفى نهاق وحيد ) . 
يكون هذا واضحاً من الحقيقة الى تقول إن العدد (لازع : : ,:د) مياه ع ينعمى إلى الفئة لآ» 
بينا العدد 1 -(ل2 ع 2 : ,)كص مد أدق للفثة 13/7 . 


يوجد طرق عديدة متكافثة ومفيدة غالياً فى تمكين الشخص من تعريف العلو الهال لمتتابعة 
محدودة ( وبحب حث القارىء بشدة على محاولة برهنة هذه التعيجة قبل قراءة البرهات ) , 
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9-1١4‏ نظرية . إذا كانت (,<) - 7 متتابعة تحدودة قى 12 ء فإن النصوص الآمةة 
تكون متكافئة لعدد حقيق ** . 

)1 (منة) مرناك نطلا - *عر 

(ب) إذا كانت 0<ع فيوجد عل الأ كثر عدد محدود من ارج ,ر محيث أن م > ع + *ير 
لكن يوجد عدد لانمائ حيث أن ,> عي-*ير 

( ج )إذا كانت (71 2 2 : نع ماد > به فإن (ا/ © 2 : ,رن كماع *ير 

(د) إذا كانت 701 2 : ) ناد - + فإن (.2) تتأ[ع *ع 

(«) إذا كانت .2 هى الفثة للأعداد 8# ع0 بحيث أنه يوجد متتابعة جزئية من 2 
والى تتقارب إلى ٠‏ ؛ حينتذ .1 مداو - *ع 


البرهان . نفرض (,,) ددة نذا - * وبفرض أن 0 < 6 , من تعريف 18 رء 
يوجد لاعن احيث ع +*بر ع ن > *د . لذلك © ل *خ تنسى أيفاً إلى “ز » 
إذن يمكن أن يوجد عل الأكثر عدد محدود من لارج م محيث أن ,بر> ع +** ومن ناحية 
أخرى 8 ** ليست فى 7 » لذلك يوجد عدد لاتمال من لاع هر محيث أن ,> م-*» 
ومن ثم (أ) تعنى ضمناً (ب) . 

إذا تحققت (ب) فإنه بأخذ 0 < ع . حينئذ يكون عندنا لكل 2م كبيرة كبر كافياً 
م+*<* ديه » لذلك ع + **: > إلالع:7: «طاثطا . لكن ما أنه يوجد عدد لا نا 
من لزع محيث أن مد>ع-* افإن من>ع-*2 لكل لازع 1م ومن ثم 
(لالع رن أما ىك ع-"ير , ما أن 0 < ع اختيارية » فنستلتج أن رن أمتع *ير 
لاع ل وتكون ( ج ) متحققة ‏ 


إذا عرفت المتتابمة (..نة) كا فى ( ج) فتكون متناقصة بإطراد ومن ثم (,2) دذا > (بن) 
حيث ( ج) تعنى ضمناً (د) . 


نفرضص الآن أن *+* تحقق ( د) » (ي,ير) - عر هى متتابعة جزئية تقاربية من 2 بما أن 
<ع” فيكون لدينا يناك يا ومن ثم *< - (ين)2هة! > 11406 . وبالمكس لاحظ 
أنه يرجد لالع ,م محيث أن رن ع ,,د > 00-1 . استساسياً نار .1< +ع بحيث أن 

> سين 
1 كك يردا 1-د زا 

يما أن *م - (ين) دمفل » فينتج أن (..) دنا - *» . لذلك ( د ) تتضين (م) . 

أخيراً » نفقرض أن .2 طناة ع ا . إذا أعطيت 0 <ج فيمكن أن يوجد عل الأكثر 
عدد محدود من الارح يرا حيث ,> 7+2 . ( من نظرية يولعز انو - فير اشتراس 15--4). 
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وإذن ع 1١+‏ > 1 مده سنا و للاعع+ثبر . ومن جهة أخرى توجد متتابعة * 
متقاربة إلى عدد ما أكير من مه ل <« . ما يثبت أن ع اس« ليست ى [ وإذن 
له هتاه ططنا > عور . وما أن 0 < ع اختيارية نستنتج أن كر ناه صطذا حبر . 
وإذن (ه) تضمن (أ) . 

كلا الميزتين ( د) » (ه) بمكن اعتبارهما تحقيقاً للمصطلح « العلو الهاف » يوجد ميز تان 
متناظر تان للأدف النهانٌ لمتتابعة محدودة و القارىء يحب أن ينسخها وييرهها . 

الآن تكون الحواص الجبرية الأساسية للعلو النهانى و للأدنى اللهان لمتتابعات محدودة . 

8-4 نظرية . بفرض (,) - للا و (,) ع2 متتابعتين محدودتين لأعدادحقيقية . 
فإن العلاقات الآنية تكون متحققة 

( أ) (م:) مدى صلا ك (م) مذ سنا 

(ب) إذا كانت 0 < م ء فإن (,<) كسا سلا ء - روده) لما دنا 8 
(<) مناة سنا ء > (زدء) مرناة نأا 

(ب') إذا كانت 50> م 0 ء» فإن () صدة سئا ء ع زرود) كمن سنا 75 
() كمأ سنا © - رود) مناك حسنا 

( ج ) رع ند) عمنهنا ك (رر) كمتسنا+ (د) تمنسنا 

( د ) (ءلا) مناة متاخ (جد) زناه تصعنا ك (منز + ءنا) مداى مدنا 


(ه) إذا كانت رز كديند لحميم 5 ٠»‏ فإن (ل) كستتصلئا ك () تصتصلا > 
وأيضاً (»لا) مداة تصنا > (ي) تناة سنا 


الرهان , ( أ ) إذاكانت () مذ صننا > « » () ناد دزذ[< نه فإنه يوجد بدرجة. 
لا مبائية كثير من ال 1 حيث أن يرد ك ١‏ » بيما يوجد فقط عدد محدود حيث أن 
بر > 8 وإذن يجب أن نحصل عل. « ك5 ٠#‏ ألى تتضمن (1 ) . 

(ب) إذا كانت 0 < م ء فإن الشرب فى © محفظ كل المتبايئنات الى على الصورة 
و > " إلغ . 

(ب') إذا كانت 0 5 © ء فإن الضرب فى © يمكس المتباينات ويحول العلو الباق 
إلى الآدف الباق وبالمكس , 

نص'( ج) يكون ثنائيا إلى( د ) ويمكن اشتقاقه مباشرة من ( د ) أو برهانه باستخدام نفس 
النوع من المناقشة . لبرهنة ( د )ء تفرش (ي<) رإناة مدنا< دن و (إلإ) مناى طزنا< ين 
من التمريف يوجد فقط عدد محدود من محم بحيث أن يرا > 0 وعدد محدود بحيث أن 


طل 


رن > ما وإذن ممكن أن يوجد فقط عدد محدود من 72 بحيث أن لو + 2 > ين جدنع 
ما يوضم أن 6 + 0 كد (ملز + م) وناك حمذا هذا يرهن نص (د). 


الآن نبرهن النص الثانى فى ( « ) . إذا كانت (ملا) منا5 م12[ < ا فإنه يمكن فقط 
وجود عدد محدود من أعداد طبيعية ” حيث أن ور[ > م يما أن اكد 6 فينتج 
نا > (.2) ناك دنا وكذتك (م<ا) وناك دنا > (ن<) ماد دمن .22 وهو المطلوب إثياته . 

كل من الشروط المكافئة المعطاة ى نظرية م١‏ - + يمكن استماله لبرهنة أجزاء 
نغارية لماع" , 

يقترح كفاية بعض هذه البراهين البديلة كتمرين . 

ربما يسأل ما إذا كان بمكن أن تحل محل المتباينات فى نظرية م١‏ - م متساويات 
بوجه عام ٠»‏ الإجابة لا » لأنه إذا كانت [ ”(1-) ] ع 2 فإن 1--ع: كمزصئز > 
1+- مدصنا إذا كانت *'*"(1-))-58 فإن (0)-5+ بمحيث أن 

و(7 + 26) 181 نسلات 0 > 2- ع الآ ووز درن + عر كدذ مدنا 
لا هناة تمتا+ غ2 مياة سرثا - 2 > 0 ع زلا + غ3) «رناد دنا 

قد رأينا أن الأدنى الها والأعل الباق يؤجدان لأى متتابعة محددة . بصرف النظر 
حما إذا كانت المتتابعة تقاربية . الآن سنوضح أن وجود 3 2اذ1 تكون مكافئة لتساوى 
بل مخضا حصنا , عي مناه عصذا 

4-14 مفترضص . نفرضص أن كر متتابعة محدودة لأعداد حقيقية . حينئذ 5 تقار بية 
إذا وإذا نقط ال طناق نذا ب لز تمص علطلا . فى أى حالة تكون كر 22ة1 هى القيمة 
المشتركة . 

البرهان . إذا كانت ل قثا > عد . فإنه لكل 0 < عم يوجد عدد طبيعى (2/)8 
حيث أن 

(ع)11 د« رع + 8 > بن > ع حاير 

المتباينة الثانية توضح أن ع + ع كك 1 ياد صدئا والمتبايئة الأولى توضح أن 
لا تخصط مططا ك م ل . وإذن 2 > ير تخصذ مطنا - لير > «رنك دما > 0 
وبما أن 0 < 8 اختيارية » فيكون لدينا المتساوية المنصوص علبا . 


وبالمكس ء نفرض أن 2 2نا8 طق - ا2ز تخصة صلا ح د إذاكانت 0 <يم, 
فينتج نظرية 5-١8‏ (ب) أنه يوجد عدد طبيعى (1)8/ بحيث أنه إذا كانت (2/,)8  <‏ 
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فإن م +«> .د . بالمثل يوجد عدد طبيعى (2/2)8 بحيث أنه إذا كانت (8/2)8 < # 
فإن ير >هاع * . بفرض ((72)8 ,(ع )22) نه ع (2/)8 ٠‏ إذا كانت 
(2/)8ة - م فإن ع > |ءد سي | ما ينبت أن 8# هنذا ع عر , 
وهو المطلوب إثباته . 

متتابعات غير محدودة : 

أحياناً يكون من المناسب إيحاد العلو الباق والأدنى الها المعرف النتابعات اختيارية 
( أى ليست بالضرورة محدودة ) فى 8 لإجراء هذا نحتاج لتقدم الرمزين © +ل)» مها ء 
لكن مم التأكيد بعد اعتبارهما أعداداً حقيقية » هما جرد رمزين مناسبين فقط . 
إذا كانت 5 فثة غير خالية فى 22 وكانت غير محدودة من أعلى » فنعرف ©+ > 5 (زلاة 
إذا كانت 7 فئة غير خالية فى 8 وكا'ت غير محدودة من أسفل فنمرف 7-00 
وكا لاحظنا بعد تعريف + - ١‏ »ء أن كل عدد حقيق يكون حداً أعل لفئة غالية © ٠‏ لذلك 
نعرراف مه- ح () مإناو بالمثل كل عدد حقيى يكون حداً أسفل لفئة خالية 76 » لذلك لعرف 
+ > 9 1314 

الآن نفرض أن (,*) ع كر متتابعة فى 82 وغير محدودة من أعلى » حيئئذ فإن الفئة 7آ 
لأعداد 8# ع ه محيث أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من ارح ححيث إرلا > 7 تكون 
٠‏ عاليا . إذن + >1 121 . أى أنه إذا كانت (,*) - ل متتابعة فى 8 غير محدودة من 
أعلى » فنجد أن 

+ ع (رد) مرناة دزا 
بالمكل » إذا كانت (ييزر) - 73 متتابعة فى 32 وغير محدودة من أسفل » فنجد أن 
مه- ت (ولا) كمأ معنا 

نلاحظ أنه إذا كانت (ي*) ع كر متتابمة فى © وغير محدودة من أعل ٠‏ فإن الفعات 

(: < 5 :م ليست محدودة من أعلى وإذن 
مل ح 1 حت 11 : ,رن2! ولا > ملا 

لكل 7ع م . 
نهايات لا نهائية : 

إذا كانت (,*) ع لكر متتابعة ق 8# ٠‏ فتقول إن (ي*) - كا تتباعد إلى مهل 


ونكتب + - (يه) ونا إذا كانت ء لكل *لاء » »2 يوجد لاز (ج)1 محيث أنه إذا 
كانت (85)0 < 8 فإن © << . 
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بالمثل نقول إن (ي*) ح ل تتباعد إلى مه - ونكتب ص-- (ى*) قثا ى 
حالة أنه لكل قن يوجد لزع (»)جز بحيث أنه إذاكانت ( 4 ) كل < 5 فإن © > ير . 
ويمكن ٠‏ كتمرين إثبات أن (ي*) - 2 تتباعد إلى +٠‏ إذا وإذا فقط 
6+ > (ن) مدا سنا ت (كم) كص سنا 
وأن (,*<) - ل تتباعد إلى مه إذا وإذا فقط 


6- ت (م<) مناه مستا ت (ند) كصأ تا 


تمرينات : 
م١‏ - (أ) حدد الأعل اللهائ و الأدنى الهانى المتعابعات المحدودة الآنية فى 
)2 0-1 (ب) «10000-) 
(ج) «(1/0 + “1-) (د) ( صلة) 


١6‏ -(ب) إذا كانت (,*) - ل متتابعة محدودة فى #2 » وضح أنه يوجد متتابعة 
جزلية للمتنابعة 1 محيث تتقارب إلى ل تخططة تلا . 
-(ج) برهن مباشرة النظرية المناظرة لنظرية م١‏ - ع للأدق الباق بعد تكون 
صيغة ها . 5 

١‏ -( د) اعط برهاناً مباشر! لنظرية 8-1١1‏ (ج) 

-(ه) برهن نظرية م14- "#8 (د) باستخدام م١‏ - م (ب) كتعريف للأعلى 
الهاق . افعل نفس الثىء باستخدام م١-‏ ع (د) ٠‏ هرم (ه). ٠‏ 

م١‏ - (وم) إذا كانت [لرع -وم متعابمة محدودة لحناصر موجرة على سبيل الحصر ىق 
8 وضح أن (يد/ربيد) صنة صعنا ع (:) منء تا 

م١‏ - (ز ) حدد الأعلى الباق و الأدن للمتعابعات الآتية فى 8 . 


000( (*"(1-) (ب) (« صنوم) 
(ج) ‏ 7(«ستم)م) (د) («مفم). 
مج ع ع2 كما سنا 


-(ط) وضح أن + - منده صنخا إذا وإذا فقط كان توجد متتابعة جزئية 
له من الأ محيث أن + - 'غز دنا 


- (ى) فسر نظرية م١‏ - ؟المتتايعات غير محدودة . 


١6ه‎ 


الباب التاسع عثشر ‏ بعض امتدادات : 
من المهم كثيرآ فى التحليل أن نقم « رتبة مقدار ». لجعابمة أو نقارن متابعتين بالنسبة 
إلى مقدارهها . لإجراءه ذلك نتخلص من الحدود الى لا تصنع « إمباماً جوهرياً , . فثلا 
إذا كانت 17 +284 ح ب فإنه عند 787 بحيث تكون كبيرة » يأق الإسهام المسيطر 
من الحد 22 . إذا كانت 2ر5 22 ح يبر فإنه عند /2 جع محيث تكون كبيرة © يكون 
الحد المسيطرهو 52 . وبالرغم من أن الحدود الأولى القليلة من (نز) أصغر من تلك ألى فى 
(,) ء فإن الحدود هذه المتتابعة تنمو بسرعة أكثر من تلك الى تنمو بها الحدودفى (.*) . 
الآن سندخل بعض مصطلحات فنية لممل هذه الفكرة أكثر دقة وسندخل دلالة ها » 
ترجع إلى لانداو(*) ومغيدة غالبا . 
١-8‏ تعريف . نفرضض أن (*) - 26 و (يبز) ع 2 متتابمتان فى 22 وتفرض. 
أن 0 كربو كل لازع م ستحيث تكون كبيرة كيرا كانياً . نقول إن ل و ل 
متكافثان و ذكتب 
انلك أو (يورر) ‏ (ير<) 
عندما 1 > (يبر/ي<) تف . نقول إن 3*5 الهارتبة أقل «قدار من ا ونكتب 
(82-6)7 أو (ر:) 6 د ,د 
عندما 0 > (ببر/ي*) تآ . نقول إن 1 تكون مسيطرة على 7 ونكتب 
0)0 ع أو (0)2 ديء 
فى حالة كون المتتابمة (ي,بز/ي,7) محدودة . 
من الواضح أن إما 8 سم ل أو (7) 0 ح ل تدل على أن (0)7 ع ال خواص 
مختلفة هذه الدلالات ستعطى فى التمارين . 


مجموع سيزارو : 

عرفنا سابقاً ما المقصود بالتقارب لمتتابمة (,) - 2 ى<# إلى عنصر د . لكن ؛ ربا 
يكون مكنا أن نربط ‏ إلى المتتابعة لل كنوع من « الباية المامة # حر ولو م تتقارب 
المتتابعة ل إلى * بمعبى تعريف ١4‏ ”# . يوجد طرق كثيرة الى بها يمكن الشخص أن يعمسم 


#) ادموند وج١اتثى»‏ لانداو ( لالإنم١ ‏ 1928 ) كان استاذا فى « بيتئجن © ومعروف 
بابحاتئه وكتبه على نظرية العدد والتطيل . هذه الكتب مشهورة يشنتها واختصارها فى 
الاسلوب ( وبلفتها الالمانية الأولية )0 . 


نفل 


فكرة نهاية مجتابعة وبمكنه إعطاء مقدار كبير من البيات عن أن بعضس هذه الطرق ستأخذن) 
بعيدأ أبعد من مجال هذا الكتاب . لكن » توجد طريقة أولية فى طبيعها وى نفس الوقت 
مفيدة ى تطبيقاتها لمتتابعات تذبذبية . 

بما أن هذه الطريقة لما بعض الأهمية وبرهان النتيجة الرئيسية نموذجى لناقشات تحليلية 
كثيرة » فندخل هنا مقدمة مختصرة لنظرية قابلية الجمع لسيزارو (*) . 


8- ؟ تعريف . إذا كانت (ي*) - 26 متسابعة من عناصر فى "8 ٠‏ فإن المتتابعة 
(م») > 3 المعرفة بالتعريف . 


2 يي +21 
٠.ثوءو‏ حر وو ساك واه هو 622-25 1 >> رن 


تسمى متتابعة المتوسطات الحسابية المتابعة 8 . 


ومنى آخر » توجد عناصر 5: بأخذ متوسطات أخدود فى لآر. وحيث أن هذا 
المتوسط بميل إلى ملامسة تذبذبات من حين لآخر فى ل ء فن المعقول أن نتوقم أن يكون 
للمتتابعة 5 فرصة أكير التقارب عن المتتابعة الأصلية د . فى حالة ثقارب المتتابعة 8 
لمتوسطات حسابية إلى عنصر «ز ء نقولٍ ان المتتابعة 2 تكون جمع سيزارو إلى بز » 
أو أن بر هى الباية (1 ,©) المتتابمة 3 . 


مثال ذلك » بفرص 75 هى المتتابعة الحقيقية غير التقاربية (... .و0 و1 ,0 و1) - .7 
فقد تبين توأ أنه إذا كانت * عدداً طبيعياً زوجياً فإن # ح ري وإذا كانت # عدداً 
فردياً فإن 1(/248+»)-.ى . بماأن (يرى) تلكا - ل فإن لمتتابعة ل لا جمم 
سيز ارو إلى 8 » الذى ليس نهاية المتعابعة كل و لكن يبدو أنه الباية العامة الطبيعية الى بمكننا 
ربطها للمتتابمة 177 . 


ويبدو أنه من المعقول لتعميم فكرة هاية المتتابمة أن نقتضى بأن اللباية العامة تعلى 
القيمة العادية للهاية عندما تكون المتتابعة تقاربية . الآن سنوضح أن طريقة ميزارو لها 
هذه الخاصية . 

1- "م نظرية . إذا كانت المحجابمة (<) - 26 تتقارب إلى ٠‏ فإن المتتابمة 
(,) - 5 المعوسطات المسابية تعقارب أيشا إلى * . 


(#) اآرنست سسميزارو ( 1865 سد 11.04 ) درص فى روما ودرسن فى نابولى © وقد عيل 
5 الهيندسة والجبر وأيضا بالتحليْل 3 
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البرهات . نحتاج لحساب المقدار الآق : 


ع - (مرجء يعد جيجه ديم و 
(19.1) 


(( ح )+ +٠‏ (جد - يبد +( - يب)) 


كت 


بما أن (,*) دنا - د ء فينتج بأعذ 0 < ع أنه يونجد عدد طبيعى (8)8 أبحيث أنه 
إذا كانت (8)8 < يم فإن 8>|ء- «*ا|ا . أيضاً حيث أن المتتابعة (,<) - ك2 
تقاربية . يوجد عدد حقيق 4م محيث أنه 4.>|-ءدا|ا لكل # . إذا كانت 
(2)8 - لق ح » ٠»‏ نقمم الجموع فى الطرف الأبمن من ١-1١9‏ إلى مجموع من 1 - / 
إلى له - © مضافاً إليه مجبوع من 80+1-خ8 إلى # م ونستخدم التقدير 
8 > اع - بدا تحدود ل م الأخيرة لتحصل 
لحن بش د رد .ور عند (6)ل( م 

إذا كانت #كبيرة كبر] كايا » فإن ع > «/4ل2 وبما أن 1 > س/(8 - ج) فنجد أن 
2 >|ء*- .| لكل * كبيرة كيرا كافياً . ومن ثم (,>) نذا عد ير 

وهو المطلوب إثباته . 


سوف لا نتابعم نظرية قابلية الجمع أكثر من هذا ء لكى نجمل القارئ يرجع إلى 
كتب عل متسلسلات تباعدية وقابلية الحمع . مثال ذلك ٠»‏ انظر الكتاب لمؤلفه كنوب 
المدون فى المراجم . إحدى أكثر التطبيقات الأساسية الشيقة لقابلية الجمع لسيزارو هى 
نظرية فيجر الشبيرة الى تنص عل أن دالة متصلة بمكن اسّردادها من متسلسلة فوريير 
لها بطريقة سيزارو لقابلية الجمع . حى ولو كانت الدالة بحيث لا يمكن استخلاصها من 
هذه المتسلسلة بالتقارب العادى ( انظر نظرية م )١-‏ . 


متتابعات مزدوجة ومكررة : 


نتذكر أن متتابمة فى الفراغ «ج1 هى دالة معرفة على الفثة تج لأعداد طبيعية ويمدى 

فى الفراغ ”8 . متتابمة مزدوجة فى الفراغ + هى دالة ل نطاقها 20 »< لم وتتكون 
من جميع الأزواج المرتبة لأعداد طبيعية ومداها ى ”76 و بمعى آخر »© عند كل زوج مراتب 
(2 ,ورم) للأعداد الطبيعية تكون القيمة للمتتابعة المزدوجة ك2 عنصراً فى الفراغ "12 والذى 
سوف ترمز له موذجاً بالرمز .د . وق الخالة العامة ستستعمل رمزاً مثل (.<*) - 36 
'تثيل 26 » لكن من المناسب أحياناً أن ندون العناصر فى شكل مصفوفة متنتظمة مثل 
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ا ا لم0 (19.2) 


لاحفل أنه فى هذا التظام » يشير الدليل الأول إلى الصف الذى يظهر فيه العنصر ..,: ويشير 
الدليل الثانى إلى العمود الذى يظهر فيه نفس العتصر . 

4-1 تعريف . إذا كانت (.,»)-2 هى متتابعة مزدوجة فى الفراغ 7227 » 
فإنه يقال لعنصر ‏ انه نهاية ( أو لهاية مزدوجة ) للمتتابعة ل إذا كان يوجد لكل عدد 
موجب © عدد طبيعى (8)ى بحيث أنه لكل (2/)8 < « رم فإن ع > || - .| فى هذه 
الحالة نقول ان المتتابعة المزدوجة تتقارب إل 1 ونكتب 


(مند) فصلا ح ير أو 26 تملا ع ير 


كثيرا من النظرية الآساسية الأولية للبايات المتتابمات تطبق مم تغيير بسيط على 
المنتابعات المردوجة . بوجه ماص © حقيقة كون الماية المزدوجة وحيدة التعيين ( إن 
وجدت ) تبرهن ماما بنفس الطريقة كما فى نظرية 5-1١6‏ . يوجد أيضاً معيار كوثى 
لتقارب المتتابعة المردوجة الذي سنكتب نصه و الذى نيرك برهانه للقارىء . 


4- 0ه معيار كوشى . إذا كانت (.*) -2 متتابمة مزدوجة فى الفراغ ”22 » 
فإن ل تكون تقاربية إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع عدد طبيعى (8 )34 يحيرث 
أنه لكل (8 )14  <‏ ,م ,7 ,1 فإن 

٠‏ > |إمد - مسكد| 

سوف لا نتعمق فى أى تفاصيل أكثر فى هذا الحزء لنظرية المتتابعات المردوجة اللى 
يوازى نظرية المتابعة المفردة . بالأحرى نقترح ملاحظة باختصار العلاقة بين ألباية كما 
عرفت فى 14- 4 والبايات المكررة . 

وكبداية ٠‏ نلاحظ أن المحابمة المزدوجة يمكن اعتبارها ( بطريقتين عل الأقل ) 
كتتتابعة لمتتابمات . إحدى الطرق » ممكننا اعتبار كل صف ف النظام المرتب فى (7-19) 
متتابمة فى الفراغ ”2 . أى إن الصف الأول ف النظام ( ١4‏ - 5 ) ينتج المتتابعة 

7 بصع ءءء رقع 137 > (لا ع 0 : مرعز) ح للا 
الصف الثاق ىق( )١-‏ ينتج المتتابمة (/8©12:.<) -ولا | ..1لح . وكتفكير 
لا بأس به هو اعتبار البايات لمتتابعات الصف . . . ,رلا ,. . . روثلا بن ( عند وجود 
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هذه البايات ) نفرض أن هذه اللهايات موجودة وترمز ها بالرمور 2 ... .سا ,..- ,2لا ودلا 
نحصل عل متتابعة لعناصر قى “382 الى ربما بمكن فحصبا جيداً التقارب . أى إننا نعتبر وجود 
(نو) دنا - بو . وحيث أن العناصر يرز معطاة بالصورة ملا تناح .ا ححيث 
لاع م : ءنا) ع ملا فإن هذا يقودثا إلى التعبير عن الباية (سلا) 0زثا ع لا (عند 
وجوده' ) بالتمبير 

(-.) حصنا سنا ع ر 


سنشير إلى در كلباية مكررة للمتتابعة المزدوجة ( أو أكثر دقة كباية الصف المتكرر هذه 
٠‏ المتتابعة المردوجة ) . 

والذى أجريناه بالنسبة لصفوف بمكن عمله على قدم المساواة بالنسبة لأعدة أى 
إننا نكون المتتابمات 

(للء نيب) ديه لالج 31 : ررنة) ع ررك 
وهكذا ٠.‏ بغراضن أن النبايات ١...‏ وو قثا > ج22 برك قثا رع موجودة » 
فيمكننا أن نعتير (.2) ذا - 22 وعند وجود هذه الباية الأخيرة » فترمز ها بالرمزر 
,(مدة) تهنا ددا - ع 

ونرمز إلى 2 كهاية مكررة أو الهاية المكررة لعمود لمتتابعة مزدوجة (2) < 6 

والسؤال الأول الذى بمكن أن نسأله هو : إذا كانت الهاية المزدوجة للمتتابعة 
(.,,) ع موجودة » فحينئذ هل توجد الهايات المكررة ؟ . والإجابة عن هذا السؤال 
رما تكون «فاجأة للقارى» ء هى بالنى . لثرى هذا نفرضص أن ل هى متتابعة مزدوجة فى 2 
والمعطاة على الصورة (1/0 +1(”*”)1/81-) ح برة ء فد رأينا حالا أن اللباية 
المزدوجة هذه المتتابعة موجودة وتساوى صفرا . يما قد نحقق من قبل أنه لا أحد من المتتابعئين 

(1 © 10 : ويية) 2 ورلا ر. . . ر(آلا © 5 : بن) ع ركلا 

ها هاية . ومن ثم لا يمكن وجود لهاية مكررة ممتملة حيث لا يوجد أحد من اللهايات 
الداخلة . 
المكررة موجودة » فهل الباية المكررة تساوى اللباية المردوجة ؟ . ى هذه المرة تكون 
الإجابة بالإحاب . وف الحقيقة » سنقرر الآن نتيجة قوية نوعاً ما . 

- 4 نظرية نهاية مزدوجة . إذا كانت الهاية المزدوجة (,,.*) ,10ز[ - د موجودة 
وإذا كانت توجد لكل عدد طبيعى 72 الهاية (مسنة) 120[ - .ملا فإن الباية المكررة 
6 نا بردم[ موجودة وتساوى *# . 


١ /اه‎ 


البرهان . نجد من الفرض ء بأخذ 0 < ع أنه يوجد عدد طبيعى (2/)8 محيث أنه إذا 


كانت (7)8 < : ,م فإن # >> || - || . ثانياً من الفرض »ع ححيث أن اللهايات 
(من:) حمسلا تبر موجودة 'فينتج من المتبايئة السابقة ومفترض ١0‏ - م أن 
© ك |« - || لكل (8)8 < 7 لذلك نستسج أن )(١(‏ ذا -ع 


وهو المطلوب إثباته . 

الننيجة السابقة توضح أنه إذا كانت الهاية المزدوجة موجودة » فإن الثىء الوحيد 
النى بمكنه منع المايات المكررة من الوجود ومساواتها باللهاية المزدوجة هو عدم وجود 
البايات الداخلة . وأكثر دقة يكون عندنا النتيجة الآئية , 

7-4 نقيجة . بغرض أن الهاية المردوجة موجودة وآن اللبايات 

(:) هنا تمت ,(مع) مسناء مر 
موجودة للمميع الأعداد الطبيعية 88 و : . حينئذ البايات المكررة 
0 سنا سنا ,(ع) حصنا دنا 

ومساوية لللباية المزدوجة . 

نستعلم بعد ذلك عما إذا كان وجود تساوى الهايتين المكررتين يضمن وجود الهاية 
المزدوجة . الحواب هو لا . هذا يتضح بفحص المتتابعة المزدوجة (م<*) - 8 فى 2 
المعرفة بأن 1 حت عندا وعد ء: 0ح ري عندما 2ح هبر . هنا كلا الجايتين 
المكررئين موجودتين ومتساويتين . با لا توجد الهاية المزدوجة ولكن + نحت بعض شروط 
إضافية » بمكننا ضمان وجود الهاية المزدوجة من وجود إحدى اللبايتين المكررتئين . 

4-م تعريف . لكل عدد طبيمى 2 اء تفرص أن (مم) - رملا متتابعة فى 
الفراغ ”46 ومتقارية إلى «لا ء ثقول إن المتتابعات (70610: سا1 تكون تقاربية 
منتظمة إذا كان يوجد » لكل 0<م ء عدد طبيعى (8) محيث أنه إذا كانت 
(ع)لة -< فإن ع > ملا - مد ميم الأعداد الطبيعية 8# . 

سيفمل القارىء حسناً عندما يقارن هذا التمريف مع تعريف ١‏ - 4 ويلاحظ أنهما 
من نفس الصيغة . جزئياً لكى نملل إثبات نظرية 14 - ٠٠١‏ ع سنوضصح أنه إذا كانت 
كل من المتتابعات ملا تقاربية » فإن وجود الهاية المزدوجة يضمن أن المتعابعات 
(لالع 1:1 تكون تقار بية تقارياً منتظماً 5 

4-8 مفترص . إذا كانت الهاية المزدوجة احابعة مزدوجة (,,,) غ7 موجودة 
وإذا كانت » لكل عدد طبيعى 7 ء المتتابمة (10 7 : سر<) > ملآ تقاربية » فإن هذه 
امجموعة تَكون تقار بية 3 منتظمة . 


١ مه‎ 


البرهان. مما أن الباية المزدوجة موجودة ء فبأخذ 0 < ع نجد أنه يوجد عدد طبيعى 
(8) /ة محيث أنه إذا كانت (20)8 < و فإن م >|ع - .| . من الفرض نحد أن 
المتعابمة (20 © . .*) -ث89 تقترب إلى عنصر برنز وباستخدام مفترض 7160م 
نجد أنه إذا كانت (20)6 < 4 فزن ع > | - ||3<٠‏ أى إنه إذا كانت (2/)6 < 11 را 
فإننا نستنتج أن 
6 > أ - || + ||ءد - مسدا| كك |أدلا - ند 
و بالإضافة إلى ذلك » تكون ء» عند 1-(ع)270 ,... ,2 ,1 ح ووو المتتابعة ,3 متقاربة 
من سلا » ومن ثم يوجد عدد طبيعى (ع) 46 بحيث أنه إذا كانت (8) 24 < « ء فإن. 
1-(6ل2,...,10 بلحس ,ق>|امر- | 
بفرض ((16)8 ,(37)2) طناة - (834)8 فإننا نستنتج أنه إذا كانت ( 84)8 < « »2 فإله ش 
لأى فيمة للمقدار :7 تحصل على 
28 > |مر - مدأ 
هذا يثبث انتظام التقارب المتتابعات (27 11-11 وهو المطلوب إثباته . 
المفتر ض السابق يوضح أنه » تحت الفرصس بأن المستابعات ,ل تقاربية » فإن التقارب 
المنتظل اذه المجموعة من المتتابعات شرط ضرورى لوجود الباية المزدوجة . نثبت الآن 
نتيجة ف الانجاه المكبي . 
٠١-84‏ نظرية نهاية مكررة . نفرض أن الهايات الفردية 
(-::) سنا > مت ,(ح) متا ملا 
موجود لكل 100 ©72,: وأن التقارب لأحد من هذه المجموعات منتظم . فإن كلا من 
الْبايئين المكررتنين والهاية المزدوجة موجودة وكل الثلاثة متساوية . 
البرهان . نفرغن أن التقارب للمجموعة (لزء :م: لا منتظم . وإذن بإعطاه 
0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (ع) لذ محيث أنه إذا كانت (ع2)8 < م فإن لكل 
ع >> لملا - ناا (19.3) 
الأعداد الطبيعية #-. لتوضيح أن (مل) تطئا موجودء تأغذ عدداً ثابتاً ( 2/)8 < 9 . 
جما أن (لة»+: ,:<) مزاع ,2 موجود» نمرف أنه إذا كانت (1)8,4< 5م 
فإن 
2 > إأءلا > ومنة|| + من - ومنذ|| + |أمند - ءلا|| كد |أونا - ملا|] 
لذلك (م2) هى محابعة كوثى وتقترب إلى علصر زر فى "8 مما يركد وجود الباية 
المكررة (مدن) دمنا دمن > (منز) سنا - ل 
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الآن سنوضح أن الهاية المزدوجة موجودة ء» حيث أن (.ل) هذا - باغ بأغذ 
0 < ع فإنه يوجد مقدار ( ع)84 محيث أنه إذا كانت ( )384 < ور فإن ‏ + > إإنز - | 
تفرص [(24)6 ,()10) مده- (6) ونتسل ثانياً 8-19 ) لنستنتج أنه إذا 
كانت ( )ك5 < ريم فإن 
8 > إإ - | + |أما - || ك إإنح - ممدا| 
هذا يثبت أن الهاية المزدوجة موجودة ومساوية الهاية ز . 


أخير ‏ 0 لتوضيح أن الهاية المكررة الأخري «وجودة وتساوى الباية تر ء فإننا 
نلستخدم نظرية 18 - 5 أو تنيجتها . 

ربما يكون من التخمين أن » مع أن البرهان المعطى حالياً يتمد على وجود كلا من 
مجموعات البايات الفردية وانتظام الهاية لوأحد مهما ء الاستنتاج ريما ينتج من وجود 
( وانتظام ) لمموعة واحدة بالضبط لهايات فردية . سنترك هذا للقارىء لفحص سحة 
أو بطلان هذا التخمين . 


تمرينات 
1- (5أ) كون الملاقات الآتية : 
 )1(‏ (3ستس) جنم (ب) (م)مح رجتم 
2 005 -ح قم"  ))-‏ << (د) م )معزتم*1-) 


(«) (/1/2)- زول- 1 + يولم (و) 2-001( صنه) 

9 (ب) بفرض أن 2 و 8 و 2 متتابمات بمناصر غير صفرية . وضح أن 

)١(‏ سير 

(ب) إذا كانت لكا قإن ماما 
(ج) إذا كانت لاسي او وبلا فإن دير ال 

١9‏ -(ج ) إذاكانت (/0)7 -,16 و (0092 ديكيز » فنستنتج أن (7ا0)0 > رلا ع رك 
ولص هذا فى المعادلة : 

(أ) .)0082-0 +0087 أعط تمليلا مشابباً هذا وأثيت أن 

(ب) ‏ (87)مع رلا) وعد )م 

(ج) إذا كانت 0غوء حينذ (م)م- (لاء)ه ء (0037 ع للا) 0‏ . 


كلمل 


ردغ (909)م-((0)0)7 ,(8)ه- )006 

(ه) (0)360 -(000)50) 0ه ,(0)367  007500)70(-‏ ,0360 - (10) 00060 

ور (د) أثبت أن )0 - لا و (3-0)5 لا بمكن أن يتحققا فى وقت واحد . 
اعط مثالا لمعابمات بحيث أن (0)380 -عد ولكن )0 كلا . 

4 (ه) إذا كانت ا متتايعة مطردة فى الفراخغ 8 وضح أن المتتايمة للمتوسطات 
الحسابية تكون مطردة . 

ور -(و) إذا كانت (.<) -غ7 متجابمة فى 2 » (.0) متتابمة للمتوسطات الحسابية » 
حينئذُ (,<) جياه دنا ك (,0) مده دنا اعط مثالا فيه تظل المتباينة قائمة . 


4د( لوانت )2 ا متتابعة لأعداد حقيقية موجبة» فهل (0) مز أيدة 
باطراد ؟ 


» -(ح) إذا كانت المتتابمة ()-26 ف الفراغ "# هى حاصل جمع سيزارو‎ ١9 
.) فإن (س)معع< ( إرشاده : (5_.و(0-1)- .مه عه‎ 


9 - (ط) بفرض أن 7 متابمة مطردة فى 12 » هل صميج أن ير تكون حاصل جيع 
سيز ارو إذا وإذا فقط كانت تقار بية ؟ِ 


9 (ى) اعط برهانا لنظرية 19-- م 
ها -(ك) اعتير و جود البايات المزدوجة والمكررة المتتابعات المزدوجة (.*) حيث 


: مبيئة كالآى‎ 3-٠ 
2+1 الى داك 5 كد هي‎ 
(د) عشي 6 ل إلى لسك‎ 


4 -( ل) هل المحتتابمة المزدوجة التقاربية محدودة ؟ 

9 -(م) إذا كانت (..*) - متتابمة مزدو جة تقار بية لأعداد حقيقية » وإذا كانت 
الجاية () ,مداه دنا - _بد موجودة لكل /3 » 3 فإنه يكون لدينا (١ا)‏ تهنا > (مب) ممتكئا 

18-(ن) أى من المتعابمات المزدوجة فى لمرين 9١1-ك‏ تكون محيث أن المجموعة 
(للاء 5 : (..:) دنا - /3) تقاربية منتظمة ؟ 

9 -(س) بفرض (..,)- ع متتابعة مزدوجة محدودة فى الفراغ 8# مخاصية أنه 
لكل لزع بم تكون المتعابعة (لارع»:..) - رلا مطردة الزيادة ولكل اعم تكون 
المنتابمة (2ء :<: ..+) -22 مطردة الزيادة . هل حص يح أن اللجايتين المكررتين موجودتان 
ومتساويتان ؟ . هل الهاية المزدوجة تحتاج إل أن توجد ؟ 

- (ع) ناقش المسألة الموضوعة فى آخر فقرة من هذا الهاب . 


لكل 


القصل الرايع 


سنبدأ الآن دراستنا لصنف من الدوال الأكثر أهمية فى التحليل » والدوال المتصلة . 
فى هذا الفصل » سنخلط النتاج فى فصلل « © "م ونجتى محصولا غنياً من نظريات ذات 
عمق وفائدة كبيرة . ّْ 


باب ٠١‏ . يقدم ويفحص الفكرة عن الاتصال . نقدم ى باب 7١‏ الصنف المام من 
الدوال الحطية . الباب الأسامى 7٠‏ يدرس خواص الدوال المتصلة عل الفئات المدمجة والمتصلة » 
يناقش باب 5 فكرة الاتصال المنتظم . ستستعمل النتائج لهذه الأبواب الأربعة مراراً 
خلال بقية الكتاب متتابعات لدوال متصلمة . سندرس ى باب 76 ء وندرس الباية الأعلى 
والباية الأدنى فى باب ٠؟‏ . يعرض ألباب الباق بعض نتاج هامة وءشوقة ء لكن هذه 
النتا يج سوف لا تستخدم فى الأبواب القادمة . 

وليس من المفروضص أن القاريء عنده أى ألفة سابقة معالمة قوية للدوال المتصلة . 
لكن » فى بعض الأمثلة والرينات » تستخدم الدوال الأسية واللوغاريتمية والمثلثية لإعطاء 
أمثلة ليسث بسيطة . 


الباب العشرون ‏ خواص محلية لدوال متصلة : 


سنفتر ص أن كر هى دالة نطاقها (كر) 2 ومحتوية فى الفراخ “20 ومداها (/ر)2 
محتوى فى الفراغ »جن بوجه عام سوف لا تتطلب أن ”© -(/)2 أو أن و > ام. 

أولا سوف نعرف الاتصال بدلالة الحوار وعندئذ نشير إلى شروط قليلة مكافتة . 

١ - ١٠‏ تعريف . إذا كانت (/)2 ع4 » فنقول إن كر متصلة عند © إذا كان لكل 
جوار لا من (©)ث/ر يوجد جوار 07 ( معتمد على ل ) من © محيث أنه إذا كانت * 


أى عنصر من (/)701] فإن (*)ثر تكون عنصر! من لا. ( انظر شكل .+ )١-‏ 
إذا كانت (م)472 فنقول إن كر متصلة فى 4, فى حالة اتصاها عند كل نقطة من 4 . 


أحيانا يقال إن دالة متصلة هى دالة حيث « ترسل نقطاً متجاورة إلى نقط متجاورة ٠‏ . 


كل 


( فشكل ١؟١-١)‏ 


هذا التعبير البدهى ممنوع إذا كان شخصاً يعتقد أن الصورة لحوار © لابد أن تكون جوار 
ألدالة ( © )كر .(اعتير إبدا+ د عند 0-< ) . 


نععلى الآن نصين متكافئين قد أمكن استخدامهما كالتعريف . 


9-٠١‏ نظرية . بغفرضصي © هى نقطة فى النطاق ( كر )2 للدالة كر . النصوص الآنية 
تكون متكافئة : 
(أ) الدالة كر تكون متصلة عند © . 
(ب) إذا كانت 0 < 6 » فيوجد عدد 0 < (ع) 8 بحيث أنه إذا كانت ()2 © 
(©)ة > |إه- عدز|ا فإن »© > |((#م)/ - )| . ' 
( ج) إذا كانت (م*) أى متتابمة لمناصر النطاق ( كر ) 2 محيث تتقارب إلى © » فإن 
المتعابعمة ((<)/) تتقارب إلى (©)ثر . 


البرهان . نفرض أن (أ) صصيحة وأن 0<ع إذن الكرة (ع > ||(©)2- | : 4 © ب) > ا 
هى جوار النقطة (4)ث/م يوجد من تمريف ١ - 7١‏ يوجد جوار 77 للنقطة © » بحيث أنه 
إذا كانت (م)2 6 ةع فإن /اء(<)م . ما أن 77 هى جوار للنقطة © ©» فيوجد 
عدد حقيى موجب (8) 8 محيث تكون ألكرة المفتوحة الى نصف قطرها (8) 8 ومركزها 
4 محترية فى 77 . لذلك شرط (أ) يعنى (ب) . 

نفرض أن (ب) صحيحة ونفرضص أن (50) متتابعة من عناصر فى (ك/ر) 2 وعتقارية 
إلى © . بفرض 0 < ع ونستنجد بالشرط (ب) لنحصل على 0 < (ع)5 بالخاصية المنصوصة 


ا 


فى (ب) . بسبب تقارب (,*) إلى 2 » يوجد عدد طبيعى ‏ ()27)8 بحيث أنه إذا 
كانت ((80)8)6 > #فإذ (8)6>|إه-,ر| . بما أن كل ()2ع,ير فينتج من 
(ب) أن 8>ز(ه)-(.د)م| مما يثبت أن (ج) تظل صميحة . 
أخيرا سنناقش بطريقة غير مباشرة ونوضح أنه إذا كان شرط (أ) لا يظل قائماً ع 
فإن شرط (ج) لا يظل قائما . إذا فشلت (أ) » فإنه يوجد جوار م[ للدالة (4) كر بحيث 
أنه لكل أى جوار 177 للنقطة © © يوجد عنصر عث*ا ينتمى إلى 72)](0١1[‏ لكن بحيث أن 
(ن*)م لا ينتمى إلى 7 . لآنه كل عند طبيعى ‏ تعتبر الحوار 7 النقطة م المعرفة بالصورة 
(1/8 > |ه - >|: ”8 ع + ع ,نع » من الحملة السابقة » نجد أنه لكل # فى 10 يوجد عنصر 
يرا ينتمى إلى .ل2)2701 ولكن بحيث أن (.<)/ لاتنتمى إلى 30 . المتتابعة (,) 
المكوئة توا تنتمى إلى (/)52 وتتقارب إلى © » وأيضاً لا ينتمى أحد من عناصر المتتابعة _ 
((30)]) إلى الحوار .7 الدالة (©)/. ومن ثم نكون قد كونا متتابعة فيهاالشرط (ج) لا يظل 
قائماً . هذا يثبت أن جزء (ج) ينتج (أ) . وهو المطلوب إثباته . 
معيار عدم الاتصال المفيد الآتى هو نتيجة لما قد أجريئاء حالا . 
0-٠‏ معيار عدم الاتصال , الدالة كر ليست متصلة عند نقطة © فى (12)1 إذا وإذا 
فقط كان يوجد متتابعة (ي,') من عناصر ق (72)1 محيث تتقارب إلى ى لكن المتنابعة 
((:)/) للصور لا تتقارب إلى (7)64 . 
التنيجة الآثية صياغة أخرى بسيطة التعريوف . نتذكر من تعريف « - ١+‏ أن الصورة 
المكسية (41)-] لفثة جزئية 47 من *# محت “كر تكون ممروفة بأنها 
!13 )1 : (7)طع > (8)” 1 
4-٠‏ نظرية - الدالة كر متصلة عند نقطة © ى (2)[7 إذا وإذا فقط كان يوجد 
لكل جوار ا للدالة (6)/ جوار 85 للنقطة © محيث أن 
(90)* ] > (م)ط ملا (20.1) 
البرهان . إذا كانت .7 جوارا للنقطة © بحيث يحقق هله المعادلة ٠‏ حينثذ يمكننا 
أعذ 7 > 7 . وبالمكس » إذا كان تعريف .7 - ١‏ متحققاً ع حينئذ مكنا أذ 
(1)307 لا [] > رع لنحصل على ممادلة ,١ 5٠‏ 
قبل دفم النظرية أكثر من هذا » سئقف وقفة أمام بعض أمثلة . وللتبسيط معفم الأمثلة 
هى من المالة الى فيها ‏ © - »12 - مجر 
٠‏ - ه أمثلة . (1) نفرض أن 2# -()72 وتفرض أنثر هى الدالة الثابتة المساوية 


الكل 


للعدد الحقيق م لميع الأعداد الحقيقية *# . إذن كر تكون متصلة عند كل نقطة للفراغ 82 » 
وى الحقيقة » بمكننا أخذ الحوار /5 . 


( شكل ١؟-؟)‏ 


فى تعريف ١ - 7٠١‏ ليكون مساوياً إل لأى نقطة © فى (ك/ر)2 . بالمثل »ء الدالة مم 
المعرفة بأنها 


هى دألة متصلة عند كل نقطة ق نطافها . 


(ب) نفرضص أن 32-()2 ونفرضص أن كر هى ألدالة المتطابقة المعرفة بالتعريفه 
«-(*م » 4ع* (انظر شكل .م - ١‏ ) . إذا كانت © عدداً حقيقياً معطى 
بفرضص أن 0< + ونفرض أن ء - (ع)8 . حيئئذ . إذا كانت (8)8>[© -*| . فيكون 
لديناغ م > م - عرز > إ(ه)م- («)م| 

(ج) نفرضص 2 - (/)2 ونفرضص أنثر هى دالة الثر بيع المعرقة بأنها *ب > ()/ 2 » 
>< نفرض أن © تنتمى إل 1 ونفرض أن 0 < هماء حينتة > |(ه)/-(+)مر| 
|» + | إم-ءع| -|2»-2«| . نريد أن نجمل التعبير السابق أقل من 6 يجمل | -- | صغيرة 
صغرا كافياً . إذا كانت 0 - 4 فإفدا نختار م/-(ع)8 . إذاكانت 3540© فإننا نريد أن 
نحصل على حد للمقدار |[©2+*| فى جوار © . مثال ذنك ء إذا كاقت |6©|>|ه-«ا 
فإن إه|2 >|+| >0 » |ه|3عاهما+اء«اع إمجيز . ومن ثم 
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|» - | |»| 3 ع |(ه)] - (0)ر| (220.2 
يحيث أن |ء|> إى | . أى أنه إذا عرفتا ([ه| 8/3 ,|»[)كمة - (م)8 ٠»‏ فإنه عندا 
ع >إ(ه)مر- («)م| » فإن المتباينة ( ٠‏ 8-1 ) تظل قائمة ويكوت عندنا (8)8>|©-+| 
( د) نعتبر نفس الدالة كما ى ( ج) لكن نستعمل أسلوباً فنا مختلفاً قليلا بدلا من تحليل 
7 تير إلى عوامل ©» نكتبه ككثيرة حنودق ©#-* ,أى أن 
(4 -2»)2 + 2(ه - م) - (242 - يبو 2) + (42 + بون 2 -2) ع تن ستير 
باستخدام المتباينة المثلثية » نحصل عل 
إ» -« | |ه| 2 + إع -ع]| ع إله)م-(ج)را 
إذا كانت 1 > 8 و 8>|»- | فإن 8 > 82 >2إ» - | والحد فى الطرف الأمن 
يكورن المقدار (|»| 2 +8)1 > 8 |ه| 8+2 . مسيطرا عليه . ومن ثم يكون قد أرشدنا لاختيار. 


جتجر.ا هذ ع (ع)8 


(«) أعتبم (0 عوير: © ع بر - (م)س ونفرض أن ثر معرفة بأنها(/)2 © * ,:«/1 > (2)/ 
اذا كانت 2)8 عع »ء فإن 


لكحكل- م1 - |(م)م- ()/| 


هه 
نريد مرة أخرى إيحاد حد لممامل المقدار || الذى يكون متسققاً فى جوار 0 4و» 


نلاحظ أنه إذا كانت (4|9>|»#-*| فإن |*|>|»|4 ويكون عندنا 


اه - عا وك > إ(ه)- انا 
وإذن قد أرشدنا لأعذ 22|ه| 16 ,|ه|+ا كمع (ج)ق8 
(و) نفرغى أن كر معرفة عند 2 - )22 بأنها 
0 2*5 ,2<0(*)/ 
0< و1عه 
رما يلاحظ أن كر معصلة عند كل النقط 0عوى . سنوضح أن / غير متصلة عند صفر 
باستخدام معيار عدم الاتصال ٠؟‏ - م . وق الحقيقة » إذا كافت 1/1 > ,د فإن المتابعة 
(1)-((6)1/0) لا تقترب من (0)/ ( انظر شكل «١‏ - م ) ., 


لحل 


(ز) نفرص 2-(20 ونفرض أن ثر دالة درشليت0*) غير المتصلة المعرفة كا يلى : 
1 - («)م إذا كانت * قياسية 
0 - («)ثر إذا كانت +« غير قياسية 


إذا كانت © عدداً قياسياً » نفرضى أن (<)-2 متتابعة لأعداد غير قياسية حيث 
تقتر ب من 4 ( نظرية + - ٠١‏ تؤكد لنا وجود مثل هذه المتتابعة ) . بما أن 0-(06)/ + 
لكل 13 ع5 فإن المتعابمة ((.<)]) لا تقترب إلى 1 -(7)6 ع ثر ليست متصلة عند العدد 
القياسى © . وبمعنى آخر » إذا كانت 8 عددا غير قياسى © فإنه توجد متتابعة (,<) > الا 
لأعداد قياسية تتقارب إلى 8 المحابعة ((09.0)) لا تتقارب من (65)/ © لذلك تكون كر 
غير متصلة عند 8 وإذن » دالة درشليت غير متصلة عند أى نقطة . 


اللبااسسسسلسسشع 
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(شكل ١٠؟-م)‏ 


22 بفرضص .(8:2<0ع )ع ()2 الأى حدد غير قيامسى 0< »© لعرف 
0>-(*) كر لأى عدد قياسىعل الصورة 7/2 . ححيث العددان الطبيعيان و22 ليس بيئْهما عامل 
مشترك ماعدا واحداً » نعرف 1/8 -(70/8)/ . سنوضح أن كر متصلة عند كل عدد قياسى 
فى ()2 وغير متصلة عند كل عدد قيابىي (/)12 . النص الأخير ينتج بأخذ متنابعة 
لأعداد غير قياسية بحيث تقترب إلى المدد القياسى المعلوم واستخدام معيار عدم الاتصال . 
نفرض أن © عدد غير قياسى » 0 < ع ء حينئذ يوجد عدد طبيعى « محيث أن 8 > 1/8 . 
إذا كانت 8 مختارة صغيرة صغراً كانياً محيث أن الفترة (4-8,4+8م) 
لا تحتوى عدداً قياسياً مقامه أقل من 2 » فينتج أنه عند *د فى هذه الفترة يكون لديئا 
ع > 1/5 > |(«)ر|ء إ(ه)م-(2)/|] . أى أن ثر متصلة عند المدد غير القياسى © . لذلك 
تكوت هذا الدالة متصلة بالضيط عند النقط غير القياسية فى نطاقها . 

() بيتر جوستاف لييجين درشليت ( ١884-18٠6‏ ) ولد ( راين لاند ) وتعل 
فى برلين لمدة ثلاثين عاماً تقريباً قبل ذهابه إلى جيتئجن خلفاً للأستاذ جاوس . قد أوجه اسبامات 
أساسية فى نظرية العدد والتحليل . 


ينول 


(ط) فى هذه المرة » نفرض أن *#-()2 ء ونفرضص أن كر هى الدالة فى 2 
بقيم فى “1 معرفة بالآى 
(«3-+ ,+ 22) ع (« 8[ 
نفرض أن (5 ,6) نقطة ثابتة ى 2ج ع سنوضح أن لز متصلة عند هذه النقطة . 
ولإجراء هذا » نحتاج لتوضيح أنه يمكننا جعل المقدار 
2 + »ع - نو3 - ج) + 2( - ع2 - بو+ 2)) > |(ط ,ه), - (< ,)|| 
صغيرا اختيارياً بأخذ ( عر و ) قريبة قرباً كافياً من (8 و,») . ما أن 
(إو| ,ما هن 2/. مون ,م © قن الواضح جدا ملاحظة أنه يمكن جعل الحدين 
إ36+-:3-<1 ,إط-»26-(2 +2 
صغير ين اختيارياً بأخذ ( بز ,+ ) قريبة قربا كافياً من ( 8,©) فى 822 . وف الحقيقة 
يمتبايئة المثلث نجد أن 
|ط- واج إم - بز 2 > |(5 - )+ ره - )2 | - زط - »ع2 - و +2 
الآن. |إ(ة به) - زر ريك “لقره - برر) + 2(» - *)) > ه - *| وبالمثل المقدار | 8 س بر | 
ومن م يكون لدينا 
إلة به) -(« )|3 > إه-»2- و+ 2! 
بالئل ١‏ 
|إ(ط به) - ( )|| 4 ك إف-نر| 3+ اه -ع ع |30 +ه - «3- ءا 
لذلك إذا كانت 0 < ع » يمكننا أخذ رويى,رى ‏ رع)خ ومتأكدين من أنه إذا كانت 
(م)ة >( به)-( ,)| قاذ م>إ(ذ,م)م-(د م/م ء مع أنه يمكن الحصول عل 
فترة أكبر بمقدار 8 بتحليل أكثر صفاء ( مثال ذلك باستخدام متباينة شفارئز م -7) . 
(ى) ثانيا نفرض أن “8 >-(2)0 ونفرض أن كر معرفة بأنها 
(ا23 ,3 + *) > زو ,3)][ 
إذا كانت (8 ,ه) نقطة ثابتة فى #22 » فإن 
طم 2 - بر 2) + ق(قخ قي - شير + 2ع )) > إإ(ط يه)/ -(2 مداير| 
كا فى (4) ء نفحص الخحدين فى الطرف الأبمن كل على حدة ع سيلاحظ أننا 
ماج للمصول على حسابات أولية لمقدار . من المتياينة المثلثية » نجد أن 
إل - تبر لب زته ستيو| عه إن سقو ةروس قيو| 


إذا كانت النقطة (بزر و) ق نطاق مسافة واحد عحيح من (5 ,2) ء فإن 1+|»| > |ءا 


كا 


اذقك 1+ إع|2 > إمجعز » 1+ إم| ع اب| بحيث أن 1+إز|2 > إؤ+م| ونجد أن 


1+ اط 2) إهح راج ن1+ اه 2 زموه إتؤ ته رتعز 
|ألط مه) - << ,)|| 1+ زما+زه)2 ع 
وبنمط مائل نجد أن 


اء ا || 2+ اط - (ى | اء| 2 > امه - م + م - بور| 2 - إطم2 - و2 
لط مه) - ١‏ ,)|| (اع زقا+ »)2 > 
لذلك ٠»‏ تضمع 


لمجت [-(ع)ة8 
,1 ]1ض 9 


إذا كانت (8)6 > (ط به)-( ,)| » وإذن نحصل على #>|(ط به)/-(«,3)/| 
مما يغبت أن ث/ر متصلة عند النقطة (6 ,2) . 


محصلة دوال : 

النيجة الآنية هى نتيجة مباشرة لنظريى 5-١٠‏ »؛ +0٠‏ - ”8 (ج) ء لذلك سوف 
لا ننسخ التفاصيل . وبالتناوب » يمكن برهنة هذه الننيجة مباشرة باستخدام مناقشات 
موازية تماماً الى استخدمت فى البرهان لنظرية ١-106‏ . نتذكر أنه إذا كانت ير » م 
دالتين نطاقهما (/ر )2 » (2)8 فى 220 ومداهماق #265 . وتعرف حاصل جمعهما م ل /زء 
باق طر حهما مم ثر وحاصل ضر بهما القيامى جم . كر لكل عد فى (10)7(0012)8 بالصيغ 
الآتية : 

()ع ١8م‏ ,(ج«اع-(جار ,(جاع +(ع)ر 

بالمثل » إذا كانت »© عددا حقيقياً وإذا كانت ب دالة نطاقها (ب)2 فى ”8 ومداها فى 14 

فنعر ف حواصل ثر © عند * فى ( ث/ )2 » كر ب عند + فى (/)12 12)(0 بالصينتين 
(«)/(<)م ‏ .(«)ل0 

ول المالة الخاصة » إذا كانت 0د («) ب عند 1026© 6 فإنه بمكئنا تعريف خارج 

القسمة ©/ث/ر عند م قى م72)(012 بالتعريت 


()؟/(*)] 
الآن يذه التعاريف نقرر الثقيجة . 


5-٠‏ نظرية . إذا كانت الدوال ب رع رثر متصلة عند نقطة ء فإن المحصلات الحبرية 
لمذء الدوال 
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ب و إ؟ 6 م 0 1-8 07 

يوجد محصلة جبرية مقيدة غالبا . إذا كانت ثر معرفة فى ( )2 من ”82 إل 8# فنعرف 
القيمة المطلقة |ك/ر| للدالة كر يأنها الدالة الى مدأها فى الأعداد الحقيقية 29 والبى قيمها عند 
* فى (/)2 هى |0)/|. 

-٠‏ ”7 فظرية . إذا كانت ثر دألة متصلة عند نقطة » فإن | | تكون أيضا متصلة هناك 

البرهان . من المتباينة المثلثية » نجد أن 

(6)م - »)ما > | إ(م)مر| - ممما | 

الى تنتج مها النتيجة المطلوبة فى الخال وهو المطلوب إثباته . 

نتذكر مفهوم تحصيل دالتين . نفرض أن كثر لما نطاق (كر)2 فى *ج ومداها فى 2 
ونلفرض أن ع ا نطاق (ج) 2 فى > ومداها فى 2 . عرفنا فى تعريف + - ؟ تركيب 
/ر*م > 5 بنطاق ((8)8 6 (*)]:(2)2 ع ع - (م)2 وعند * فى (2)#8 وضعنا 
[() ماع - رع . أى أن ,»ع - 8م هى دالة ترمم (2)8 » الذى هوفئة جزئية من 
"اع (/)12 إل 8 . الآن سنثبت الاتصال هذه الدالة . 

8 - إذا كانت ث/ر دالة متصلة عند © وكانت م متصلة عند (2)ي/ر‎ ٠ -م نظرية‎ ٠ 
. © فإن التحصيل كر" بم يكون متصلا عند‎ 

البرهان . نفرضص 1# هى جوار النقطة (8)ج > م . مما أن بم متصلة عند 8 » فيوجه 
جوار ”8 عند 8 بحيث أنه إذا كانت بر تنصمى إلى (12)8ممى٠‏ فإن 2(6197)ع . ما 
أن ر متصلة عند © » فيوجد جوار 87 فنقطة © محيث أنه إذا كانث * تنتمى إلى 
)2م نا فإن ()ل/ر تكون فى 3 لذلك ء» إذا كانت +« تنتمى إلى 2)8٠17(‏ م ن] 
فإن (*«)ثر تكون فى(8701)8 و [(8)/]م6 تتمى إلى 1# . ( انظر شكل ١؟-4)‏ , 
هذا يعبت أن كر" بم ع 8 معصلة عند 4ه . وهو المطلوب إثباته . 


(شكل ١٠؟-؛)‏ 
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تمرينات : 

.م -(أ]) اثبت أنه إذا كانت كر معرفة عند 0 < + بأنها *«/.-(00/ . فإن رو 
تكون متصلة عند كل نقطة من تطاقها , 

٠‏ -(ب) وضح أن و دالة كثيرة الحدود » أى دالة كر على الصورة 

و6 + عه ل "بريه + "جه )| علد 6لعير 

تكرن متصلة عند كل نقطة من الفرائغ 7 

٠‏ -(ج) وضح أن « دالة قياسية ه (أى خارج قسمة دالتين كثير فى الحدود ) تكون متصلة 
عند كل نقملة من القطعة المعرفة عندها 

٠‏ -(د) استخدم متبايئة شفارتز لتوصم أنه يمكن أخذ 15//ع-(ع)8 فى مثال 
لم ه(ط). 

٠‏ - (ه) بفرض أن ثر هى دالة ى # إلى © ومعرفة بالتعريف 

»د عد («) كر اء عد غير قياسية 
و 1 ست (#) كر » 2« قياسية 

وضح أن كر تكون متصلة عند ا حت * وغيز متصلة عند أى قيمة أخرى . 

-٠‏ (و) بفرض أن ثر متصلة فى © إلى © . وضح أنه إذا كانت 0 > (*) /ر 
عندما تكون ا قياسية فإن 0 - (#«)ث/م لكل د ى 12 

خخ وو يتوم أن مرء ج دالتان متصلتان ق 28 إل # . هو يح أن 
(«)ج > (*) كر عند ©اء+ إذا وإذا فقط كانت (+)م-(2)م/ عند جميم الأعداد 
القياسية بز فى # ؟ 

٠‏ - (ح) استخدم المتباينة || >|*هة| عند 8#ج* لتوضح أن دالة الميب تكون 
متصلة عند 0 > عد استخدم هذه الحقيقة مم المتطابقة 

(ها + )1 5م ( - 2 ملو 2 ع ين وزو - عر ملع 
لبر هنة أن دالة الميب متصلة عند أى نقطة فى الفراغ #2 
٠‏ - (ط) باستخدام النتيجة فى القّرين السابق » وضم أن الدالةع المعرغة فى # إل 2 


بالتعريف 
,0 ةا ,(*/1) هذه * ع (بر)ع 
0 - و0 5-5 


متصلة عند كل نقطة . أرمم شكلا تخطيطياً هذه الدالة ‏ 


زفق 


٠‏ - (ى) بغرض أن # معرفة عند 12+ ,40« بأنها 
0 مدير ,(/1) مزه - (-) 2 

اثبت أنه كيفيا تكون 8 معرفة عند 0 - د » فإن الدالة ستكون غير متصلة عند 
0 >-*. 

٠‏ -(4) بفرض أن © جب2© :يم معرفة بأنها 

"برج ةيرك زواع إذا كانت 0 2,986 
2-0 خلاف ذلك 
عين النقط الى عندها ا تكون متصلة . 
٠‏ - (ل) نقول أن دالة كر فى ج# إلى #8 جمعية إذا كانت تحقق 
(«)7 + (»)] - رم + )رز 

عند كل #عرر ,* . وضح أن الدالة المعية اختصلة عند 0 ع- ‏ تكون متصلة عند 
أى نقطة للفراغ 8# . اثبت أن دالة جمعية باطراد متصلة عند أى نقطة . 

2 -(م) بفرص أنه إذا كانت تر دالة جمعية متصلة فى ©8 . وإذا كانت (1) كر - م‎ ٠ 
أثبت أن +« م > (*)ث/ر عند كل ند فى # ( إرشاد : أولا وضح أنه إذا كانت م عدداً‎ 
. ) قياس » فإن # > (م)ثر‎ 

٠‏ -(ن) بفرضص © + 8:38 تحقق الملاقة 

8ع نا عند (ر)ع(ج)ع - (ا+ جاع 
وضح أنه إذا كانت © متصلة عند 0 عه د » فإن مم تكون متصلة عند كل نقطة , 
أيضا » إذا كانت 0 > (©) م عند ثقطة ما © حيث 242 ء فإن 0 > («)ع كل 


ته 
٠‏ -(س) إذا كانت | كر| متصلة عند نقطة ء فهل يح أن ث/ر تكون أيضاً متصلة 
عند هذه النقطة ؟ 


/ -(ع) بفرض جح 20:ج بم متصلة عند نقطة محم وبفرض /م و‎ ٠ 
معرفتان ف 222 إلى 32 بالتعريف‎ 
((«اع ,(«)/)عمذ > («)ءط 2 ,((ع)ع ,(«)ر) مم ع )م‎ 
وضم أن و اي متصلتان عند © ( إرشاد : لاسظ أن‎ 
((إء- طإا+» + ط)!-(ء ,ط)امس ؛ (إم-طم|-ع+ط)!- نل ,ط)عمز‎ 
-(ف) إذا كانت 8 عع » فنعرف غالبا [:د] بأنه أكير عدد يح 2 © حيث أن‎ ٠٠ 


يفذ 


عد > بر الاسم * ب>[*] يسمى دألة أكير عدد سميح . ارمم شكلا تخطيطياً وعين نقط الاتصال 
للدوال المعرفة عند 812+« ممايل 


0ع( [ع]- )م (ب) [»]-ع- عع 
ج02 [«دمة 2] > رع)م (د) [عا» زسموع مع 


٠؟-(ص)‏ دالة ث/ر معرفة فى فترة 1-1 إلى * يقال إنها متزايدة فى / إذا كانت 
ع" بد ,اع عد تضمن (*)ر > (*)م . يقال إنها متزايدة بالضبط ىق 7 إذا كانت 
ذع '* ,*,'* >* ندل على آن (*)م/>(*)م . بمكن إعطاء تعريفات مشاببة لدوال 

متناقصة ودوال متناقصة بالضيط . دالة إما متّزايدة أو متناقصة ى فترة يقال إنبا مطردة ى 

هذه الفثرة . 

(أ) إذا كانت ث/ متزايدة م » فإن كر تكون متصلة عند نقطة داخلية 61© إذا 
وإذا فقط كان يوجد اكل 0< ع نقط 72 >> ,21خ  *.,‏ محيث أن 
8 > (:)] - (0)] 
(ب) إذا كانت ثر متزايدة فى ثم » فإن ث/ر تكون متصلة عند نقطة داخلية 1ع 
إذا وإذا فقط كان 
( < ع : (0) را كهذ ع ()/ - (ء > ع : («) 7 مده 
٠‏ -(ق) بفرض أن ثر متزايدة فى [8,ه]- 3 بمنى القرين السابق وبفرض 
> : : («)/) وده - ل < < : (*)[) أصاع بز 

إذا كانت 0< مر ء نقول أن ثر لحاوثبة مثر عند النقطة © . 

(أ) إذا كانت ع7 وضح أنه يمكن أن توجد فثة محدودة من نقط فى / 
الى عندها كر يكون لها وثبة تزيد عن #/1 . 
(ب) وضح أن الدالة التزايدة بمكن أن يكون لا على الأكثر فثة محسوبة من نقط 


عدم الاتصال . 
مشروعات : 
8-٠‏ نفرضص أن بع دالة فى # إلى # وليست مساوية للصغر تطابقياً و تحقق المعادلة 
الدالية 
(0ع(جع > ربع عند عر 4 


الغر ض من هذا المشروع هو توضيح أن بم يحب أن تكون و دالة أسية » : 
(أ) اثيت أن م دالة متصلة عند كل نقطة من 38 إذا وإذا فقط كانت متصلة عند 
النقطة 0 - > . 
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(ب) وضمأن 20<0)م لكل عع 
١ج(‏ أثبت أن 1-(0)ع .إذا كانت (1)ي-» , فإن 0<هر 6»>-(ماع 
0 ع لحميم . 
( د) الدالة م تكون متزايدة بالضيط ء أو ثابتة » أو متناقصة بالضبط على حسب 
كون 1-(1)ع,1(<1)م ‏ »أو 1(>1)م0>8 . عنساتكون بي 
متصلة . 
(ه) إذا كانت 1<(*)م عند * فى فترة ها 0,8(,8<0) فإن ب متزايدة 
بالضبط ومتسلة فى 3*2 . 
(و) إذا كانت 0 < قك » فإنه يوجد عل الأكثر دالة متصلة واحدة ج تحتق (0) 
بحيث أن ه > (8)1 . 
(ز) نفرض أن 1 < »6 . بالرجوع إلى مشروع + -8 وضح أنه توجد دالة 
متصلة وحيدة تحقق ( » ) محيث أن © ع (1)ع . 
٠‏ - 8 نفرض (2<0: 8 ع+27-1 | ونفرض أن :#2 ج-8:2 رالة لا تساوى 
الصفر تطابقياً وتحقق المعادلة الدالية 
() +(ع)2 - (لم)م عند طعلزارع 0( 
الغرض من هذا المشروع هو توضيح أن / يحب أن تكون « دالة لوغاريتمية ه . 
(أ) وضح أن 4 متصلة عند كل نقطة من 2 إذا وإذا فقط كانت دالة متصلة عند 
النقطة 1 - * . 
ب وضح أن # لا ممكن تعريفها عند 0 - << لتحقق (+) عند (0< 8:2 ع») 
(ج) وضح أن 0-(1) . إذا كانت 0< #اء ©©7 ء فإن ()-(جارز 
(د) وضح أنه إذا كانت 0< (8)2 فى فثرة ما(1ح +«:ن#عء]) فإن م تكون 
مز ايدة بالضبط ومتصلة فى ار . 
(ه) إذا كانت 8 متصلة ء وضح أن ##0و(بير)ين عند 21ب . أيضاء أما 
2(<0)م عند 2<1+ , أو 8)2(>0 عد 1< . 
(و) إذا كانت 1<م » وضم أنه توجد على الأكثر دالة متصلة واحدة فى 2 و تحقق 
5) وعحيث أن 1 ع (ق)ل . 
(ز) بفرض أن 1 < 8 . بالرجوع إلى مشروع 5 -<7 . وضح أنه توجد دالة 
متصلة وسيدة تحقق (4) محيث أن 1-(5)5 . 
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الباب الواحد والعشرون ‏ دوال خطية : 
اختصت المناقشة السابقة يدوال اختيارية معرفة فى جزء من الفراخ "#8 إلى “8 . قبل 
الاستمرار ف المناقشة نريد أن نقدم صنفاً من دوال بسيطة نسبياً ولكبا هامة جداً بدرجة 
كبيرة » و تسمى ٠‏ الدوال الحطية » و الى تظهر ف تطبيقات كثيرة جدا . 


١ - 9‏ تعريف . يقال لدالة كر نطاقها ”12 ومداها فى 824 أنها خطية فى حالة 
(«)/5 + («)ه - روط + حه)ل (21.1) 
لحميم 6 و © فى *# 2 «رو افق ”#8 . 


ينتج بالاستنتاج من (وم - ١‏ ) أنه إذا كانت م,... 8,ه تكون 7627 أصاداً 
حقيقية » تر ,... ونز و » هى 2 عنصرامن ”2 »© فإن 
(ج)ت + +٠ ٠ ١‏ (جو)/ط + زمره دزي +٠ ٠ ١+‏ وط +دعه)] 
وقد لوحظ حالا أن الدوال فى مثالى ٠٠‏ - 5 ( ب) ١ - 75 ٠‏ (ط) هى دوال خطية 
فى الحالة 1 - ي حدم ء. 2 ساي عام » عل الترتيب . وف الحقيقة ليس من الصسعب 
تمييز الدالة الحطلية فى الخحالة العامة من ”12 إل 226 . 


79-99 نظرية . إِذا كانت كر دالة خطية نطاتها “+8 ومداها فى “8 ع فيوجد 9م 
أعداد حتيقية م > ز > 1 ,و > ؛ ك 1 ر(ره) محيث أنه إذاكانت (2,....3* ,) - ف« 
أى نقطة فى “822 وكانت (*)/ > (ولا,... ,دلا رزلز) ل هى صورتها تحت كر © 
فلجد أن : 

بام ٠ ١+‏ ٠ع‏ 1و2 011314 حت ول 
رامو + * + ٠‏ م اوج 11ج © ح ول 


هالع هد هو واه هاف ا فاه ٠‏ هه هاه 


اموت ل« ٠‏ * ل جاو 1 161 روك 7 ولا 


2)221.2( 


وبالمكس ٠‏ إذا كانت (بن) مجموعة من 9م من الأعداد الحقيقية ء فإن الدالة الى تنتل 
المنصر * فى “2 إل المنصر ع ى 225 طبقاً الممادلات (١؟‏ - ؟ ) هى دالة خطية نطاقها 
"+ ومداها فى 226 . 
البرهان . بفرضى أن م©,... ,دء ,د© عناصر للفراغ ”12 و معطاة بواسطة 
(1و... و0 ,0) 2ه ر... ر(0 رن و1 ,0) تي ,(0 ى.. . ,0 ,1) 
نفحص الصور هذه المتجهات تحت الدالة اللطية ث/ر . نفرض أن 


7و1 


و(دي> 6219-0-05 و11 ©) - )1 
و(2و©» 6229-٠669‏ وقد>) -- (1)©2 


 «‏ #« # ع » مام هاه عدا م هم 


(موت وععل٠ء.‏ وص2 © ومد>) - (©)1 
أى أن المدد الحقيى رت هو الاحدان الذى ترتيبه # النقطة (ر©) كر . 


)21.3( 


عنصر اختيارىي (م< ,... ,د رد<) ح عد من الفراغ 27 بمكن التعبير .عنه ببساطة بدلالة 
المتجهات «© 62,١...‏ ,© فى اللحقيقة 
و26 ٠٠+‏ ج26 +1614 ح نع 
ما أن كر شملية ٠‏ فينتج أن : 
(ه)ثرم + +٠٠ ١‏ (©) ]د + (ع) ]+ - (*) [ 
إذا استخدمنا المعادلات ٠ ) *- 7١(‏ تحصل على 
(2,و» 6229 ,)2 + (دوه و0-..6239 211011 ع 168 
(وو© ...وو ب©) جر +4004 
(272و© و١ ٠‏ . ,2272© رتدد) + (ددون و6.. 2119© و61111) عد 
(جاتموة ٠ ٠.‏ روكامة© بواايدة) +0004 
م0 + * +٠٠‏ وناوون 021161 ,لم61 + ٠» ٠ ٠‏ + جاور + وعد ررع) - 
)اميه عط ٠ ١‏ ٠ل‏ يناويت + زرو رللء 


هذا يوضم أن الاحداثيات الدالة (*) /ر تعلى بالعلاقات (١؟‏ - ؟ ) كالمطلوب . 


وبالمكس » من سبل تحقيق بحسارات مباشرة » أنه إذا استخدمت الملاقات )8-7١1(‏ 
لمصول على إحدائيات ربز للدالة بر من الاحدائيات و للمنصر *# فإن الدالة الناتجة تمحقق 
العلاقة (1+؟-١)‏ وإذن فهى خطية . ستحذف هذا الحساب حيث أنه مبل . 


وهو المطلوب إثباته 
يجب الإشارة إلى أن المجموعة المنتظية المستطيلة للأعداد 


© 5909 ايث© > 

٠ 7 5 5‏ ك1 د الج اود 8 (21.4) 
ألى تون من © صف ء بر عمود ع تسمى غالياً المصقوفة المناظرة إلى الدالة الخطية كر . 
يوجه تناغز أحادى بين الدوال المطية للفراخ "+1 إل #25 ء ص لا ي مصفوفات لأعداد 


هن 


حقيقية . كا لاحظنا أنه بمكن وصف مفعول الدألة كر بدلالة مصفوقها . سوف لا يكون 
من الضرورى تطوير أى من النظرية الشاملة المصفوفات » كيفما » لكن ستعتير المصفوفة 
( 4-59 ) كاختزال لوصف مفصل لدالة اللطية كر . 

الآن سنير هن أن الدالة النطية من ”22 إلى 824 تكون أوتوماتيكياً ( ذاتياً أو تلقائيا ) 
متصلة لإجراء هذا » أولا يفيد ذكر متباينة شفارتز فى الصورة 

ترط ٠ ١+‏ .قوط + ترطإزتيه + ٠ ٠ ١‏ تيه جد تيم ك *إرطمه + : ٠ ١‏ ديطيه + رطره| 
نستخدم هذه المتبايئة لكل مقدار فى المعادلة ( ١؟‏ - 8 ) لتحصل على » عند © 5 57 1 ٠»‏ 
التقدير ْ 
لاه تاها ب > "| (لمه| ٠ ١.‏ -ج+تزمها+ تإدهل) كذ تارر| 


جمع هذه المتباينات ٠»‏ نحصل على 
اها زتاءها يق بأ > ادا 
الى منها نستنتج أن 
اعلا" (تاها بك ير > سانا - ادا (01.5) 


0١‏ فظرية . إذا كانت ثر دالة خطية نطاقها “+1 ومداها فى 26 . فإنه يوجد 
مقدار ثابث موجب 4 بحيث أنه إذا كانت « و 2 أى متجهين فى ”1 . فإن 
امحسلا ىه ك إ(ه)]- ده)م|| (21.6) 
لذلك » تكون دالة خطية ”122 إلى 87 متصلة عند كل نقطة . 


البرهان . قد رأينا » فى استنتاج قانون ( ١‏ - ه ) أنه يوجد مقدار ثابت 4 بحيث 
أنه إذا كانت * أى عنصر الفراغ "م فإ ||| ج, > ||()م]|| . الآن نفرض ن- ها > ب 
ونستخدم خاصية اللخحطية للدالة كر لتحصل على (1)0- (لا)/ ع (« - )م - (<)/ . وإذن » 
ينتج القانون (  - 7١‏ ) من الواضم أن هذه الملاقة تضمن الاتصال قلدالة كر » لأننا يمكننا 
جعل 8 >|(ه)/-(:)ر|| بأعذ شاع > زه يا إذا كانت 0< 4 . 

ويمكن كتمرين توضيح أنه إذا كانت كر و مم دالتين خطيتين فى ”8 إلى *8 ء فإن 
م +/ هى دالة خطية فى 227 إلى “822 . بالمثل ء إذا كانت *1 ع © ء فإن “رم تكون 
دالة خطية . نترك للقارئ توضيح أن المجموعة (*32 ,”*72)1. لكل الدوال القطية فى “722 


ففن 


إلى 8225 هى فراغ متجه تحت لهذه العمليات التجهة . وسئيين فى الكرينات كيفية تعريف 
عمود عل هذا الفراغ المتجه . 


تمرينات : 
وم -(أ) وضح أن “© جح 115 دالة خطية إذا وإذا فقط («اله -(مه)م ٠»‏ 
()7+(0)/ -(+ »)1 لكل #8عه وكل "ب ,و 
١؟‏ -(ب)إذا كانت ثر دالة خطية للفراغ 8 إلى *# » وضح أن الأعمدة للمصغرفة 
الممثلة (1؟ - : ) للدالة كر تحدد العناصر فق "© الى ترعم إليها المناصر 
ل 00,0 4و .و( ون و1 .0) يه ,(0 ...0 ,1) جرع 


من الفراغ ”22 بالدالة كر . 

١-(ج‏ ) بفرضص كر دالة خطية للفراغ 8 إلى الفراغ “8 والى تنقل المسناصر 
لماعي .(1,0) دع للفراغ 87 إلى المتجهات (1-,0 ,1) > (60)/ ,(2,1,0) -(6)] 
للفراغ :8 . اعط تمثيلا بالمصفوفة للدالة كم . ما هى المتجهات فى :2 الى تكون الصور تحت 
كر للعناصر (1,3) و (1,1) و (2,0) ؟ 

١‏ -(د) إذا كانت كر تدل عل الدالة الخطية فى تمرين 8١‏ - ج ء اثبت أنه ليس كل 
متجه ق يكون صورة نحت الدالة كر لتجه ق 41 #8 

-١‏ (ه) بفرض أن ج أى دالة خطية من + إلى 8 . وضح أنه ليس كل عنصر من 
دج هى الصورة تحت ير لمتجه فى 222 . 

-١‏ (و) بفرض 4 أى دالة خطية من '# إلى 27 . وضح أنه يوجد متجهات ليست 
أصفاراً قر :م الى تر سم إلى متجه صفر ق 2:2 بواسطة / . 

١‏ - (ز ) بفرض أن كر دالة خطية من 22 إلى :8 و بفرض أن القثيل بمصفوفة للدالة كر هو 

ذ 6 
4 | 
وضح أن 0*(*)/ عند 0تحج ‏ إذا و إذا فقط 0 عط - 4ه - 4 

- (ح ) بفرض أن الدالة كرهى تفسها فى تمرين ١‏ - ز السابق . وضم أن ثر ترسم 
“8 إلى *8 إذا وإذا فقط ‏ 0بءم-4م - ك4 . وضح أنه إذا كانت 0 تج لح فإن الدالة 
المكسية *حث/ر تكون خطية و تمثل بالمصفوفة 


ذاط- ذلك ا 
ذبه ذل - 


8 


- (ط) بفرضص م دالة خطية من”# إلى "© . وضح أن ع تكون تناظراً أحادياً 
إذا وإذا فقط كانت 0-(0)م 2 تضمن أن 0 > . 

١‏ -(ى) إذا كانت 8 دالة خطية وكانت تناظراً أحاديا من "8 إلى “#2 . وضح أن 
الدالة المكسية 4 دالة خطية فوقية من "8 إلى "78 . 

. :وضح أن حاصل جمع و تحصييل دالتين خطيتين يكونان دالتين خطيتين‎ )4( - "١ 

- ([) إذا كانت ثر راساً خطياً من ”8 إلى “8 » وعرف 

(1 ع ااعا| 25 ع : |[(«) مالا مده > ماما 
وضح أن الراسم .,]]]| جم يعرف عموداً فى فراغ المتجه (86 ,)5 لكل الدوال ب 
فى “8# إلى "8 . وضم أن أعاءائنا اكلا كل "عع 
١؟-(م)‏ إذا كانت كر راسما عملي من 1 له » عرف 
(” ع : ,إاءا| 34 ك ||()]||: 0 < 2/4 تمزع -5400 
وضم أن مالم أ )1/1 

2), 20( -(ن) إذا كانت كر» ه فى 200 ,20)ي وضح أن ع" /ر تكون أيضاًفى‎ ١ 
وأن مانا مانا > مراج»٠/|ا . وضح أن المتباينة بمكن أن تكون سححيحة ودقيقة لدوال‎ 
. 6 معينة من كر‎ 

-١‏ (س) اعط مثالا لراسم خطى ' فى (*2 ,")2 ممثلا بمصفوفة [ و0 ] حيث نجد 


"[ يا 2 > سانا 


١‏ -(ع) إذاكانت ( 4-51 ) تعطى المصفوفة الممثلة الدالة “مر . وضصح أن .|| كت ,ا 
لكل آءا 


الباب اللثانى والعشرون ‏ خواص كروية لدوال متصلة : 

اعتبر نا فى باب 8١‏ الاتصال ه انحل ى ء أو معبى آخر كنا مهتمين بالاتصال عند 
نقلة . فى هذا الباب سوف نهم بإيجاد بمض خواص عميقة للدوال المتصلة . هنا سوف 
تختص بالاتصال « الكروى ه ممعي أننا سوف نفترض أن الدوال متصلة عند كل نقطة 
من نطاقها . 

مالم توجد إشارة خاصة خلاف ذلك » ستدل كر إلى دالة نطاقها ( كر )2 محتوية ى "17 
ومداها ى "2 . نتذكر أنه إذا كانت 8 فثة جزئية للمدى فى الفراغ “8 ع فإن الصورة 
المكسية للفعة الخزئية 8 تحت كر هى ألفئة 
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هع( )]: )اطع ع - ر8)" [ 

لاحظ أن (8)' زر تكون تلقائياً فئة جزئية من النطاق (/)12 حى إذا كانت 8 ليست 
بالفرورة فثة جزئية من مدى الدالة كر . 

فى مناهج التوبولوجيا ٠‏ حيث أحدها يكون أكثر اختصاصاً بالاتصال الكروى 
عن الاتصال امحل تستخدم النقيجة الآثية غالباً كتعريف لاتصال كروى ويتضح أهميتها 
حالا . 

. نظرية الاتصال الكروى . النصوص الآنية تكون متكافقة‎ ١ - ١ 

(1) ثر تكون متصلة فى نطاقها ( )2 . 

(ب) إذا كانت © أى فئة مفتوحة فى 8225 ع حيلئذ توجد قثة مفتوحة 01 ى 
"8 محيث أن (0)' /- 0200© 

(ب) إذا كانت م أى فثة مغلقة فى “1 ٠‏ حينئذ توجد فئة مغلقة ,8 فى "14 
بحيث أن (81)' [ - (2)4 80 

البر هان . أولا » سنفتر ض أن ( أ) تظل قائمة ونفرضص أن © فئة جزئية مفتوحة 
فى الفراغ جز . إذا كانت © تنتمى إلى (42)0-“كرء حينئدذ بما أن © جوار الدالة (4) كر 
فينتج من اتصال الدالة كر عند 4 أنه يوجد فئة مفعوحة (77)2 محيث أنه إذا كانت 
(2)(010)0 ع2 فإن © »(*)/ . نختار (7)2 لكل © فى (1)6 7 / ونفرضش 
أن ,© هى الاتحاد للفعات (877)6 . من نظرية و - 8 (ج ) ء نجد أن الفئة © مفتوحة 
ومن الواضح أن (6)/ > (/)2 6 © . إذن (أ) تدل على (ب) . 


الآن سنوضح أن (ب) تدل على (أ) . إذا كانت 4 نقطة اختيار ية فى النطاق ( ثر )2 » 
وكانت © جواراً مفتوحاً الدالة (©) كر ء فإن شرط ( ب) يدل عل أنه يوجد فئة مفتوحة 
© فى 80 عحيث أن( 6©)" / > (/)6:6120 ما أن © (4)/ فينتج أن :© >6 وإذن 
© جوار النقطة © . إذا كانت (2/) 0:08 ©* فإن © 72)*(6 2 وإذن ث/ر تكون 
متصلة عند النقطة > هذا يبرعن أن شرط (ب) يدل على (1) . 

الآن نبرهن على تكافؤ الشرطين (ب) ء (ج) . أولا نلاحظ أنه إذا كانت 8 أى فئة 
جزئية من الفراغ © وإذا كانت 2518 -0 2 فنجد أن 8 )1 [8(01): / 

(©)]ل١(8)"‏ [ - ()2آ1 )02.1 
إذا كانت ,8 قئة جزئية من الفراغ “12 محيث أن (8)'-[ - (201 ره 8548 -ر6 
فإن 8-(8)" 0601© اع 


ليل 


((2)7 2 نن)ن(8)" ع -(()0202) ند ()()ط مره)- )م 22.2) 
القانونين (؟؟-١)‏ » ( 7؟58-1) يكونان تمثيليين للنطاق ( كر )2 كالاتحاد للدالة العكسية (1)8- كر 
مع فئة أخرى الى لاتوجد فقط مشتركة معها . وإذن نحصل على (©)0/ > (/) 0612© 

نفرض أن (ب) تظل قائمة وأنت © مغلقة فى "82 استخدم اليرهان المنهى حالا فى الحالة 
الى عندها 55 851 -8اء 2 © . وإذن 8 ء ,8 فتنان مقتوحتان فى 86 ء 
87 » عل الترقيب » لذلك تكون ,29128 -,0© مغلقة نى 8 . هذا يوضح أن (ب) تدل 
مل (ج). 

لتوضيح أن (ج ) تدل على (ب) ٠‏ استخدم المناقشة السابقة عند ©2616 - 8 حيث 
6 فثة مفتوحة ىق “18 . 

ف الحالة الى فيهيا "2 > (/)12 © تصير النتيجة السابقة بسيطة لدرجة ما . 

- 7 نتيجة . نفرض أن كر معرفة فى كل الفراغ “82 ومداها فى “8 . فإن النصوص 
الآثية تكون متكافثة : 

(1) ثر تكون متصلة فى 129 . 

(ب) إذا كانت © مفتوحة قى *82 ؛: فإن (1)0 1/1 تكون مفتوحة فى "+1 

( ج) إذا كانت 8 مغلقة فى “22 ء فإن (11):-/ تكون منلقة فى *28 , 


يحب أن ذو كد أن نظرية الاتصال الكروى ( 98 - ١‏ ) لم تذكر أنه إذا كانت الدالة بر 
متصلة وإذا كانت © فثة مفتوحة فى ”4 ء فإن الصورة المباشرة (© © <: (*)/) - (0)/ 
تكون مفتوحة فى 264 . فى الالة المامة » لا نحتاج دالة متصلة إلى إرسال فئات مفتوحة إلى 
فئات مفتوحة أو فئات مخلقة إلى فئات مغلقة . مثال ذلك » الدالة كر فى +1 إلى 8 » المعرفة بأنها 

1 
وان 

دالة متصلة فى 12 [ فى الحقيقة » قد لوحظ فى مثالى ٠٠-ه‏ ( أ ) > ( ج) أن الدالين 1 - («),/ » 
**-(*)ب/م عند 18632 متصلتان عند كل نقطة . 

وينتج من نظرية 16-و» أن 

ع ,1+2 ع (ع)مر 

تكون متصلة عند كل نقطة وبما أن وثر لا تتلاثى أبدا » فإن النظرية نفسها تدل على أن 
الدالة كر المعطاة أعلاء تكون متصلة فى 8#غ“إذا كانت © فئة مفتوحة (1,1- ) 2 26 
فإن [1 ,)ع (0)ر ع وهى ليست مفتوحة ق 88 . بالمثل » إذا كانت ف/ هى الفئة المغلقة 


الما 


(1<<: 8ع عع ع فإن [0,3)-(7)781 ء وهى ليست مغلقة فى 1*2 . بالمثل » الدالة 
ترم الفئة 8# » الى تكون إما مفتوحة أو مغلقة فى 3# » إلى الفئة [1 ,0) - (32)/ 2 + 
الى ليست مفتوحة و ليست مغلقة فى 28 . 


المغزى للملاحظات السابقة هو أن خاصية الفئة من حيث كولها مفتوحة أو مفلقة 
له تفلل قائنة اسرووي تحت راءم لدالة متصلة . لكن » توجد خواص هامة لفئة تحتفظ 
7 الفئة تحث راسم متصل . مثال ذلك ستوضح الآن أن خواص الارتباط والدمج إلفئات 
لها هذه المبزة . 


حفظ الاتصال أو الارتباط : 
نتذكر من تعريف ١ - ١٠+‏ أن ألفئة 4# فى ”82 تكون غير مرتبطة إذا كان يوجد 
فثتان مفتوحتان 8 و 4 فى الفراغ 827 محيث أن 75ل ير » 27 م 8 فثتان غير متصلتين 
وغير خاليتين و اتحادهما هو 775 . فئة تكون مرتبطة إذا لم تكن غير متصلة . 
-٠‏ طم حفظ الارئباط . إذا كانت (/)2 27 مرتبطة فى “2 وكانت الدالة كر 
متصلة فى 4 فإن (8)ثر تكون مرتبطة فى 226 . 


البرهان . نفرضص أن #4 هى تقييد الدالة ثر إلى الفئة 47 محيث أن 28 -()12 
و(<«)/ ع (*)م لكل 85 عبد . نلاحظ أن (723) -(27)/ وأن # متصلة فى 27 . 


إذا كانت (8)28 ح (20)ث/ر ليست مرتبطة ق 105 ٠‏ فإنه يوجد فئتان مفتوحتان 8 و #4 
فى 826 بحيث أن (12) 0 ك4 » (071)12 8 فتتان غير متصلتين وغير . شاليتين و أتحادهما هو 
(27)/ . ومن نظرية الاتصال الكروى «م - ١‏ ء» نجد أنه يوجد فثتان مفتوستان 21 
و و4 فى ”#2 بحيث أن 

١ 82014 -8)8(‏ رلم)ة 2ح رمرم 
هذه التقاطمات ليست خالية وعدم اتصاطا ينتج من عدم اتصال الفعات (01/:)11 4 ء 
(8)27 86 . الفرض بأن اتحاد الفعات (85)21 0 4 » (261)257 8 هو(2])/) يدل 
على أن اناد 01824رلهُ »2 يزرم,8 هو 77 . لذلك » يدل عدم ار تباط !١)121(‏ ع (13)] 
على عدم ارتباط 27 . وهو المطلوب إثباته 


الكلمة الفملية ٠‏ متصلة » تقترح أنه لا يوجد 5 انفصالات ٠‏ مفاجئة فى الرسم التخطيطى 
للدالة » ومن ثم لا تكون النتيجة الآنية بأى طريقة غير متوقعة » لكن ٠‏ مطلوب من القارئ 
أن حاول إبحاد برهان مختلف لذه النظرية وسوف يصل إل تقدير عمقها . 


ذل 


؟+- 4 نظرية ألقيمة المتوسطة لبولتزانو. نفرض أن (/)2 -11 فئة جزئية مرتبطة 
من الفراغ “2 وبفرض أن كر متصلة فى 6 وأن لا قييا فى الفراغ © . إذا كانت 8 أى عدد 
١‏ (2 ع + : ()/] مده > ع >( » ع : («) زا كما 
فإنه توجد على الأقل نقطة وأحدة من 7# أ حيث تأخذ كر عندها القيمة  #‏ 
البرهان . إذا كانت (81)م »ا ء فإن الفثنين ‏ (#>,: © ع))- م ء 
[!<:: غ8 عغ] > 8 تكونان قطعا الدالة (51)/ مما مخالف النظرية السابقة 
وهو المطلوب إثباته 


حفظ الادماج ( الدموج ) : 

سنعرضص الآن أن الخاصية المامة للإدماج _مكن حفظها تحت رامم متصل . صنتذكر 
أنه نتيجة لنظرية هاين - بوريل الطامة ١١‏ - م تكون فثة جزئية ع من الفراغ "+1 
مدك , 

إذا وإذا فقط كانت مفغلقة ومحدودة فى “82 . أى أن النتيجة الآتية بمكن أن تنكون 
صياغها بقولنا أنه إذا كانت كل مغلقة ومحدودة فى 87 وإذا كانت ث/ر متصلة فى أ ومداها 
فى #6 »ء فان (22/) كر تكون مغلقة ومحدودة فى 29 . 

١‏ - ه حفظ الإدماج ( الموج ) . إذا كانت (16100 مديجة و كر متصلة 
فى 2ه » فإن (>1)/ ' تكون مديجة . 


البرهان الأول . نفرض أن كد متملقة ومحدودة فى الفراخ ”8 وسنوضح أن (7) ثر 
مغلقة ومحدودة فى الفراغ *12. إذا كانت () ثم ليست محدودة ء» لكل ل7 ”7 فإنه توجد 
نقطة ,رد فى كل ححيث- « <|(<)م]) . بما أن عه محدودة فإن المتتابمة (ي*) حال 
محدودة » ومن ثم ينتج من نظرية بولتزانو فيرشتراس 15 4 أنه يوجد متتابعة جزئية من 
وتتقارب إلى عنصر د . وبما أن جع ,بر حيث احم فان النقطة * تنتمى إلى 
الفئة المدلقة م . ومن ثم تكون كر متصلة عند * » وإذن ثم نكون محدودة بالمقدار 
1+|(*)/|| فى جوار د . بما أن هذا يخالف الفرغن بأن « < |(<)/! فإذن الفئة 
(5)ثر محدودة . 

سنبر هن أن (0) ر مغلقة بتوضيح أن أى نقطة تجميع «ز من (40) “ريحب أن تكون محتوية 
فى هذه الفئة . فى الحقيقة » إذا كانت © عددا طبيعياً » فإنه توجد نقطة ,2 فى كك حيث 


أن 1/8>|لا-(2)/| . ومن نظرية بولتزانو فيرشتراس -١+‏ 4 ء نجد أن المتتايعة 


7م 


(.2) - 2 الها متتابعة جزئية (رومج) -27 محيث تتقارب إلى عنصر 2 . بما أن 4 مغلقة . 
فينتج أن 216 وتكون الدالة كر متصلة عند 2 لذاك 
١‏ > ((ممءت)م) سناع (2)] 


ما يثبت أن عر تنتمى إلى (16) ر . ومن ثم (4) / مغلقة . 


البرهان الثانى . بتقييد كر إلى 5 يممكننا فرص أن 4 - (كلر)2 . نفترضس الآن أن 
[,0) - © هى عائلة من فئات مفتوحة فى “2 الى اتحادها يحتوى (16) م . ومن نظرية 
الاتصال الكروى ١ 5١‏ نجد أنه يوجد لكل فثة م0 فى © فئة جزئية مفتوحة 0 من "72 
حيث أن (م©):/ - 022 ,0 . العائلة (1)0- © تتكون من فئات جزئية مفتوحة من 
” », نحن نطالب بأن الاتحاد لمذه الفئات يحتوى 2 . لأنه ٠»‏ إذا كانت 616+ » 
فإن (*) كر تكون محتوية فى (16) /ر » ومن ثم تنتمى (*) كر إل فئة ما .3) ومن التركيب 
تنتمى ند إلى الفعة المناظرة .© . بما أن >2 مدمجة » فتكون محتوية فى الاتحاد لعدد محدود 
من الفئات ىق 29 وتكون صور با () كر محتوية فق الاتحاد لعدد محدود من الفثاث المناظرة 
فى »> . وبما أن هذا صحيح لعائلة اختيارية © من فئات مفتوحة تغطى (2) ث/ر فتكون 
الفئة (2) ث/ر مديجة فى 226 . 


إذا كان المدى الدالة هو 8# فإنه بمكن أحيانا إعادة صياغة النظرية الآنية بقوئنا إن دالة 
متصلة ذات قيم حقيقية ف فئة مدمجة تدرك قيمئها العظمى وقيمها الصغرى . 
- 5 نظرية القيمة العظمى والصغرى . نفرض أن (2)1 1 مديجة فى "82 وتفرض 
أن ثر دالة متصلة ذات قيمة حقيقية . إذن يوجد نقط **# ء ي* فى كك محيث أن 
3 » < : («)]) أماع (و) ز ,( ع ع : () م مرده ع ("<) زر 
البرهان الآول . مما أن 2 مديجة فى © » فينتج من النظرية السابقة أن (2) ث/ر محدودة 
فى 22. نفرضص أن (1)/ وداه - 234 ونفرشى أن (.*<) متتابمة فى ع بحيث أن 
لكان 1/1 -ا8 < (,:) ] 


ينتج من انظرية بولازانو فيرشتراس ١1‏ - 4 ء أن تقترب متتابعة جزئية ما (رم) إكى نجاية 
جاع *ير ا . ما أن كر متملة عند * » قيجب أن يكون ع ((ووم؟) )صا (*ع)ر 
برهان وجود يد مشابه ماما . 


البرهان الثانى . بتقييد كر إلى > » يمكننا فرضى أن كل - (/ر) 2 . تضم 
(>1)/ مدد ع 84 . إذن لكل لارء م » نفرض (14-1/2 > نه : لاج ها < ,© ما أن 
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© مفتوحة ا فينتج من نظرية الاتصال الكروى 88 - ١‏ أنه يوجد فئة مفتوحة ,© 
فى ”#2 محيث أن 
1/8 - امآ >( )]: اع !2 016 


الآن إذا لم فصل إلى القيمة 4 » فان اتحاد العائلة [<)1- 6© لفئات مفتوحة تحتوى 
جميع الفئة 4 . حيث أن > مديحة والمائلة (002016) متزايدة ء فإنه يوجد لا عم 
بحيث أن 12260 . لكن حينط نحصل على +/84-1 >(2)/ لكل اع»م » 
ما ضخالف الحقيقة التى تقول أن (16)/ مده - ]ار وهو اامطلوب إثياته 

إذا كانت ثر لا مدى فى 26 حيث 1 < © » فإن النقيجة الآتية تكون أحيانا مفيدة . 

+؟-#»* نتيجة . نفرض أن ثر دالة فى 27 -(52)/7 إلى 25 ونفرض أن 
(2)7 >1 مدمجة . إذا كانت ث/ متصلة ق كه + حيئئذ توجد فقط ** ا ى*# فى ك/ 
بحيث أن 

ع : ||(#)مر|ا) عه - اللعار|. ,زكل ع :|إ(ع«)يا! مسو إإرسعممرا 

ينتج من نظرية 1؟ - 8 أنه إذا كانت “2 ج1167[ خطية ٠‏ فإنه يوجد مقدار ثابت 
0 < يق بحيث أن || 34 > |()/| لجميع ”1 © * . لكن ليس صعيحاً دائماً أنه يوجد 
مقدار ثابت 0 < 2« بحيث أن ||*أ| " < |(<)]] نكل "8 جر . الآن سنوضح أن هذه هى 
الحالة فقط وإذا فقط كانت كر دالة خطية ادغالية . 

8-1 نتيجة . نفرض أن 226 جه ”8 :/ دالة ضطية . إذن كر تكون دالة إدشالية 
أو دالة ولوجية إذا وإذا فقط كان يوجد 0 < 7 محيث أن |ء| ‏ - |(«)7, لكل 
فك اآت.ء 


البر هان . نفرضص أن + دالة إدخالية » ونفرضن أن ([1 - |+*|: "2 ع 2 - 5 وحدة 
الكرة المديجة فى 89 . 
يوجد من ننيجة 7-11 أو © يدا ميث أن ١ك‏ ء « : |(« )را تمذ حسم > ز(وع)]|| ما أن 


كر ولوجية فان 0< |(+<)ر/||- بر . ومن ثم 0<»م < ||(*)/| لكل 5ع*خ 
الآنء إذاكانت 0 عدن ,29 عه » فإن ||/ا[/4ا تنتمى إل 8 وينتج من كون / خطية أن 


)ناد 1 
(وبج)| - السكنا ري 
ومنها ينتج أن |[م:(|» ح |إ(م:)م] لحميع ”82 هه ( لآن النتيجة بسيطة عند 0 > به ) . 


و بالمكس » تقرض أن ااءدا| د« > ||(«)م/|لكل؟2 ع عر . إذاكانت (2*) /ر ع- (,2) “رء 


فنجد أن 


5 


نايل 


د« - ضنا| مم 2 لع - ,ع« /|! > ||( - »)م - 0 
الى تدل على أن وعد ع وءد . لذلك تكون الدالة كر ادخالية وهو المطلوب إثباته . 


إحدى النتائج المدهشة لنظرية +؟ - ه هى أنه إذا كانت ثر دالة متصلة وإدخالية فى نطاق 
مدمج فإن الدألة العكسية 2 كر تكون متصلة تلقائيا . 


. 297“ اتصال الدالة العكسية . تفر مس أن 2 فثة جزئية مدمجة من‎ 4 - 7٠ 


ونفرضص أن ثر دالة متصلة إدخالية بنطاق 2 وممدى (12)ثث/ر فى *4 . حينئذ تكون 
الدالة المكسية متصلة بتطاق ©2) كر ومدى ك4 . 
ألبر هان . نلاحظ أنه حيث 8 مدمجة » فإن نظرية 88 -ه تدل على أن () ثر مدمجة 
ومن ثم مغلقة . بما أن ر إدخالية من الفرض » فإن الدالة المكسية 4 كر عي تكون معرفة . 
افرض أن © أى فئة مغلقة فى ”22 واعتبر > م 35 » حيث أن هذه الفئة محدودة و مغلقة فتؤكد 
نظرية و  -‏ (ج) » ونظرية بوريل هاين أن 510136 فئة جزئية مدمجة من 0ج .. فستلتج 
من نظرية 9« -ه » أن (240136)/-,14 مدمجة ومن ثم فهى مغلقة فى 26 . الآن إذا 
كانت +- كر دمي »ء فإن 
(8)"ع -(807)ر ع ير 
بما أن 81 فثة جزئية من (2)8 - (1) /ر » فيمكننا كتابة المعادلة الأخيرة ى الصورة 
(27)' ع > رع) 11,022 
من نظرية الاتصال الكروى 88 - ١‏ (ج ) ء نستنتج أن 9“ اج نكون متصلة . 
وهو المطلوب إثباته. 
سنخم هذا الباب بتقدم بعضى المدلولات الى ستكون مناسبة . 
1١-9‏ تعريف . إذا كانت 87 ج 12 ٠‏ فإن المجموعة لكل الدوال المتصلة فى 2 إلى 
2 يرمز ها بالرمز (822),© . المجموعة لكل الدوال المحدودة المتصلة فى 2 إلى “14 


يرمز ا بالرمز ((8)7,)3 . إذا كانت م ء © معروفتين بالفهم » فسترمز طاتين 
المجموعتين فقط بالرمزين ()© » (86)2 . 


الخزء الأول من النتيجة الآنية هى تتيجة من نظرية 8-8٠‏ . واللزء الثاى يبرهن بنفس 
طريقة برهان مفترض 8-11 . 


؟- ١١‏ نظرية . (أ) الفراغات (2),,© » (80,)2 هى فراغات متجهة تحت 
العمليات المتجهة . 


كما 


(«الكه -(0*)() 2 ,(«)ع +(»),- )زج +) عند 2ع . 
(1) الفراغ (12)ي807 هو فراغ عمودى تحت العمود . 
(عع : |إزء«) رالا مده - لأا 
بالطيع » فى الخالة الخاصة الى فيها 8 فئة جزئية مديجة من "34 » إن (80:,)9 - (1) ير 


تمرينات : 

١‏ - (]) فسر نظرية الاتصال الكروى؟*-١‏ للدالتين ذات القيمة الحقيقية *+ > (<) /ر» 
مدير ,«/1 > (2م)ع . خذ فئات مختلفة مفتوحة ومخلقة وحدد صورها المكسية تحت كروع. 

(ب) إذا كانت © جه 27:8 معرفة بأنها 

,1 5 2 > 0 1 > (ع)ة 
خلاف ذلك ,0ع 

أعرض فئة مفتوحة © بحيث أن (87-1)0 ليست مفتوحة فى # ع واعرض فئثة مغلقة ك/ 
ححيث أن (84-42)7 ليست مخلقة ى 8# . 

١‏ - (ج) إذا كانت “رحدودة وبتصلة فى ”8 إلى 8 وإذا كانت 0 < (م*) / » وضح 
أن كر موجبة مضبوطة فى جوار ما النقطة ى:« . هل نفس الاستنتاج يظل قائما إذا كانت /ر 
متصلة فقط عند 20 ؟ 

؟ -(د) إذا كانت 84 ج+-*8:م كثيرة الحدود ٠‏ وكانت © و وضح أن الفعة 
| »>7 ,6م:(9,)| تكون مفتوحة فى 82 . 

-(ه) إذا كانت 2+ *8:/ متصلة فى *# ء 8 > » ع أثبت أن الفئة 

(58 (2)] ك »:”8 126 تكون منلقة فى <#2 . 

؟١‏ -(و) تكون فثة جزئية “8 22 غير مزتبطة إذا وإذا فقط كان يوجد 
دالة متصلة 8# + 2:/ محيث أن (1 ,0) - (2) /ر . 

؟؟ - ([) .بفرض كر متصلة فى *8 إلى 84 . عرف الدالتين وم و يع فى © إلى *8 بالآق. 

8 ,0)/رع 0)يع 2 ,(4,0)/-())بع 

أثبت أن 2 و #4 متصلتان . 

. (ح) بغرض أن دم و وم و / مرتبطة بالقوانين المذكورة فى الثّرين السابق‎ - ١ 
ثبت أنه من خاصية اتصال ويم » ديم عند 0 غم ء لا بمكن اليرهنة على اتصال كر‎ 
. )0,0( عند‎ 


يذل 


؟-(ط) اعط مثالا لدالة ق [1 و0] -1 إلى 8 بحيث تكون غير محدودة . 
+ (ى) اعط مثالا لدالة محدودة كر فى 3 إلى #2 والى لا تتناول أى العددين 
(3 » ع : (ع) ]أ مده أو إلء ع : زعم را نص 

١١‏ (4) اعط مثالا لدالة بم متصلة ومحدودة فى # إلى 8# والى لا تستطيع أن تقبل 
أى العمددين (8 © <:(«ا)ع) مناه أو (ء ع«نزع)ع) أدذ 

- (ل) وضح أن لكل كثيرة الحدود ذات درجة فردية ومعاملات حقيقية جذرا 
حقيقيا . وضح أن كثيرة الحدود 9-:7+*«*ء (*)م الها على الأقل جذران حقيقيان . 

00-7 إذا كانت 0 < © و # عددا طبيياً 2 فإنه يوجد عدد موجب وحيد 8 
حيث أن عق 

+١‏ -(ن) نفرض أن ثر دالة متصلة فى 3 إلى 8 حيث 1 > (0) كر ء © < (1) ر 
إذا كانت [(5:/)*0>0عع) بد وإذا كانت لإنر لاق عدم ءفأثيبت أن 0 ع (م) /ي 

(س) نفرض أن كر دالة متصلة فى 2 إلى 2 والى تتزايد بدقة ( مممى أنه إذا كانت 
“بد > “يد فإن (**) ير > (بد) كر) . أثبت أن كر دالة إدخالية وأن دالها المكسية 1-ثر 

-(ع) بفرض ثر دالة متصلة فى 8# إلى 8# وإلى لاتستطيع أخذ أى من قيمتها مرتين » 
فهل صميح أن كر يحب أن تكون متزايدة بدقة أو متناقصة مضبوطة . 

٠١‏ - (ف) بفرض ع هى دالة فى 5 إلى 8# ء أثيت أنه إذا كانت م تستطيع أخذ كل 
من قيمها بالضبط مرئين » فإن ج لا بمكن أن تكون متصلة عند كل نقطة من # . 

؟؟ - (ص) بفرض كر دالة متصلة فى الفترة [:2 ,0] إلى #وبحيث أن (2) ثر > (0) ر. 
أثبت أنه يوجد نقطة © فى هذه الفترة حيث أن (5 سل م) ث/ر عت () ثر ( ارشاد : اعتبر 
(> + #«) كر (*) كر ح («)ج) . استنتج أنه يوجد » عند أى وقث اع نقط فى اللمهة 
المقابلة من الكرة الأرضية على خط الاسعواء الى لها نفس درجة الحرارة . 

؟؟-(3) إذا كانت 82 + (+0,2]:م معرفة بأنبا 2 هلق ,م 08© ) > (2) ب 
عند (42]0,27 . حينئذ ب تكون راسما متصلا إدخغاليا فى الفترة (:2 و0] إلى دائرة 
الوحدة (1 -تبر+نع::8 9(6:)! - 5 , أثبت أن (25 ,0غ ه ى : حي لا بمكن أن 
تكون متصلة ( نستنتج أن نظرية 4-58 رما تفشل إذا كان النطاق ليس مدمجا) . 

مشروع : 

؟ - © الغرضض من هذا المشروع هو توضيح أن كثير! من النتائج فى باب 5١‏ تظل 

صحيحة لدو ال المتصلة الى نطاقها ومداها تكون محتوية فى فراغات مترية . ( لإثبات هذه النتائج 


خا 


رما نلاحظ أنه إما أن التعاريف السابقة بمكن تطبيقها فى الفراغات المثرية أو ممكن صيافتها 
ثانيا لعمل هذا ) . : 
)0 وضح أن نظرية ٠٠١‏ ؟ ممكن صياغبها لدالة من فراغ واحد مترى إلى آخخر . 
(ب) وضح أن نظرية الاتصال الكروى + - ١‏ تظل حيحة بدؤن تغيير . 
(ج) أثبت أن خاصية حفظ الارتباط أى نظرية 79 - 7 تظل صصيحة . 
( د) أثبت أن حفظ الإدماج أى نظرية 59 - ه تظل قائمة . 


الباب الثالث والعشرون ‏ اتصال منتظم ونقط اثابتة : 

بفرص أن كر معرفة فى فئة جزئية ( “)2 من ”8 إلى “46 . فقد لوحظ سابقاً أن النصين 
الآثيين متكافئان : 

(1) كر تكون متصلة عند كل نقطة فى (كر)2 . 

(ن) بأعذ 0 < عم »)2ع » فإنه يوجد 0 < (يدرع)8 بحيث أله إذا 
كانت *« تنعى إلى (كر)2 ء 8 ك |[ - *|| فإن م> [[# م مر || : 

الثىه الملاحظ هنا هو أن 8 تعتمد » بوجه عام » على كلا من م ء» # أى أن توقف 
5 على ا هو انمكاس الحقيقة الى تقول إن الدالة رما تغير قيمها بسرعة بالقرب من نقط 
معيئة وببطء بالقرب من نقط أخرى . 

الآن بمكن أن يحدث أن دالة تكون بحيث أن المدد 8 يممكن اشتياره نحيث لا يعثمد 
على النقطة مه فى ( كر )2 ويعتمد فقط على ع . مثال ذلك » إذا! كانت 2# > (*) كر » فإن 

أب -ء | 2 - إلب)م- )ما 

وبذلك بمكننا اختيار 6/2 - (لارة)ة لحميع قيم © . 

ومن ناحية أخرى » إذا كانت 1/3 > (*)ع عند 0 < * » حينظ . 


اديع 
عل 


> (زي)ع -(<*)ع 
إذا كانت نه > 8 > 0 ء 8 ك إيه ‏ «| فسنترك للقارىء توضيح أن 
حقد > إلم)ع -(«)ع| 


وأن هذه المتبايئة لا بمكن تحسينها » حيث التساوى فى القيقة يظل قائماً عند 8 دي 2 + 
إذا أردنا جمل © ك | (0)يم -(*)ج| فإن أكير قيمة للعدد 8 الى بمكننا اختيارها هى 
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تياع 
باع +1 


أى أنه إذا كان 0 < يم » فإن يم تكون متصلة عند # لأننا يمكئنا اختيار 
(باع +2*/)1ع- ( ,ع)8 وهذه تكون أكبر قيمة بمكننا اشتيارها . مما أن 


-(يدرع)ق8 


باع ' 
0-[0< حك | اد 


فإنه لا يمكننا الحصول على 0 < (2 و8)8 أل لا تتوقف على اختيار 24 لحميم النقط 0 < * . 

الآن سوف نقيد ع لنطاق أصغر . فى الحقيقة » نفرضص أن 0<© ونعرف */1ع(+*«):/ 
عند م < + . إذن يوضح التحليل الذى أجريناه حالا . أنه يمكننا استخدام نفس قيمة (0 ,8 )8. 
لكن » هذه المرة يكون النطاق أصغر وأن 


0 2 
80 ماع 5 
0 >0 < نا امآ 
ِ 7 6 


وإذن إذا عرفنا (67/)1+84ع -(8)6 »ء فإنه يمكثنا استخدام هذا العدد لحميع النقط 
»م < *ن . لكى نساعد فى تثبيت هذه الأفكار » يحب على القارىء أن يتصفح بسرعة الأمثلة 
٠ه‏ وأن يحدد فى أى الأمثلة اختير ت 8 بحيث تعتمد على السؤال وق أى الأمثلة أختير ت 
8 مستقلة عن النقطة . 

ببذه القهيدات نقدم الآن التعريف الأسامى , 

١ -1«‏ تعريف , نفرضص أن ثرا لها نطاق ( )2 فى «جج ومدى فى *ج . نقول 
إن '/ر متصلة بانتظام فى فئة(/)12 > 4 إذا كان يوجد لكل 0 < م » 0 < (8)8 
بحيث أنه إذا كانت * » له تنصيان إلى 4 ء (8)8 > إإنه || . فإن 

ع ك ||( عر - رمت ير |) 

من الواضح أنه إذا كانت الدالة كر متصلة بانتظام فى 4 ٠‏ فإنها نكون متصلة عند كل 
نقطة من 4 . لكن ء فى الحالة العامة المكس ليس سميحاً . من المفيد أن نتذكر ما المقصود 
بقولنا إن دالة ليست متصلة بانتظام ء لذلك نقرر معيارا مثل هذا تاركين برهانه للقارىء . 


٠‏ - 7 مفترضص . شرط ضرورى وكاف لأن تكون الدالة كم غير متصلة بانتظام 
فى ()2 حم هو أنه يوجد 0 < مع » ومتتابمتان (يرنز) ع ل[ و(ي,*) - الا فى 4 
حيث أنه إذا كانت للع 8 فإن 1/8 ك إإرر سي ة][ » م8 < ||(م2) “رح (م*) / || 

كتمرين يحب على القارىء أن يستخدم هذا المعيار لتوضيح أن */1 ح (*)8 ليست 
متصلة بانتظام فى (0 < * : «) ع (ع)2 . 


ل 


الآن سنقدم نتيجة هامة تؤكد أن أى دالة معصلة تكون تلقائيا متصلة بانتظام ى أى فئة 
مدمحة فى نطاتها . 


م٠‏ - م نظرية الاتصال المنتظم . نفرض أن ثر دالة متصلة بنطاق ( )2 فى 1 
ومدى فى 25 . إذا كانت (/20 ت >1 مدمجة » فإن كر تكون متصلة بانتظام فى م . 


برهان أول . نفرص أن ثر ليست متصلة بانتظام فى 4 حسب مقفارمن #م ال «اء 
يوجد 0 < ومع ومتابمتان (ي,*) ء (يبز) فى ك2 بحيث أنه إذا كانت 11 ع7 » فإن 
مع < |( )] -0»)ا ,1/9 ك اما - مدا (23.1) 
مما أن مديجة فى ”2 ء المتتابعة ل محدودة » فينتج من نظرية بولتزانو فيرشتراس 4-15 » 
أنه يوجد متتابعة جزئية (مملا) من (.<) بحيث تتقارب إلى عنصر 2 . بما أن ك/ 
«خلقة 2 فإن الباية 2 تنتمى لى 46 ع فتكون الدالة /ر متصلة عند 2 . من الواضح أن 
المنتابعة الحزئية المناظرة (ر<) من 7 تتقارب أيضاً إلى 2 . 


ينتج من نظرية ٠٠١‏ - ؟ (ج ) أن كلا المتتابعتين ((رى,و)م) ار ((ر.*)/) تتقارب 
إلى (8) ير . لذلك » إذا كانت 2 كبيرة كبرا كافياً » فإننا نحصل على 20 > ||(دم-<)/ - (رمء*)م/| 
لكن هذا مخالف العلاقة الثانيية فى( + سل .)١‏ 


برهان ثان . ( بمكن عطاء برهان قصير بحيث يتوقف عل نظرية غطاء لبسيج 1١١‏ - ه » 
لكن نفضل استخدام تعريف الإدماج ) . تفرص أن ثر دالة متصلة عند كل نقطة للفئة المدمجة 
. طبقا لنظرية +٠‏ -؟ (ب) » بأخذ 0<ع و ل فى كد نجد أنه يوجد عدد 0<(بارع 3 )8 
بحيث أنه إذا كانت كزع د و (نترء 4 )8 >|إسعر]] فينع 3 > |[(مم عر - («) ير || 
لكل ننه فى كل » كون الكرة المفعوسة ((يد ر18)46 > [إهة - +|: ”26 ع <] > () 6 ٠»‏ 
حينئذ الفئة 42 تكون محترية بالتأكيد فى اماد المائلة (12 © 4 :(/ة) ©4- © » وإذن 
توجد لكل نقطة #4 فى 4 كرة مفتوحة (ه)© بحيث تحتويبا . بما أن 2 مدمجة » فكون 
محتوية ق الاتحاد لعدد محدود من فثات فى المائلة 9" » مثلا » (يع#)© و... و(رلة) © . 
نعرف الآن . 

((هة رع )8 , . . . ,(دن رع8)4) كصذ ع (ع)8 
رسوف نوضح أن (8) 8 لا الخاصية المطلوبة . لأنه » بفرضى أن و * تنتميان إلى ك2 
وبفرض (8)8 > إإمه ‏ +*|| . فتجد أنه يوجد عدد طبيعى / يحقق /2 ك5 2 5 1 وبحيث 
أن + تنتمى إلى الفئة (م) © ء أى أن (ينارة 8)4 3 > |إي» + || . يما أن 
زمدءة )55 5 (ع)ة فينتج أن 


(سه رعمّ)ة >> ||اعهة - عدإ| + |إعد - || كك إإمنة - هة|| 


لفحل 


لذلك » نحضل عل العلاقات . 
عث> لمم همملا|ا كة>|[لسمم - مما 

ومن ثم ع > ||(4) ثر- (*) ر || . قد وضصحنا أنه إذا كانت 2 و * أى نقطتين من ع حيث 
رع)ة > إإسحم ]| فان ع > [|(م) عر «*) /|| . 

فى أبواب قادمة سوف تستفيد من فكرة الاتصال المنتظم فى مناسبات كثيرة » لذلك 
لا نعلى أى تطبيقات هنا . لكن » سنقدم هنا خاصية أخرى هى غالبا متاحة وكافية لمان 
اتصال منتظم . 

«؟ - 4 تعريف . إذ! كانت الدالة م لها نطاق ( )2 محتوى فى *ج1 ومدى فى 1275 » 
فنقول إن ث/ر تحقق شرط لبيشتز (0) إذا كان يوجد ثابت 0 < 4 بحيث أن 

اه - || له > |إ(ه)م - ()ر|| (23.2) 

لحميع النقط #4 و * فى (ر)2 . إذا تحققت المتباينة ( + -: م ) مقدار ثابت 1 > 4 » 
فإن الدالة تسمى تقلص أو انككاش , 


من الواضصح أنه إذا كانت العلاقة ( 5-07 ) ٠‏ متحققة » حينئذ بوضع 8/4 ع (8)8 
فيمكن اشخص إثبات الاتصال المنتظم للدالة م فى ( كر)2 . لذلك » إذا كانت الدالة كر تحقق 
شرط ليبشكز » فإن الدالة تكون متصلة بانتظام . لكن » العكس ليس صسحيحا ؛ والذى بمكن 
أن يتضح باعتبار الدالة المعرفة عند ش - (/)2 بأنها «ل. > («)م . إذا ظلت (م؟-؟) 
قائمة» فينتج أنه » بوضع 0 > ل أن فردا يجب أن يحصل على |*| 4 ك | (<) /ر| لثابت ما 
4 » لكن لوحظ سالا أن المتباينة الأخيرة لا تظل صحيحة , 

وبتذكر أظرية 5١‏ --م#اء نرى أن دالة خطية بنطاق ”842 ومدى ىج تحقق شرط 
لبيشئز ٠‏ وبالإضافة إلى ذلك » سيلاحظ فى باب 07م أن أى دالة حقيقية بمشتقة محدودة تحقق 
أيضاً شرط لبيشتز . 
نظرية نقطة ثابتة : 

إذا كانت كر دالة بنطاق ( كر )2 ومدى فق نفس الفراغ “22 » فيقال لنقطة #4 ى (/)2 
أنها نقطة ثابتة للدالة كر فى حالة مة تت (/ة) ر . عدد من النتائج الحامة يمكن يرهتتها على أساس 


وجود النقط النابتة للدوال لذلك يكون من الأهمية وجود بعض معأيير إيجابية فى هذا الاتجاء . 


(*) دودلف ليبشتز مم١‏ - م.وو) كان أستاذا فى بون . له مساهمات فى 
الخبر » نظرية العدد » المندسية التفاضلية والتحليل . ش 
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النظرية الأولى الى نذكرها أولية الصفة ولكبها غالبا مفيدة ولا الميزة الامة وهى أنها مدنا 
بتكوين النقطة الثابتة » وللتبسيط سنقرر أولا النتيجة عندما يكون نطاق الدالة هو الفراغ 
يأكله , 
م7 - ه نظرية النقطة الثابتة للافكاشات . نفرض أن تر انكاش بنطاق ”82 ومدى محتوى 
فى "2 . فتكون كر ها نقعلة ثابتة وحيدة .' . 
البرهان . سنفترص أنه يوجد مقدار ثابت © حيث 1 > © > 0 يحيث أن 
| رع ][ © > ] )م )7 || ليع برد فى “# . تفرص أن .* نقطة 
أشتيارية فى ”44 وضع (>#) ثر ح يبد » واستنتاجياً ضع 
العم ,(,)/ 2 وبي (23.3) 
سنوضح أن المتعابعة (ي<) تقتر ب إلى نقطة ثابتة وحيدة ا من كر ونقدر سرعة التقارب . 
لإجراء هذا » نلاحظ أن 
إل - و || © > امم - )مرا > إزوءد - وعد( 
واستنتاجياً » أن 
لمم وبل '-"© ك |إرسمد - || © ك لم7 - (مدر|| - |امد-دمظضا| (23.4) 
إذا كانت « < يتم »ء فإن تكرار استخدام ( ؟ - + ) يعطى 
مدت مممكد || + - +٠ ٠‏ ]لمم - ددن + :سد - سنتز| كك [إمند- مما 
]ليو ليت ايه - 
ومن ثم ينتج أنه » عند # < وج ء فإن 


لدوم 
الهم حر > إن - مد| (23.5) 


بما أن 1 > © > 0 » فإن المتتابعة (1-"0) تقترب إلى صفر . وإذن (,) هى متتابعة 
كوثى . إذا كانت (,<) تصنا > يوا فن الواضج من ( م««-م ) أن 8 نقطة ثابتة للدالة تر . 
من ( 5 - ه ) ونفتر ص 16 - لماء نحصل عل التقيم 


اجداع 
1-6 


|ا: -مندا| > |اند - ه|| ' (23.6) 
لسرعة التقارب 
أخيراً » سنوضح أنه يوجد فقط نقطة ثابتة واحدة للدالة كر . وق الحقيقة » إذا كانت *» 
و ة نقطتين منفصلعين ثابتتين الدالة م » سمينئذ 
إإد < | © > |إ(م)م - (ممم| > اد حيرا 


رك 


مما أن ن عدن فينتج 360 |إد || » وإذن هذه العلاقة تدل على أن © > 1 ٠‏ ما يخالت 
الفرض بأن 1 < © . 
وسيلاحظ أننا فى الحقيقة قد أثبتنا النتيجة الآثية . 


مم - 4 نتيجة . إذا كانت الدالة كر انكاشاً بثابت 1 > © » إذا كانت و نقطة اختيارية 
فى ”1 غ وإذا كانت المتتابعة (يرع:) - 26 معرفة بالمعادلة ( 8#« م ) فإن ل تةثرب إلى 
نقطة ثأبتة و حيدة نا للدالة كر بسرعة تقارب تتحدد من ( ”** - 5 ) . 

فى حالة كون الدالة كر غير معرفة فى كل من ”8 » فإذنا نحتاج لمارسة عناية أكثر بنوع 
مالكى نضمن أن التعريف المكرر ( 7# - 7 ) المتتابعة بمكن تتفيذه وإن النقط نظل فى نطاق 
الدالة كر . بالرغم من وجود بعض قوانين أخرى فستكتى بالنظرية الآتية : 

0-5 نظرية . بفرص أنه إذا كانت كر انككاشاً بالثابت © الممرف 
(8 > ااء|: ”8ع - )2 وأن © -8)1 ك || (0) ثر |[ فإن المتتابعة 

٠‏ و()2 > سم , ٠...‏ و(1*)/ > و ,0 ح بير 

نتقارب إلى نقطة ثابتة وحيدة للانكماش / والى تقع فى الفئة ( )2 . 

البرهان . فى الحقيقة » إذا كان (612-2)/7* ؤإن 
8© > |0 -» | © ك ||(0) كر (*) || ٠‏ ومن ثم ينتج أن 

8- هع + هك -1) ع قن + |(0)/|| ع |ا(«)را 

لذلك 2 -(8)] . أى أن المتتابعة (يرغ) يمكن تعريفها ونظل فى 2 . لذلك يستخدم البر هان 
العايق .+ وهو المطلوب إثباته 

لنظرية التقلص أو الانكماش المثبتة فى أعلى مزايا معيئة : هى إنشائية » الخطأ فى التقريب 
مكن تقييمه > وتضمن النظرية نقطة ثابتة وحيدة . لكن غ٠‏ لما عيب وهو أن لزوم 
كون الدالة انككاشاً هو شرط صارم . حقيقة هامة وعميقة » وقد برهنت لأول مرة عام ١51٠١‏ 
بواسطة ل. أ. ج. بروور (ه) وهى أن أى دالة متصلة بنطاق 81 > |إء||: "8 ع »«) - 2 
ومدى محتوى فى 2 تحب أن يكون طا عل الأقل نقطة واحدة ثابتة . 

+ م نظرية نقطة ثابتة لبروور . نفرض 0 < 8اء وبفرضش 
(8 ع زءا|: "ل > «اعد مر فإذن أى دالة متصلة نطاقها 8 ومدى محتوى فى 2 الا على الأقل 
نقطة واحدة ثابتة , 

)ع 50 أدج بروور ) آذخخ ١1555" ١‏ ( كان أسجاذا ف مسر دام وعميداً للمدر سة 
اهولندية للرياضيات. وبالاضافة إلى إسهاماته فى التوبولوجى »© فهو معروف بعمله ى الأساسيات 
الرياضية . 
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برهان هذه النتيجة عند 1 ح م سيعطى كتمرين . لكن فى الخالة 1 < م سيأخذنا البرهان 
بعيداً جداً عن المأزل أى قى الحقل . ولبرهان مؤسس على معلومات أولية فقط . أنظر كتاب 


دنفورد - شفارئز صفحات 4507 - 47٠‏ . وتحصول عل بيان أكثر ترتيباً لنقطة ثابتة ونظريات 
مرتبعلة بها ننصح باستشارة كتاب لفشعز 


؟ - ( أ) افحص كل منالدوال فى مثال 0-١٠١‏ ووضح إما أن الدالة تكونمتصلة بانتظام 
فى نطاها أو أنها لاتكون . 


م؟ - (ب) اعط برهاناً لنظرية الاتصال المنعظم ( 9-9 ) باستخدام نظرية غطاء لبسيج 
(11- 0). 


©؟ -(ج) إذا كانت 8 معدودة فى 2 2 86 جه 8:[ دالة متصلة بانتظام » وضح 
أن مر معدودة فى 8 . أثيت أن هذه النتيجة تفشل إذا كانت 8 ليست محدودة فى *# . 


+ -(د) أثبت أن الدوال » المعرفة عند 7# © * بأنها 
عد هاو - ()اع ,بكب مر 
تكون متصلة بانتظام فى 8 . 
م؟ - (ه) أثيت أن الدوال » المعرفة عند (0 < *: 2»ء ») - 2 بأنها 


م ح (جو)ع] جد > راط 
تكون متصلة بانتظام فى 2 


56 (و ) أثبت أن الدوال الآتية ليست متصلة بانتظام ى نطاقهم 


() (0<:: اع برا )اط 1/5 > »)1 
(ب) 5/2 >: > 2:0 ء ١‏ - (عو)ط تنه > (داع 
ا 8 )م ركع د مط 
زه( (0<: : ع اع (10)ط2 (/1) مذ > )ا 


؟ - (ز ) تسمى دالة “2 ج 2:م دورية ء إذا كان يوجد عدد 0 < م محيث أن 
(«)ع ع رم+ «ا)ع جلميع «رء عد . أثبت ت أن دالة دورية متصلة تكون محدودة و متصلة 
بانتظام » فى © . 
©؟ -(ح) نفرض أن ثر معرفة فى #0 7 إلى “8 » ونفرض أن ثر متصلة بانتظام 


فى 2 . إذا كانت (ي*) هى متتابعة كوشى فى 2 ء أثبت أن ( (ير,:<) كر) هى متتابعة » 
كوثى فى "8 . 
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؟؟ - (ط) بفرض أن © < (0,1):/ تكون متصلة بانتظام فى (1 ,0) ء اثبت أن كر 
يمكن تعريفها عند 0 - عد » 1 - د بطريقة بحيث تصبح متصلة فى [1 و0] , 

؟؟ - (ى ) بفرض أن (1>ااء|: "2ع ء - 2 اثيت أن *# + 2:م مكن امتدادها 
إلى دالة متصلة فى (1 > ||ء|: ا« ,2 إلى 25 إذا وإذاً فقط كانت متصلة بانتظام فى 2. 

©؟ -(ك) إذا كانت ر ء ع دالتين متصلتين بانتظام فى 8 إلى 8# » وضم أن م8+/ 
تكون متصلة بانتظام ى 86 ء لكن جر لاتحتاج إلى كونها متصلة بانتظام فى 8 حي إذا كانت 
إحدى كر » هم محدودة . 

١١‏ - (ل) إذا كانت 8< 8:/ متصلة»وضح أن يالا نقطة ثابتة فى 7 ( أرشاد : اعتبر 
(د - («) /ر > (م)ع) . 

؟ - (م ) اعط مثالا لدالة "8 جح “1:26 بحيث أن |إ سعد |[ك ||( عر () ير إل 
لجميع ”ع4 ,ند وألى ليس خانقطة ثابتة ( لماذا لايناقض هذا المثال نظرية «« - ه ؟) 

؟؟ - (ن) بفرض كروم دالتان متصلتات فى [5 و©] بحيث أن المدى [1 ,0] -(2)2 ء )2 
أثبت أنه توجد نقطة [ذهاء»ء عيث أن (م)ع - )ار 


مشروع : 
+ -0 هذا المشروع يعطى تصوراً لمدلول « تذبذب » دالة فى فئة وعند نقطة ٠.‏ بغر ض 
8 5[2.ه]-1 ونفرض أن 18 ج+1:/ محدودة وإذا كانت 1ءهم فنعرف 
التذبذب للدالة كر ى 4 بأنه هو العدد 
(شء 9 .د : (0)] - ()/) مده > رشاراك 
| (1) أيت أن (خ ع ع : |(:)ر|) مده 2 > (كم),2 ع 0 إذا كانت 
7ع لج نر فإن (8)ر2؟ ك (م)مرل؟ 
(ب) إذا كانت 1 عه فتعر ف التذبذب للدالة كر عند ع بأنه المدد 
(.30) ب كيرذ- (ع)ره 
. حيث (8 >[ - :«|: اع 2 عدرلظة )2 أثيت أن ( انظر باب 7*6 ) . 
)2ك درلا - (ع)رس 
أيضاً ؛ إذا كانت »ه>زء)ره فتوجد 0 < 8 محيث أن »> (,لن)9 . 
(ج ) اثبت أن كر دالة متصلة عند 1©>»© إذا وإذا فقط 0 > (6)م© . 


( د) إذا كانت 0 < »© وإذا كانت ن > ()مره لكل 1ع« »فإنه يوجد 0 < 8 
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بحيث أنه إذا كانت 27 4 محيث يكون قطرها ‏ (4 ©( ,:|غ - >]) مده - (4)4 أقل من 
8 » إن » > (4)ر2 . 


(ه) إذا كانت 0 < » ء فإن الفئة (» ح (<)ره: 1 ع «] - .2 فتئة مغلقة فى # اثبت أن 


مرط لا -يط نا-2 
هى فئةَ من نقط الى عندها كر تكون غير متصلة . ومن ثم تكون الفئة لنقط عدم الاتصال 
لدالة هى الاتحاد لعائلة معدودة من فئات مغلقة . ( مثل هذه الفئة تسمى فئة 1 ( 
( و ) اعط امتداداً لهذه التعاريف و النتائج لدالة معرفة فى خلية مغلقة فى 8 . 


ألباب الرابع والعشرون - متتابعات دوال متصلة : 
توجد حالات عديدة الى فيها يحتاج شخص متتابعة الدوال المنتظمة . سنقدم فى هذا الباب 
نظريات مشوقة وهامة عن مثل هذه المتتابعات . سنستخدم نظرية 4+ - ١‏ فيا يل كثيراً جداً 
وتكون ننيجة رئيسية النظريات الباقية سوف لاتستعمل مرارآ » لكن يجب أن يعتاد القارىء 
على نصوصبها على الأقل . 


فى هذا الباب أهمية التقارب المنتظم ستصبح أوضح . نتذكر أنه يقال للمتعابعة (كر) لدوال 
ف فئة جزئية 2 من “22 إلى “*3 إنها تقتر ب بانتظام فى 2 إلى كر إذا كان لكل 0 < م يوجد 
(8)8 بحيث أنه إذا كانت (8/)8 < مو 2ع« ء فإن ع > ||(#) عر (*) بر ||. 
نتذكر من نظرية ( /ا١‏ - 4 ) أن هذا صميح إذا وإذا فقط 0 ح و || /ر - ,ر/ || عندما تكون 
(رر/ ) متتابعة محدودة . 


تبادل نهاية واتصال : 

نلاحظ أن الهاية لمتتابمة لدوال متصلة رما لاتكون متصلة . من السهل ملاحظة ذلك » 
لآنه إذا كانت لارج »م و مع +« ء نفرض #عد ح (*) يكر. قد رأينا فى مثال ا م 
(ب) ء أن المتتابعة (يركر ) تقر ب فى 7 إلى الدالة كر المعرفة بأنها 

1 >* >0 ,0<(*)ر 
2-1 ,1ع 

أى أنه » بالرغم من الميزة البسيطة للدوال المتصلة كر » فإن دألة الهاية ليست متصلة عند النقملة 
1 >-*. 

ومع أن امتداد عدم الاتصال الدالة الهائية ف المثال المعطى حالا ئيس كبير] جداً » فن 
الواضح أنه ممكن تركيب أمثلة أكثر تعقيداً والى ستنتج عدم اتصال أكثر امتداداً . ومن الممتع 
فحص ماما كيف بمكن أن يكون عدم الاتصال لنهاية متتايمة لدوال متصلة » و لكن هذا النحص 


1517 


سيأخذ بعيداً جداً من المازل إلى الحقل وبالإضانة إلى ذلك 0 من المهم » لتطبيقات أكثر » 
إيحاد شروط إضافية الى سوف تتضمن أن دالة الهاية «تصلة 


الآن ستثبت الحقيقة الحامة الى تقول إن التقارب المنتظم لمتتابعة دوال متصلة يكون كافياً 
لضمان اتصال | الدالة النهائية , 


١ - 4‏ نظرية . نفرص أن (يكر) ح / متتابعة لدوال متصلة نطاقها 2 فى 22# ومداها 
فى 226 ونفرض أن هذه المتتابعة تقتر ب بانتظام فى 8 إلى دألة كر , حينئذ تكون ث/ر متصلة فى 2 . 

البرهان . حيث أن (يكر) تتقارب بانتظام فى 2 إلى كر ء فبأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد 
طبيعى (3/)8/3 > 38 بحيث أن 3غ >|[() كرح (*)بو/ || لكل +« فى 2 . لتوضح أن 
متصلة عند نقطة © ى 2 » نلاحظ أن 

|إله)م - رم )بطر || |إ(ع)سظر - (ع)جزر|| + |إ(«)ر - (دء)ر|| > إاله), - (ع«)م (24.1) 

3 + ||(ه)س - («)مزر|| + 3ع ع 

بما أن بوكر متصلة» فيوجد عدد 0< (يوث/ ,6 ,8/3 )58-8 بحيث أنه إذاكانثت8 >||ه-« || 
و 262 فإن 8/3 > || )بوكر - (*)بور | |.( أنظر شكل غ؟ - ١‏ ). نذلك ء نجد لمثل عد 
8 > ||(©) كر (*) ير || . هذا يثبت الاتصال للدالة الهائية كر عند نقطة اختيارية © فى 2 . 

وهو المطلوب إثبائه 

تلاحظ أنه بالرغم من أن التقارب المنتظم للمتتابعة لدوال متصلة هو كاف لاتصال دالة الهاية 
فهو ليس ضرورياً . 

أى أنه إذا كانت (يكر) متتابعة لدوال متصلة متقاربة إلى دالة متصلة كر » فإنه لاينتج أن 
التقارب يكون منتظماً ( أنظر مرين 4؟ -1) . 
( برآ مه ) 


(00)برابه ) 


( شكل ؛؟5-١)‏ 
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كا رأينا فى نظرية ١9/‏ - 4 ء أن تقارباً منتظماً على فئة 2/ من متتابعة لدوال يعنى ضمنياً 
التقارب ف العمود المنتظم على 8 . ومن ثم يكون النظرية 74 - ١‏ الصيغة الآتية ‏ 

4؟ - 7 نظرية . إذااكانت (يك ) متتابعة لدوال فى (2)يم 80 بحيث أن0 حور || كر سر || 
فإن (80,)0ع] 


نظريات تقريب : 


يكون من المناسب لتطبيقات كثيرة أن ه نقرب » دوال متصلة بدوال ذات طبيعة أولية . 

مع أنه يوجد تعريفات ممقولة عديدة بحيث يمكن استماها جمل كلمة ه تقريبى » أكثر دقة » 

فإن أحد التعريفات الأكثر طبيعة وفى نفس الوقت الأكثر أهمية أن الدالة الصفرية عند كل نقطة 

من النطاق المعلوم سوف لاتختلف عن الدالة المعطاة بأكثر من اللملأ المحدد . يشار إلى هذا المعى 
أحياناً بأنه و التقريب المنتظم » وهو وثيق الارتباط بالتقارب المنتظم . 

نفرض أن كر دالة معطاة نطاقها ( كر )2 - 2 ومحتوية فى 87 ومداها فى *4 . نقول أن 
دالة عي هى تقر يب دالة كر بانتظام فى 2 إلى داخل 0 < ع إذا كان 
زطء دللة كل م >|(»)مر-ع)عا| 


أو ما يساوى نفس الثىء ٠‏ إذا كان 
ك (2 ع « : ||(م)] - (م«)ع الا مده ح درام - ونا 

هنا قد استخدمثا الممود الذى عرفناه فى معادلة ( 7ا١-ه‏ ) . نقول إن الدالة كر بمكن تقريما بانتظام 
فى 2 بدوال فى فصيلة © . إذا » كان يوجد لكل عدد 0 < ع دالة .ع فى 8 بحيث أن 
ع > و|أيم - مع | » أو » ما يكافئه » إذا كانت توجد متتادعة لدوال ى 4 محيث تقترب 
بانتظام فى 2 إل /ر . 

ع ؟ - م تعريف . دالة بم نطاقها “# ومداها فى 24 تسمى دالة خطوة إذا كانت تأخذ 
عدداً محدرداً فقط لقي مختلفة فى "12 ٠‏ كل قيمة غير صفرية أخذت فى فثرة فى 87 . 

مثال ذلك » إذا كانت 1 - يٍ ع م »ء فإن الدالة ع المعرفة بصر احة بأنها 


,2- ع 2 ,0 >(8)ع 
,0 >> :> 2- و21 
1 >« >0 3 
,3 > اع 1 5,20-ع 
3< ,0 حت 


فى دألة خطوة 


عق 


الآن سنوضح أن دالة متصنة نطاقها هو خلية مدمجة بمكن أن تقرب بانتظام بواسطة دوال 
خطوية . 

4؟ - 4 نظرية . نفرص أن كر دالة متصلة الى نطاقها 82 هو خلية مدمجة فى ”2 وقيمها 
تنتمى إلى 84 . حينئذ يمكن للدالة كر أن تقرب بانتظام فى 2 يواسطة دوال خطوية . 

البرهان . بقرضس 0 < ع معطاة ؛ بما أن ثر متصلة بانتظام ( نظرية #* - م ) فيوجد عدد 
0 < (ع)8 بحيث أنه إذا كانت بر ,« تنتمى إلى 2 و (8)8 > |إبر ‏ « || فإن 
> ]|| )رح رم / || . قسم النطاق 2 للدالة كر إلى خلايا غير متصلة بر( و... 415 
بحيث أنه إذا كانت بر و3 تنتمى إلى ع1 » فينتج ( 8)8 > |[ بر * || . ( كيف ؟ ) تفرف 
أن م*” أى نقطة تنتمى إلى الخلية 8 ,... ,1 - 6 و4 ونعرف (ي*) ثر - (*)يج عند 
1 © * * 0-(2).يم عند (2 مير . إذن من الواضح أن ع > ا« ر- ريع | 
عند 82ع* بحيث أن .يم تقريب الدالة كر بانتظام فى 2 إلى داخل م . ( أنظر شكل 
و-05). وهو المطلوب إثياته 

من الطبيعى أن نتوقع أن دالة متصلة بمكن أن تقرب بانتظام بدوال بسيطة الى تكون أيضاً 
متصلة ( مخلاف الدول الحخطوية ) . التبسيط » سوف يثبت النتيجة الآتية فقط فى الخالة الى فيها 
1 > و ح م بالرغ هن وجود عل مايظهر حالات عامة لإبعاد أعلى . 

نقول أن دالة م معرفة فى خلية مدمجة [6 ,4] حل من 82 بقيم قطعية فى 7 خطية إذا كان 
يوجد عدد محدود من نقط © حيث 8 ع ي© > .... > ج© > 0ه > ىم ع © وإعداد 
حقيقية مناظرة 8 و. . .و1 و0 و8 “4 بحيث أنه عندما تحقق + الملاقة ير© > * > 4_ير© 
تأخذ الدالة بم الصورة 

1 ...و1 ,0 دعا ع8 + يريم - (جاد)ع 

إذا كانت ع متصلة فى / » فإن الثوابت ع8 ويك حب أن تحقق بالطبع علاقات مميئة 


((0>)] ,وه ) 


( شكل 94 - ؟ - تقريب بدالة خطوة ) 


4 - ه نظرية . نفرض أن ثر دالة متصلة تطاقها هو خلية مديجة ل فى 22 . إذن الدالة كو 
يمكن أن تقرب بانتظام فى / بدوال خطية قطمية متصلة . 
البرهان ‏ كا سبق ء تكو نثر دالة متصلة بانتظام فق الفثة المدمجة / . لذلك » بأخذ 0 < ه » 
نقسم 13 ,4] - / إلى خلايا بإضافة نقط متوسطة # و... و1 ,0 - #6 ريرم حيث 
دي > ... > يه > ره > وه ح »ع بحيث أن (8)8 > ._عه - به . صل النقط 
[(,») “رءي»] بخط متكسر ء وعرف الدالة عم النائجة المتصلة القطعية الحطية . من الواضح 
أن يج تقرب ثر بانتغلام فى / داخل ع : 
وهو المطلوب إثباته 


تقريب بكشرات الحدود : 


الآن سنبرهن نتنيجة عبيقة أكثر فائدة وأكثر متعة مخصوص التقريب بواسطة كثيرة 
الحدود . نبرهن أولا نظرية تقريب فيراشتراس عند 1 ع ي سدم باستخدام كثيرات الحدود 
لعالم الرياضيات سرج برنشتين (8) 
8-4 تعريف . نفرض أن كر دالة نطاقها [1 ,0] -83 ومداها فى + . تعرف كثيرة 
الحدود النونية اقدالة كر لبرنشتين بأنها 
5 م 50 
. هخم( )(غذار يل - منعاءه -رم)ءه (24.2) 
هذه كثير أت الحدود لبرئشتين ليست مخيفة كا تبدو من أول غحة . 
القارىء الذى عنده بعض الخبرة بالاحتالات بحب أن يلاحظ توزيع ذات الحدين الكامن 
فى الفلفية . وحتى بدون مثل هذه الخيزة بمكن للقاريء ملاحظة أن القيمة ( كر:*)ير8 لكثيرة 
الحدود عند النقطة بد تحسب عن القيم (1) رو. .. و(2/8) /ر و(/1) /ر و(0) /ر بمعاملات 
ترجيح غير سالبة معيئة «ترد لخ( ) - ممه الى بمكن ملاحظة أنها صغيرة جداً علد ”' 
هذه القيم للمدد عم حيث // تكون بعيدة عن * . فى الحقيقة » الدالة مه ليست سالة عل 1 
وتأخذ قيمها المظمى عند النقطة «/2خ . و بالإضافة إلى ذلك » كا سترى أسفل » يكون حاصل 
الجمع لكل ” و... و0 > ع و(#)يري هو واحد صميح لكل * فى 3 . 
نتذكر أن نظرية ذات الحدين تؤكد أن 


() سرج نت . برنشتين ( ١408 - ١8٠‏ ) قام بإسهامات عميقة فى التحليل ٠‏ نظرية 
التفريب والاحيّالات ولد فى أودسا و كان أستاذاً فى ليننجراد وموسكو . 


5١ 


ع افا 01 مووي (24.3) 


يف 0 هى معامل ذات الحدين 
” 0( 
الطحماج ‏ (ع 


فحص مباشر نلاحظ أن 


50 جد 2 (24.4) 
د ا ) (24.5) 


الآن نفرض * > وو * 1 ح هق( 4؟ -# ) ء نحصل عل 
ا 2 
(-1)*(ع) ا -1 (24.6) 
بكتابة 1 مم بدلا من 8 » ثر بدلا من # فى ( 78 - ١‏ ) نحصل عل 
لمي 2-1 
)30 6 )1-2 
اضر ب هذه العلاقة الأخير ة فى + و استخدم المتطابقة ( 4؟ - ؛ ) لتحصل على 
0+1 ما وم أجل ”7 /21ئ1 
1-7 5 
الآن نفغرض ‏ 2-1+1 . ومن ثم 
“> "(ير - 1) » ١‏ -» 


أيضاً نلاحظ أن الحد المناظر إلى 0 > 2/ يمكن احعواؤه » لأنه يتلاشثى . ومن ثم يكون لدينا 


“رين 1)» ) تا ا 24.7 


حساب ممائل » معتمد على ( 4 - 5 ) بككتابة 2 8 بدلا من 8 و متطابقة ( #؟ - ه ) يعطيان 


* “ص خمزع )مم 2 00000 


ل أن 
5# .ومو هيم هم 
1" 


بضرب ( 4+ -5) فى 2< 2 7-84 )ق 2*2 - وجمعهمال ( 4؟ - م ) نحصل على 
“لخد )“م/م بق - )1/0 (24.9) 


بفحص تعريف 74 - 5 » يقول قانون ( 4؟ - 4 ) أن كثيرة الحدود النونية لبرنشتين 
للدالة الثابتة 1 ح (<)مثر تطابق وك . قانون ( غ79 ) أقول نفس الثىء للدالة »د (<)ر. 
قانون ( 74 - م ) يؤكد أن كثيرة الحدود النونية لير نشتين للدالة 2د ح (*) ور هى 
عد(م/1) + ةع (م/1 -1) - نز :8 
الى تتقارب بانتظام على #/ إلى يكر » سنيرهن الآن إنه إذا كانت كر أى دالة متصلة فى / 
إلى 8 » حينئذ يكون المتتابعة كثيرة الحدود لبر نشتين الخاصية بأنها تتقارب بانتظام فى 3 إلى ث/ر . 
هذا سيعطينا برهانا استدلاليا لنظرية التقريب لفيرشتراس سنحتاج لقانون 4-14 عند 
برهان هذه النظرية . 
4 - +* نظرية 'تقريب برفشتين . نفرض أن كر دالة متصلة فى 3 بقبم فى 22. حيلئذ المتتابعة 
لكثيرة الحدود برئشتين للدالة كر » الممرفة فى معادلة ( +؟ - 8 ) تتقارب بانتظام فى 5 إلى /ر . 
البرهان : بضر ب العادلة ( 4 ؟ - 5 ) فى (*)/ » نحصل على 
*-“رم-1) “تل )يق - مار 
لذلك » نحصل عل الملاقة 
ير خملا )ار -0) رق - مامه - (ن)1 
الى مها ينتج أن 
0# ده ) امير - مما 0 > ام).ه- مم 24.10 
الآن كر محدودة » مثلا بالمقدار 84 ء وهى أيضاً «تصلة بانتظام . لاحظ أنه إذا كانت / حيث 
أن #/ قريبةٍ من * » فإن الحد المناظر فى حاصل الجمع ( ٠١ - ٠7+‏ ) يكون صغيراً بسيبه 
اتصال ثر عند »د ء ومن جهة أخرى » إذا كانت #// بعيدة عن 3 ء فإن العامل المتضمن كر 


ممكن أن يقال فقط أنه أقل من 284 وأن أى صفر بحب أن يظهر من معاملات أخرى . لذلك » 


5 


يقودنا هذا إلى جمل ( 84 - ٠١‏ ) جزأين : قم / الى تجعل «|عة عد صغيراً » والى تجعل 
«إع 1 كييراً . 
نفرض أن 0 < ع ونفرض أن ( )8 هى كا فى تعريف الاتصال المنتظم للدالة كر . نجد أذه 
من المناسب أن مختار # كبيرة بحيث أن 
3ع/342 ,“ ((ع)8)! مده ع م (24.11) 
ونق.م )٠١-١4(‏ إلى حاصل جممين . حاصل الجمع اللأخوذ على جم حيث 
(ع)ة > 2414م > |م/» -<« | ينتج التقدير 
ع ع رد ل خد(ع) 0 0-7 “رم )خلأ 2 
حاصل الجمع الأخحوذ على م حيث 34م < [هسرط *لاء لى أن ء 
2م < 2(#/ع# ب د ) يمكن تقديره باستخدام القانون (4؟ - 4) لهذا الجزء من حاصل 
الجمع فى (74 - )٠١‏ محصل عل الحد الأعلى 
اذ ١م‏ لل -ع) ري 
(* -1) )م 243 - (+«-1) د 


تيا 


*- "زد -1) *(] )1/0 -») رق 235 > 
1/4 1 
سك > [1-0): - ]204/0 > 
لأن مي/51 (يعد 1)* ف الفترة ‏ . باستمادة التحديد ( غ؟ - ١١‏ ) للمدد م © نستنتج 
أن كلا هذين الجزأين من ( 4؟ - ٠١‏ ) محدودة من أعلى المقدار © . ومن ثم » باختيار # كا فى 
)١١-94(‏ نحصل علل 
28 > |(ع«)ءظ8 - («)م| 
مستقلة عن قيمة 6 .' هذا يوضح أن المتتابمة (م8) تتقارب بانتظام فى 3 إل ثر . 
وهو المطلوب إثباته 
كنتيجة مباشرة لنظرية برنشتين » محصل عل النتيجة الحامة الآنية . 
4 م نظرية تقريب فيرشتراس - بفرضص أن كر دالة متصلة فى فترة مدمجة من 82 وبقم 
فى 1# فإن ث/ر بمكن أن تكون مقر بة بانتظام بكثير ات الحدود 
البر هان . إذا كانت كر معرفة فى [5 ,4] » فإن الدالة بع المعرفة فى [1 ,10 - 7 بأنها 
لاع ,(4 +:(ه -ط6))] 2 ())ع 


5.1 


متصلة . ومن ثم م بمكن أن تكون مقربة بانتظام بكثير أت الحدود لبر فشتين و تغيير بسيط المتغير 
ينتج تقريب كثيرة الحدود للدالة / . 

قد أخّر نا التعمق فى تفاصيل نظرية برنشتين ( 74 - 7 ) لأنها تعطى طريقة بنائية لإيجاد 
متتابعة لكثير ات الحدود الى تتقارب بانتظام فى 7 إلى الدالة المتصلة المعطاة وبالإضافة إلى ذلك » 
تتميز طريقة برهان نظرية 4؟ -- + بمناقشات تحليلية كثيرة وهى مهمة لهو فهم مثل هذه المناقشات . 
معرفة أن دالة القيمة المطلقة يمكن تقريبها بانتظام فى فترة مدمجة بكثير ات الحدود . مع أنه من 
الممكن توضيم هذه الخحالة الخاصة مباشرة » الإثبات ليس بسيطاً كذلك . ولناقشة أكثر ماما 
للتقريب يرج القارىء إلى كتاب ([1626©) .185) المدون فى المراجع . 

4+ -(]أ)اعط مثالا لمتجابعة لدو ال متصلة والتى #تقارب إلى دالة متصلة لكنالتقارب إليها 
ليس منتظماً . 

:م - (ب) اعط مثالا لمتتابعة لدوال غير متصلة فى كل مكان ومحيث تقتر ب بانتظام إلى 
دالة متصلة .. 

4 - (ج ) اعط مثالا متتابعة لدوال متصلة الىتتقار ب فى فئة مدمجة إلى دالة لها عدد لانمائى 
من مواقع عدم الاتصال . 

٠4‏ - (د) بفرض (ير/ ) متتابعة لدوال متصلة فى 8 2 إلى “8 محيث أن (رركر) 
تعقارب بانتظام إلى كر فى 2 » و بفرض أن (,,:) متتابعة لمناصر ى 2 حيث تتقارب إلى 2 © * 
هل ينتج أن [(,) م ] تتقارب إلى (3) ث/ر . | 
4+ - (ه) اعتبر المتتابمات (يركر ) المعرفة ق (0 < : #ء + - 22 إلى #2 بالقوائين 

١ 2 --‏ 
4 5م (ب) 1 (ج) #جم 

ين 1# 5 إن 
1 (ه) عير (د) كم 
ناقش التقارب والتقارب المنتظم لذه المتتابمات و اتصال نهايات الدوال . فى حالة كون التقارب 
ليس منتظياً ى 2 » اعتير فتر ات مناسبة فى 8 . 

- (م) بفرض أن (يكر) متتابعة فى “ب 2 إلى “2 والىتتقارب فى 2 إلى /ر . 
وبفرض أن كل يكر متصلة عند © وأن المتتابعة تتقارب بانتظام فى جوار 7 للعنصر © . 

أئيت أن ل متصلة عند © . 
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4 - (ز ) بفرض أن (ب ) متتابعة لدوال متصلة فى “2 2 إلى #2 ومتناقصة باطراد 

بمعى أنه إذا كانت 82ع* » فإن 

2 (ع«)دب1 2 («)ازر د 2٠٠١‏ («)م < )رز 
إذا كانت 0 -(م)ي/ر ) حصنا لقيمة ع6 » 0 < 8 » وضح أنه يوجد 17» م وجوار 27 
للمنصر © بحيث أنه إذا كانت + < # » طمناعءع »فإنع > (جاررر. 

4 - (ح) استخدم الّرين السابق لير هنة النتيجة الآتية لأليس ديى(ه). إذا كانت (ير/ ) 
متتابعة «طر دة لدو ال متصلة و الى تتقارب عند كل نقعلة لفئة مدمحة 5 فى "1 إلى دالة «نتصلة /ر 
فى كد » فإن التقارب يكون منتظماً فى 5 . 

4 - (ط) وضح » مثال » أن نظرية ديى تفشل إذا حذفنا من الفرض أء٠‏ أن ع/ مدمجة 
أو أن كر متصلة . 

74 - (ى) أثبت النظرية الآتية لجورج بوليا(»») إذا كانت الدالة ركرفى 3 إلى © متزايدة 
بإطراد لكل #620 وإذا كانت [(*)يكر] تطفا ح (:«) كر متصلة فى 5 ٠‏ فإن التقارب 
يكون منتظماً فى 5 . ( لاحظ عدم فرضص كون بر متصلة ) . 

4 - (ك4) إذا كانت (بر/ر ) متتابعة لدوال متصلة فى “8 22 إلى "#8 وبفرضص 
[(*)بكر] ههلا ح (<) #رعند مع« . أثبت أن /ر متصلة عند نقطة 2172© إذا وإذا فتط 
لكل 0 < ع يوجد 1 > :م وجوار 17 النقطة © حيث أنه إذا كانت تآم2ء* فإن 
8 > | 9 كرح رتور || . 

4؟ - (ل) بفرض أن © ح #8:م متصلة بانتظام ى 8 وعند لازع م © وبفرض 
(«/1ا+ع)] - («)يم عند #ع+ . أثبت أن (ير) تتقارب بانتظام فى © إلى ثر . 

14 - (م) إذا كانت 2 ح (#)ير عند 8 >* ء ع من الكبر يجب 'أن تكون ‏ 
حيث أن كثيرة الحدود النونية لير نشتين ير للدالة ور تحقق 1/1000 ك | (*)ي,,ه--(#) ير 
لكل عع ؟. 

4 - (ن) إذا كانت 3مدح (مر)ور عند © دء احسدب كثير ة الحدود النونية لبر نشتين 
للدالة ور . وضح باشرة أن هذه المتتابعة لكثير ات الحدود تقر ب بانتظام إلى كرفق1. 

4 -- (س) فاضل معادلة ( 4 -8 ) مرة واحدة بالنسية إلى * و بالتعويض *« حت و 
* سح 1 ح ع اشتقاقاً آخر لدالة ( 4؟ - نا ) . 


(*) أليس ديى (ه184 -1518) تعلم ودرس فى بيزا . وقام بأحاث فى الحندسة و التحليل 
و خاصة متسلسلة فور ييه ٠.‏ 


(عء) جورج بوليا (/91841- ) ولد ق بودابست ودرس ف زيورخ وستاتفورد 
هو مشهور بعمله ف التحليل المركب » الاحّالات » نظرية المدد ونظرية الاستدلال , 


مذ 


4 - (ع) فاضل معادلة ( 54 - 6م) مرتين بالنسبة إلى ى لتعطى اشتقاقاً آخر 
لمعادلة ( 54 -م) . 

٠4‏ - (ف) (أ) بفرض / فثرة مدمجة فى # » وبفقرض أن 861.637 . أرمم 
شكلا تخطيطياً للدالة 8 ح 3 :ب المعرفة بأنها ( + ج+ |ء - )!+ ه -(2)م , 

(ب) ائبت أن كل دالة خطية قطعية متصلة يمكن كتابتها كحاصل جمع عدد محدود من 
درال .© ....,.» فى الصودة اللمعطاة فى جزء (أ) . 

(ج ) بفرض أن ء فى أى فتوة مدمجة ء دالة القيمة المطلقة | * | ب (<)4 هى اللهاية 
المنتظمة لمتتابعة كثير ات الحدود فى + » استخدم الملاحظة فى جزء (ب) لإعطاء برهاناً آخر لنظرية 
تقريب : فير شتراس ( ترجع هذه الطريقة من البرهان إلى لبسيج ) . 

؛؟ - (ص) أثبت أن الدوال *م <+ + فى 8 ليست اية منتظمة فى # لمتتابعة كثير ات 
الحدود . ومن ثم ربما تفشل نظرية تقريب فيرشتر اس لفترات لانهائية . 

هم - (ق) أثبت أن نظرية تقريب فير شتر اس تفشل لفثر ات مفتوحة محدودة . 


الباب الخامس والعشرون ‏ نهايات دوال : 
مع أنه من غير الممكن إعطاء تعريف قي © فإن حقل « التحليل الرياضى ه يفهم فى الحالة 
العامة بأنه جسم الرياضيات الذى فيه يصنم استخدام مرتب من تصورات مختلفة نجائية إذا كان 
هذا نصاً مضبوطاً معقولا » فر بما يبدو شاذ للقارىء أننا انتظر نا هذا الكثير قبل إدخال باب يعالج 
اللهايات . توجد أسباب كثير ة هذا التأخير » السبب الرئيسى هو أن التحليل الأولى يعااج أنواعاً 
محتلفة متعددة من عمليات الباية 5 
قد ناقشنا من قبل التقارب لمتتابعات والباية المذكورة ضمنا فى دراسة الاتصال . 


سوف نقدم فى الفصول القادمة » العمليات النهائية المرتبطة بالمشتقة والتكامل . مع أن جميع 
هذه التصورات للباية حالات خاصة من تصور عام أكثر عمومية ء فالتصور العام يكون نوعاً 
ما ذات صفة تجريدية : ولمذا السبب » نفضل أن نقدم وئناقش التصورات منفصلة » بدلا من أن 
تكون الفكرة العامة عن النهايات وبمد ذلك تستنتج الحالات الخاصة ., 
و بمجرد تفهم الحالات الخاصة جيداً نحد أنه ليس صعباً استيعاب المفهوم التجريدى . ولعرض 
ممتاز لهذه الهاية المجردة ء أنظر_المقال العرغى من كتاب ١‏ . ج . مشان المدون بالمراجع . 


فى هذا ألباب ستكون مختصين بالهاية لدالة عند نقطة و بعض امتدادات يسيطة هذه الفكرة . 
هذه الفكرة درست غالياً قبل الاتصال وق الحقيقة » التعريف الفعلى لدالة متصلة أحياناً يعبر عنه 
بدلالة هذه الباية بدلا من استخدام التعريف المعطى فى باب.٠7‏ . أحد الأسباب لاختيارنا دراسة 
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الاتصال منفصلا عن دراسة اللهاية هو أننا سوف نقدم تعريفين مختلفين قليلا الهاي لدالة عند نقطة. 
بما أن كلا التعريقين يستعملان يكثرة » فستقدم كليهما ونحاول أن نريط كلا مهما للآخر . 


إذا ل يكن هناك إشارة خاصة للمكس » سنفترضى أن ثر هى دالة نطاقها 2 محتوى فى ”2 وقيمها 
ف 125 وستعتير الخاصية الأبائية للدالة كر عند نقطة تجميع © من 2 . لذاك .ء تحتوى كل جوار 
للنقطة م نقطلاً كثيرة عددها لانبهائ من 2 . 


© تعريف . (1) يقال لمنصر 68 من “32 إنه النباية المحذوفة للدالة حر عند النقطة‎ ١ - ٠ 
إذا كان يوجد لكل جوار 7 المنصر 8 جوار 0 للنقطة © بحيث أنه إذا كانت * تنتمى إلى‎ 
و 576012 » فإن (*) ثر تنتمى إلى 1 . فى هذه الحالة نكتب‎ «#6 ©, 

سنادة آى /سنا-م (25.1) 


() يقال لمنصر 8 من 224 إنه الأباية غير المحذوفة من الدالة كر عند النقطة © إذا كان 
يوجد جوار 7 للنقطة 8 جوار 17 للنقطة © بحيث أنه إذا كانت <« تنتمى إلى 57082 » فإن 

(*) ل تنتمى إلى 37 . ى هذه المالة نكتب 
(*) م سناعدة أو / نادم (25.2) 


من المهم ملاحظة أن الفرق بين هذين المفهومين يتمركز فيما إذا كانت ستعتبر القيمة (©) و 
عند وجودها » أملا . لاحظ أيضاً الاختلاف التصورى الدقيق نوعاً ما الذى قد قدمئاء فى 
معادلى ( ه؟- »)١‏ (٠؟-؟),‏ ويجب التأكد من أن معظم المزلفين يقدمون فقط أحد 
هذه المدلولات » وق هذه الحالة يشير ون إلبا فقط بأنها « الْباية » ويستخدمون عامة الرمز فى 
( 5؟ - )١‏ مما أن الهاية الحذوفة هى الأكثر اشتهاراً ء فقد اشمّر نا الاحعفاظ بالرمز التقليدى 
عند الإشارة إليها . 


أثبعنا حالى الانفراد لكل نباية » إن وجدت » سنكتى بالنص الآقى : 
7-6 مقر ض ٠.‏ (1) إذا كانت كل من اللهايتين “ري قطئا ع كر مصسنآ مو جودة 
فإنها تكون محددة وحيدة . 
(ب) إذا كانت النهاية غير امحذوفة موجودة » فنوجد الهاي امحذوفة ويكون 
] سنآ ع رصنا 
(ج ) إذا كانت © لاتنتمى إلى النطاق 2 قدالة كر » فإن الباية امحذوفة تكون موجودة 
إذا وإذاً فقط كانت الباية غير المحذوفة موجودة . 
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جزء (ب) من المفترض المنصوص حالا يوضح أن مفهوم الباية غير امحذوفة يكون بنرع 
ما أكثر تعقيداً من مفهوم اللهايات المحذوفة . يوضح جزء (ج ) أنهما بمكن أن يكونا مختلفين 
فقط فى الحالة الى فبا © تنتمى إلى (2 . لإعطاء مثالا فيه هذان المفهومان مختلفان » اعتير الدالة كر 
فى 2# إل 8 ومعرفة يأنها 


,0 مو عر ,0 >(2)ر 
0 ع ير 1ع 


)25.3( 


إذا كانت 0 - م » فإن الباية النحذوفة الدالة رعند 0 ج © موجودة وتساوى صفراً » بِيما 
لاتوجد الباية غير المحذوفة . 

الآن نقرر بعض شروط كافية وضرورية لوجود البايات » تاركين برهاها للقارىء 
جب التأكيد بأنه فى جزء (ج) لكلتا النتيجتين تشير الهاية إلى الهاية للمتتتابعة الى نوقشت 
فى باب 14 . 

6 # نظرية . النصوص الآتية » المتعلقة بالّبايات المحذوفة ء متكافئة . 

١(‏ ) اللهاية المحذوفة “رم لققذآ ح م موجودة 

(ب) إذا كانت 0< ع فإنه يوجد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 2ع ٠»‏ 
5 >||]» - +« ]| > 0 » فإنع> || 6- (*) /||. 

( ج) إذا كانت (يم*) أى متتابعة فى 2 محيث أن ع كدير » (ىر*«) حلفا حدم فإن 
[(,*) “ر] تسنا ح 6 . ش 

ه- 4 نظرية . النصوص الآئية » المتعلقة بالنهايات غير المحذوفة » متكافئة 

. الهاية غير المحذوفة توجد أى لريددفآ ع8‎ )١( 

(ب) إذا كانت 0 < ع ٠‏ فإنه يوجد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 72عيعر » 
5 > إ|إء -« ] فإن ع > [إة- «*) /|| . 

(ج) إذا كانت (ي*) أى متتابمة فى 2 محيث أن (ي<*) لهذا ع م فنجد أن 
[ل» رع سنا د مق , 

النتيجة الآثية تنتج علاقة بناءة بين هاتين الهايتين و الاتصال للدالة “عند © . 


٠ج‏ - ه نظرية . إذا كانت © نقطة تجميع منتمية إلى النطاق 2 من الدالة كر ء فإن 


5.5 


© الدالة كر متصلة عند‎ )١( 

(ب) النهاية الحذوفة كر تق[ موجودة وتساوى (©) /ر 

. ج) الهاية غير النذوفة كر دداءآ موجودة‎ ١ 

البرهان . إذا للت ( أ) قائمة ء كانت 7 جوار للدالة (0) ك“رء فإنه يوجد جوار 127 
للنقطة 6 محيث أنه إذا كانت * تنتمى إلى جرم تع » فإن (*) /ر تنتمى إلى 7 . هذا يدل 
بوضوح عل أن 1.1317 تكون موجودة عند © وتساوى (0) كر بالمثل » (*) كر تنتمى إلى 
“ا لكل ع *د حيث (701آ1ج* فى هذه الخالة توجد تباية كر وتساوى (6) /ر . 
بالمكس » قد لاحظنا حالا أن النصين (ب) » ( ج) يدلان على (]) . 

إذا كانت ث/ر » م دالتين هما نمايتان محذوفتان ( نسبياً غير محذوفتين ) عند نقطة تجميم © 
من (ع)2م(م)2 -(ع+م)7 » فإن حاصل جمعهما مم + ث/ر له نهاية محذرفة 


( نسبياً غير محذوفة ) عند النقطة © ويكون 
رع مستا+ ع حصنا - رع + ر) حصنا 


9 صرنة + ] طننة - (ع +/) صنة عل الترتيب ( 


انتج مشاءبة نظل قائمة 1لمجموعات جبرية أخرى من دوال ع كا يلاحظ بسبولة . 
النتيجة الآنية » المتعلقة » بتركيب دالتين © أعمق بسيطاً وموضم فيه اللهاية غير المحذونة 
تكون أبسط من الهاية المحذوفة . 


5-6 نظرية ٠‏ نفرض أى الدالة ير لها نطاق ( “)2 فى ”+3 ومدى فى 26 وأن مي 
لها نطاق (2)8 فى 4ج ومدى فى 0ج . نفرض أن /"ج هى تحصيل الدالتين به » ر ونفرض 
أن 6 هى نقملة تجميع النطاق (#كع)م2 5 

)١(‏ إذا كانت كلتا النهايتين ا محذوفتين “رى لتقلا ح ٠‏ . م ىتتنفا - © موجودتان 
وإذا كانت إما م متصلة عند م أو 8 6 (<)ثم عند * فى جوار النقطة © ء فإن الجاية المحذوفة 
المحصلة /" بم تكون موجودة عند النقطة © وأنثم* م حصثا - عه 5 

لب إذا كانت كلتا البايتين غير اذو فتين كر م3قأمآ حم م 12امآ > ن مو جودتان 
فإن الباية غير المحذوفة المحصلة #*ع تكون موجودة عند © ويكون 

8*7 سنا - ه 

البرهان . (أ) نفرضص أن /58 هى جوار الهاية © فى “+ » بما أن يم تفط -ث عند 8 »فيوجد 

جوار 7[ الباية 5 حيث أنه إذا كانت عر تنتمى إلى (ع)2 6/0 » عوبر فإن 187 ء (8)8 


1 


مما أن كر حطلا ح ثم عند © ٠»‏ فيوجد جوار 7 للنقطة © يحيث أنه إذا كانت *« تنتمى 
إلى )02ت ع عنيرير ء فإن للا ع(جم . ومن ثم © إذا كانت * تنتمى إلى 
الفثة الصغرى الممكنة (/ه٠ع)‏ 6017 [] » ع ##ع ء فإن (عج)2 صمثلاءع(*)/ . إذا كانت 
عد («)] فى جوار ما ع/] من © » فينتج أنه عند ع عور فى (رهدع)2 2( (ثاننآ) 
فإن /لآ ع (2()85/هم) ء أى أن 4 هى الذهاية المحذوفة المجموعة كر"ع عند © . إذا كانت م 
متصلة عند 8 » فإن لآ ع(+*)(802) عند »اق (]/ه٠ع60182)8[]‏ وحيث ع#*«< . 


لبر هنة جزء (ب) » نلاحظ أن الاستثناءات الى أجريت فى برهان جزء ( أ) ليست 
ضرورية . ومن ثم إذا كانت * تنتمى إل (/٠ع)‏ 682 تن ء فإِن (ع)2ملاع(»*)/ 
ويكون تبعاً لذلك ٠»‏ /85/()*(618) 


الاستنتاج فى جزء ( أ ) للنظرية السابقة ر بما يفشل إذا أسقطنا الشرط المذكور وهو أن بم 
متصلة عند 8 أو أن ( 4د (»«)م فى جوار النقطة © لبرهنة هذه الملاحظة ٠‏ تفرض أن كر 
هى الدالة فى 4 إلى 8 المعرفة . بالصيغة ( 8-16 ) وبفرض أن مرح يم . 0 عم فإن 
"ع تعطى ٠ن‏ 
0ع ,1 («)تردع) 
0 دير ,0- 


فضلا عن ذلك » نجد أن 0 > (2)/ مسمطة ٠‏ 0-(1)غ مظاك[ حيث من الواضح 
أن 1>-(»*)(مردع) .مدنا ( لاحظ أن البايتين المحذوفتين لحذه الدوال غير موجودتين ) . 


نهايات أعلى عند نقطة : 


فى الباق من هذا الباب المالى » ستمعير الخحالة عند 1 > ي . أى أن ث/ر هى دالة نطاتها 2 
فى ”2 وقيمها فى 42 والنقطة © فى "82 هى نقطة تجميم للنطاق 2 . مينعرف الهاية الأعللى 
أو الخحد الحلوى للدالة كر عند النقطة © . مرة ثانية » توجد إمكانيتان تمتمدان على اعتبار 
اما جير ات محنوفة أو جيرات غير محذوفة وسوف نناقش كلنا الإمكانيتين . من الواضح 
أنه مكننا تعريف الهاية الأدى بطريقة مشابهة . يلاحظ شىء واحد هنا هو أنه » مع أن" 
وجود الهاية ى © ( محذوفة أو غير محذوفة ) هو مسألة دقيقة نسبياً » فإن للبايات الأعلى 


الى تعرف فاعلية أنه إذا كانت كر محدودة » فإن وجودها مضمون . 


الأفكار فى هذا الحزء توازى المدلول لاباية الأعل للمتتابعة فى "2 والذى قدم فى باب 
4 لكن » سوف لا نفتر ض معرفتنا بالذى قد تم هناك ء باستثناء بعض القارين . 


"١ 


9-6 تعريف . نفرض أن ثر محدودة فى جوار النقطة © . إذا كانت 0 < م ٠‏ 
نعمرف (0)7 » (8)2© بالتعاريف 


(طيوعءدى > اه - عد || >> 0: («)ر) مدو )ب )22 

(8ع »ىم >|اء -:|: (*«)رم) مده ع (م)؟ة لع 

ومع (0<؟: (م)م) عمد رز مسوصنا 0( 
(0< :(8)0) كدح ز منمسنآ 0( 

هذه الكليات تسمى الهاية الأعل المحذوفة ٠»‏ والباية الأعلى غير اللحذوفة للدالة كر علد م » 


على الثر تيب . 
ما أن هذه الككيات قد عرفت مثل الأدنى للصورة تحت الدالة كر لحوار متناقص دائماً 
النقطة © » فن المحتمل عدم وضوح ألهم يستحقون المصطلحات « نهاية أعلى » المفترض 
الآى يدل على تبرير للاصطلاحات . 


ه؟ - م مفترض . إذا كانت © ,© معرقة كأعل » فإن 


,() بهذا - رز مسد دنا (2) 
(5)7 اسل د مزلاة لامآ )م 


البرهان . نلاحظ أنه إذا كانت ى > "م > 0 »ء فإن 
(5)م > (7)م ع [] مداد دنا 


فضلا عن ذلك ٠‏ نجد من ه« - لا ( بس ) ء أنه إذا كانت 0 < 6 فيوجد 0 < يم 


1 حيث أن 
م+/ منوصننا > ز)ي 
وإذن » إذا كانت م تحقق يم > م > 0ء. نحصل عل م>[|/.يصنة تسلا (م)م| > 
التى تعبت (1) . سيحذف برهان جزء (ب) لأنه مشابه وهو المطلوب اثباته 
ه؟- ومفترض . (أ) إذا كانت /..,مداة دوذا< 84 ء فيوجد جوار /] النقطة © 
حيث أن 


أل > (*) و عند لآ120عبرعون 
(ب) إذا كانت “رءسبصدة مذآ< 14 » فيوجد جوار 7 النقطة © محيث أن 


4 > (*) كر عند 617 (12ع 
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البرهان . ( ] ) من ه؟ - +7 ( ج) » نجد أن 4ق > (0)2(:7<0] تلت . ومن ثم يوجد عدد 
حقيق 0 < وم حيث أن 4ق > (,م)ت . وإذن يمكننا أخذ (>مإ|إه - #«| : ”2 » :)> ] 
برهان آخر الحزء (ب) يكون مشابهاً . وهو المطلوب إثباته 
وله ومقترض . نفرضس أن كر ء ع دالتين محدودتين فى جوار النقطة © ونفرض 
أن © هى نقطة تجميع النطاق (ع +/)72 , فيكون 
 )1(‏ ممبوستا+م متك سناع زو+م) مموستا 
)ب م ونامستا + [ مدصنا ع رع 0 مناه تسنآ 
البر هان . من الملاقة 
(ه » ع : (باع) مده + زه ء : : («)/) صيذة ك [ه ء ع : («)ع + (7)2) ملاو 
نجد أنه من الواضح » باستخدام الرمز كنا فى تعريف و+-؟7 ءأن 
(©)يب + (7)رب ع (1)ع+رب 
الآن نستخدم مفترض وم ام ونجمل 0 + م فتحصل على برهان ( [) . 
وهو المطلوب إثباته 
ستو جد نتائج مختصة مجموعات جبرية أخرى ف مرين واف 
مع أنه سوف لا نجد فرصة لعتبعم هذه الأشياه » فى بعض قطاعات التحليل فن المفيد 
أن يكون لديئا التعميم الآق لمفهوم الاتصال . 
١١ - 8‏ تعريف . يقال لدالة كر فى 2 إلى 2# أنبا نصف متصلة من أعل عند نقطة 
© فى 2 فى حالة 
] صن سنا ع رء)ر (25.4) 
يقال أنها تكون أصف معصلة من أعلل فى 2 إذا كانت نصف متصلة من أعل عند كل 
نقعلة من النطاق 2 . 
بدلا من تعريف نصف الاتصال العلوى بواسطة معادلة ( ه# - 4 ) بمكئنا أن نحتاج 
الشرط المكاقء والأقل شياكة الآق 
1 متاك دملا < )1 (25.5) 
يقترح أحد مفاتيج الأهمية والمتفعة للدوال نصف الختصلة من أعل بالمفتر ص الآق » الذى 
يمكن مقارنته بنظرية الاتصال الكروى .1١ - 7١‏ 


يدن 


1١-6‏ مفترض . نفرضن أن ثر دالة نصف متصلة من أعلى بنطاق 2 فى الفراغ 
"22 ونفرض أن 2/ عدد. حقيق اختيارى . حينئذ يوجد فثة مفتوحة © وفئة مغلقة ا بحيث أن 
(غ < )12:7 > ع«!ء طملآ ,ل( >(*)/]: 7ع« - 2 20 © (256) 
البرهان . نفرض أن © هى نقطة فى 2 محيث أن / > (6) / . يوجد حسب تعريف 
١١ - ١٠‏ ومفترض 4-١6‏ (ب) ء جوار (706] للنقطة © بحيث أن ع > (<) / لحميع 
* فى ()2826017 . يمكننا » بدون فقد التعميم » اختيار (7)6 محيث تكون جواراً 
مفتوحاً » يوضم 
(ع»2: )11لا - © 
نحصل عل فئة مفتوحة بالخاصة المنصوصة ى( «٠‏ - 5 ) . إذا كانت 7 متممة © »+ 
فإن م تكون مغلقة فى "324 وتحقق الشرط المنصوص عليه وهو المطلوب إثباته 
من الممكن » باستخدام المفترض المبرهن حالياً ٠‏ ( ثمرين ه«* - م ) توضيح 
أنه إذا كانت 2 فئة جزئية مدمجة من "80 وكانت ألدالةر نصف متصلة من أعل فى © 
فإن كر تكون محدودة من أعلى فى 42 وتوجد نقطة فى ك4 حيث كر تصل إلى النباية الأعلى 
لها . أى أن الدوال نصف المتصلة العليا فى فئات مدمجة لحا بعضى الحواص الى أثبتناها 
للدوال المتصلة » حتى بالرغم من أن دالة نصف متصلة هن أعلى بمكن أن يكون لها نقط 
عدم اتصال . 
سيجد القارىء أنه من الممكن امتداد التصور لباية أعلى عند نقطة إلى الحالة الى فببا 
تكون الدألة ليست محدودة وذلك باستخدام أفكار موجودة على طول السطور الممطاة فى نهاية 


باب ١8‏ - بالمثل 

بمكن تعريف الماية الآعل عندما م ل < * . هذه الأفكار مفيدة » لكن سنتركها 
كمار ين 
تمرينات : 

٠‏ - ( أ) ناقش و جود كلمن اذبايات المحذوفة وغير المحذوفة الدو ال الآتية عند النقطة 0 ح هر 


)0( اعا- »)1 (ب) ‏ ممع« 1/5 ءغ»«)م 
(ب) 0ذوع ,(*/1) صلة ع > («)ق (د)0بك« 2 .,(</1) مو (ج)ر 
0 7 1 0 ,0 
)2 اع وماق * - مز )2 0 0-17 
هم - (ب) اثبت ٠فترض‏ 96س ؟م 


٠‏ - (ج) إذا كانت ثر تدل على الدالة المعرفة فى معادلة (6؟ - 6) وضح أن الهاية 
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امحذوفة عند 0 - <* تساوى صفراً وأن الهاية غير المحذوفة عند 0 -- < غير موجودة . ناقش 
وجوه غاتين البايفين السسطلة را عر . 
ه- (د) اثبت مفترض 0+6 - ع . 


6 -(ه)وضح أن النصوص ها -ه ( ب)» 06- ه(ج) تذل عينص 76 - اه 
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ه؟-(و) وضح أنه إذا كانت راع م لما هايات محذوقة عند نقطة تجميعم © من 
القيمة (ج)082(م)2 » فإن حاصل جمعم م8+/] له باية محذوفة عند © وأنه 


م مستا+ ر مرنا - رع + /) دنا 


تحت لفس الغرض ء يكون حاصل الضرب النقطى ( الداخلى ) بي .ثر له مباية محذوفة عند 


© وأن 
(ه فجنة) ٠‏ (ردظ) -رع ١‏ ,) مين 


© -(ز) نفرض أن ث/ معرفة فى فئة جزئية (كر)2 للفراغ 8 إلى “8 . إذا كانت‎ ٠ 
أى نقطة تجميع من الفعة  (<ء,()2 ج«: 8ع - 21/0 وإذا كانت ور هى‎ 
» تقييد كر إلى ”1 » فنعر ف النباية انحذوفة اليمى للدالة كر عند النقطة © بأن تكون كر تلا‎ 
طالما كانت هذه الباية موجودة . أحياناً يرمز لمذه الهاية بالرمز كر م فطق أو بالرمر‎ 
للباية المحذوفة اليمى ( تعريف مشابه‎ 9 - ٠٠ (06+0م2 . صم وكون ننيجة مائلة لنظرية‎ 
. ) يمكن إعطاره للهاية غير المحذوفة الى وكلى نهايى الطرف الأيسر عند م‎ 

2 -(ح) بفرض ثر معرفة فى (0 < *«: 2 جح +« ح 2 إلى 8 . نقول إن عدد‎ ٠ 
هو الباية للدالة مر عند مه -+4 إذا كان يوجد لكل 0 < ع عدد حقيق (72)8 محيث أنه‎ 
إذا كانت (8): < *«د» فإن ع > |2 - (*«) | . فى هذه الحالة نكتب ر سدميضئا - بآ‎ 
, م لهذه المباية و برهن عليها‎ - ٠ اكتب فى صورة قانون نتيجة مماثلة لنظرية‎ 

ه* - (ط) إذا كانت كر معرفة فى فثئة (بر)2 فى © إلى # وإذا كانت © نقلة 
تجميع من (/ر) 2 فنقول إن مه + ح (<«) كرعند » مح« أو إن 

ممه - / يوق 
فى حالة وجود» لكل عدد موجب 84 جوار /8 للنقطة © حيث أنه إذا كانت » #ور ,(2)7 ل ناء ب 
فإن 24 < (*) كر . صغ و برهن نتيجة ماثلة لنظرية ه؟ - م هذه الهاية . 
ه-(ى)ف ضوء ثمريى 5« ساح » هم سا ط » اعط تعريفاً المقصود بالتعبير ين 


در يونا ,م ع صقل 
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ه؟-(ك) كون مفترض هم - م للباية الأعلى غير المحذوفة . اعط البرهان لمفتر ض 
ه ١‏ -ور(ب). 

ه-(ل) عرف ماذا يقصد بالآق 1 > ؤم_بصنة سلا © - رمب_كصتصطا , 

٠؟‏ - (م) وضح أنه إذا كانت كردالة نصف متصلة من أعلى فى فئة جزئية مدمجة ع » للفراع 
"8 بقيم فى #اء فإن كر محدودة من أعلى وتصل إلى الهاية الأعلى الخاصة بها فى ك/ . 

١‏ - (ن ) وضح أن دالة نصف متصلة من أعلى فى فثئة مدمجة رربما لاتكون محدودة من 
أسفل ور بما لا تصل إلى اللهاية الآدنى الخاصة بها . 

٠‏ - (س) وضح أنه إذا كانت 4 فئة جزئية مفتوحة من ”8 وإذا كانت ث/ر معرفة فى 
"8 إلى © بأنها 1 > («) /ر عند عع ٠‏ 0-(*)كر عند جرعي ء فإن كر هى دالة 
نصف متصلة من أسفل . إذا كانت 4 فئة جزئية مغلقة فى “#2 » وضح أن كر هى نصف 


«تصلة من أعلى . 
6 -(ع)اعط مثالا لدالة نصف متصلة من أعلى وال لا عدد لا نهانٌ من نقط عدم 
الاتصال . 


6 - (ف) هل صميح أن دالة فى 8 إلى © تكون متصلة عند نقطة إذا وإذا فقعذ كانت 
نصف متصلة من أعللى ومن أسفل عند هذه النقطة ؟ : 

ه؟- (ص) إذا كانت (ي/) متتابمة محدودة لدوال متصلة ق “2 إى 2 وإذا كانت 
*ثر معرفة فى 8*7 بأنها إل :(),/) مده - (0)*/ عند "عع اع فهل يح أن */ 
تكون نصف متصلة من أعلى فى 8 6 

ه؟-(3ة)إذا كانت (/) متتابعة محدودة لدوال متصلة فى *2 إلى © وإذا كانت ي/ر 
معرفة ى 327 بأنها للاع : : (ع«ا]]) كماع (عراي عند "© ع جرااء فهل صميح أن وك تكون 
نصف متصلة من أعلى فى ”8 ؟ 

6- (ر) نفرض أن كر معرفة فى فثة جزئية 2 من #0686 ويقم فى 80. 
نفرض أن (4,6) نقطة تجميع فى 2 . مثل تعريف ١4‏ - 4اء عرف ألهاية المزدوجة 
والنبايتين المكررتين للدالة كر عند (6,5) . وضح أن وجود الهايات المزدوجة والمكررة 
يدل على تساوها . وضح أن الهاية المزدوجة يمكن وجودها بدون وجود أى نهاية مكررة وأن 
كلتا البايتين المكررتين بمكن و جودها متساويتين يدون وجود آلهاية المزدوجة . 

ه؟ - (ش) نفرض أن كرحى مثل الذرين السابق . مثل تعريقى لا( - 4+ 6 18 آلمء 
عرف ماذا نقصد بقولنا أن 


(< ,)/ يسنا - (ج)ع 


للف 


بانتظام عند رز فى فثة . صغ و برهن نتيجة مائلة لنظرية 1 - ٠١‏ . 

- (ت) نفرضص أن كر كا فى تعريف 0 - ١‏ ونفرضن أن الباية امحذوفة عند © 
موجودة وأنه لعنصر ما 4 فى *"*8# .» 0 < ” المتباينة # > || 4 - (*) كر || تظل قائمة 
فى جوار ٠١‏ للنقطة © . اثبت أن م > الم -ئ مصتللا هى نفس الاستنتاج يظل 
قائما للباية غير محذوفة ؟ : 

ه؟ - (ث ) افحص نصف الاتصال الأعلى والأسفل الدوال فى جزئ ( ز ) » (ح ) 
ثال لل يي 1 5 

ه؟-(غ) إذا كانت 1<( 6ل ,0] تر متصلة فى( 6ه -06]0,1 > (2)2 مميتكلا . 
اثبت أن كر متصلة بانتظام فى ( مه + ,0] 


الباب السادس والعشمرون ‏ بعض نتائج ابعد : 
سنقدم بعض نظريات فى هذا الباب والتى سوف لا تستخدم فيا بعد فى هذا الكتاب » 
لكنبا غالباً مفيدة فى التوبولوجى والتحليل . 
النتانيج الأولى تكون امتدادات بعيدة الأثر لنظرية تقريب فيرشتراس » وبعد ذلك 
توجد نظرية تعملى شروط تكون دالة متصلة لها امتداد متصل » والنتيجة البائية تكون 
مائلة لنتيجة بولتز انوا - قير شتراس فى الفراغ (©3)ي0) لدوال متصلة فئة مدمجة / . 


نظرية تون #قيرستراس * 
لعسيط مناقشتنا » ندشل المصطلحات الآتية : إذا كانت كر ء يم دالتين بنطاق 2 
فى “#2 وق فى ©8 ء فإن الدالتين ‏ » / المعرفتين عند + فى 2 بأنهما 
((«)ع ,(«)/) مصدح )ع ,((ع)ع ,(«)ر) مد - زعم 

يسميان الأعلى والأدنى » الدالتين مر . بي . على الترتيب . إذا كانت كر ء ب متصلتان 
فى 2 ء فإن كلا من # » / متصلعان . هذا ينتج من نظرية +٠.‏ م لا وملاحظة أله 
إذا كانت 8 و 4 عددين حقيقين » فإن ' 

,(إط -هم|< م + م]! - (5 ,ه) ملاد 

(إطدهو|-ط+ه!1!- (طبه) غدأ 


الآن نكتب صورة واحدة من تعميم ستون (ه) لنظرية تقريب ثيرشتراس . بالرغم من 


(») مارشال . ستون -190١+(‏ ) تعلم فى هارفارد ودرس ق هارفارد 
خاصة فى نظريات فراغ هيليرت والخير البولياق . 
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اكتشافها حديئاً فقد أصبحت من قبل « مأثورية أو كلاسيكية » وبحب أن تكون جزءا 
من خلفية كل طالب ق الرياضيات . يحب على القارئ الرجوع إلى مقالة ستون المدونة 
فى المراجع لزيادة المعلومات والتطبيقات حيث المناقشات والأبحاث أكثر اكثالا من 
المعروضة هنا . 
5 - 1 نظرية تقريب ستون . نفرضص أن 2 فئة جزئية مدمجة من 3+0 ونفرض أن 
مجموعة دوال متصلة فى 44 إلى 32 ذات الخواص : 
(أ) إذا كانت م و ث/ر تنتمى إلى © ع فإن ( ع كر) صدهء(ع كر) ]م1 تنمى 
إلى * 
(ب) إذا كانت 56826 ,ه ٠‏ كاعر ** ع فإنه توجددالة كر فى بحيث أن 
6ح (2) ره ع (*) ر. 
وءن ثم أى دالة متصلة فى 4 إلى 18 بمكن تقريبها بانتظام فى كل بدوال فى # . 
البرهان . نفرضص أن / دالة متصلة فى > إلى 32 . إذا كانت «ر و # تنتميان إلى » 
فنفرض أن 8.65 بحيث أن («) - (#رمع « '()س - (ل)رع ماأن 
الدوال ,رع ,1 متصلة وها نفس القيمة عند عر ٠‏ يأخذ 0 < ع ٠.‏ فيوجد جوار مفتوح 
() 8 عند بر حيث أنه إذا كانت 2 تنتمى إلى ()ل] م ع1 فإن 
ع -(خ2)] < (2) رمع (26.1) 
بحعل * ثابتة وباختيار لكل © ع ب » جوار! مفتوحاً (:) 7 له هذه الخاصية من الإدماج 
للفئة الحرئية 2 ؛ ينتج أن ع تكون محتوية فى عدد محدود من مثل هذه الخيرات ؛ 
(«ط)نا ,... ,(ول9)نة . إذا كانت (سع .... درومع) ملاك حي © فإنه ينتج من علاقة 
(؟5؟-١)‏ أن 
ع -(2)2 < زج)ءرا عند 1 ع2 (26.2) 
ما أن («) -(*)ريع » فيلاحظ أن (بر)ص -()./ ومن ثم يوجد جوار مفتوج 
()اآ عند * محيث أنه إذا كانت 2' تنتمى إلى (ب)/آ 60 +1 » فإن 
ع + (ع)ط > (ح).ءما (26.3) 
و بجعل ‏ مدمجة مرة أخرى نحصل عل عدد محدود من المتاخمات (.:)/ة ,. . . ,()/1 و يوضع 
لسع . .وذ !] كصذ- م8 . نجدأن # تنتمى إلى 9 وينتج من (0-0) أن 
6- (2) < (ج) 1 عند 16ب ع2 
ومن (95-" ) ينتج أن 
8+ (2)” > (2) 5 عند عزعع 
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وباتحاد هذه النتائج » نحصل على >1 © 2 ,ع >|(5)2 -(8)2] الى تعطى التقريب المطلوب 
١‏ وهو المطلوب إثباته . 

سيلاحظ القارىء أن النتيجة السابقة لم تستخدم نظرية تقريب قيرشتراس فى الننيجة 
الآتية » سنستعيض عن شرط ( أ) السابق بثلاثة شروط جبرية لفثة الدوام سنستخدم هنا 
نظرية قير شتراس المأثورية ( الكلاسيكية ) 4« - م فى الخالة الخاصة للقيمة المطلقة 
لدالة ب المعرفة عند # فى 8# بأنها | 4 | > (4) ب ء لاستنتاج أن ب يمكن تقريها بكثير ات 
الحدود فى كل فئة مدمجة لأعداد حقيقية . 

١ -‏ فظرية سدون - فيرشتراس . نفرص أن 46 فئة جزئية مدمجة من 27 وبفرض 
أن 54 مجموعة من دوال متصلة ى 2 إلى 8 ذات الحواص : 

(أ) الدالة الثابتة > ع عر ,1 -(«)ع تنتمى إلى #ى . 

(ب) إذا كانت ع و كرتنسيان إلى 4ى »ء فإن هم -لكر» تنتمى إلى 4ى لكل 8 و © 
ل ©#. 

(ج) إذا كانت هم و ثر تنتمى إلى ى ء فإن جر تنتمى إلى 4ى 

(د) إذا كانت لا ** نقطتين من ك5 ء فإنه توجد دالة كر ق 4ى محيث أن 

(«)] * (*)] 
إذن أى دالة متصلة فى ع إلى 2 يمكن تقريها بانعظام فى ك2 بدوالى 4ى 


البرهان . نفرض أن 5638 ,© » لاي« تنتمى إلى 4 . حسب ( د) ء توجد 
دالة كر فى 4ى بحيث أن (ير) “ركد (<)ثر . بما أن («ر) © 5 1 > (*«) © 2 فنجد 
أنه توجد أعداد حقيقية 8 و محيث أن 
ط ع (و)ع8 +(«)/»ه )2 .هه (مجاء8 +(ع)له 
لذلك توجد + من جزء (ب) دالة دع ع حيث أن ذع (ر)ع 3 ه ع («)ع 5 
الآن نفرضص أن 2 هى مجموعة لكل الدوال المتصلة فى كه الى بمكن تقريبها بانتظام 
بدوال فى 4 . من الواضح أن 8 > 4 ء لذلك 2 لها خاصية (ب) من نظرية تقريب 
ستون 55 - ١‏ . سنوضح الآن أنه إذا كانت .6م ء فإن 2 >|8| بما أن 
و(|ع -م|+ ع + /)؛ - زع ,]) مناه 
((ع -م|-ع +غ))! - رع ,ل اه 


وهذا سوف يدل على أن ل الها خاصية 5؟ - ١‏ (أ) ومن ثم كل دالة متصلة فى ك.د إلى 
تنتمى إلى 2 . 


اميل 


بما أن # متصلة ء > مدمجة » فينتج أنه يوجد 0 < ق بحيث أن 24 > »||| . بما أن 
اع ط فتوجد متعابعة (8) لدوال فى 4 محيث تتقارب بانتظام إلى 6 ىق ك1 وممكئنا فرض 
أن 1+ #اعءا|.ط|| لكل لاذع» (لاذا ؟ ) . إذا أعطينا 0 > © فتستخدم الآن نظرية 
تقريب ثيراشتر اس 74 - م لدالة القيمة المطلقة فى الفترة [1 + 84 و(1 -+ 84) -] لنحصل 
على كثيرة حدود »8 » حيث أن 
م! > |0)مم )|| 2١‏ عند 1 +كة > ءا 
لذلك ينتج أن 
ع! > |((«).ة)يم -|(*).|| 2 عند »اع 
الآن +057 تنتميان إلى بسببه فرضنا (أ) ء (ب) ء (ج) . بما أن 
«المط || > | إل«امط| - لع)م| | 
فينتج أنه إذا كانت « كبيرة كبرآ كافياً » فإن 


ع > |(*)ظ ٠‏ ممح إرعء)ط|| عند اع« 


بما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن ف |8[ وثنتج النتيجة المطلوبة الآن من 
النظرية السابقة , : 

الآن نحصل على صوزة أدق من نظرية ٠4‏ - لم كحالة خاصة من نظرية قيرشتراس » 
صورة من نظرية 4؟ - لم أقوى ٠‏ هذه النتيجة تقوى النثيجة الأخيرة بطريقتين : 
(1) السماح للنطاق بأن يكون فئة جزئية مدمجة اختيارية من “4 وليست بالضبط خلية مدية 
فى الفراغ 2 6٠ك1)‏ الماح للمدى بأن يقع فى أى فراغ 220 وليس بالضيبط © لفهم اانص » 
سلتذكر أن دالة كر بنطاق 2 ى 22 ومدى ى “2 ممكن اعتبارها مثل دوأل عددها ي 
فى 2 إلى * بواسطة تمثيل الاحداق : 

((1)2,... و(*)) - ()م عند عع (26.4) 

إذا كانت. كل من دالة الاحدائى بكر كثيرة. حدود فى م احداثيات (م*<,...,:<*)” فإئنا نترل 
إن كثر دالة كثيرة الحدود . 


- * نظرية تقفرهب كثيرة حدود. إذا كانت ثر دالة متصلة نطاقها 2 هو فئة مديجة 
للفراغ «ج. ومداها ينتمى إلى الفراغ 224 وبفرضص 0< عم . فتوجد دالة كثيرة الحدود 
م فى “8 إلى “8ه يحيث أن ع > || ()م - (*) ]| عند كزع ع 

البرهان . نمثل كر بدوال الاحداق © كا فى ( 5م - ؛ ) . وما أن كر متصلة فى غ2 » 
فإن كلا ٠ن‏ دوال الاحداق رك تكون متصلة فى كك إلى 12 . من الواضح أن الدوال كثيرة 


فى 


الحدود المعرفة فى ”8 إلى 42 تحقق خواص نظرية ستون - فيرشتراس ومن ثم دالة الاحداق 

رك يمكن تقريها بانتظام فى > داخل هو//ع بدالة كثيرة الحدود رص وبفرض 8« معرفة بأنها 
((*)وم ,.. . و(*«)رم) - (عام 

فنحصل على دألة كثيرة حدود من ”848 إلى 25 بحيث تعطى التقريب المطلوب فى '# إلى 

الدالة الممطاة كي . وهو المطلوب إثياته . 


امتداد دوال متصلة : 

يكون أحياناً من المرغوب إجراء إمتداد النطاق لدالة متصلة إلى فئة أكبر بدون 
تغيير قي النذاق الأصل . بمكن إجراء هذا داتما بطريق سبل جداً وذلك بتعريف الدالة 
فإن قيمها صفر خارج النطاق الأصلى ٠»‏ لكن هذه الطريقة المد فى الحالة العامة لا تعطى 
دالة متصلة . بعد بعض التأمل » سيرى القارىء أنه ليس دائماً مكنا الحصول على مد متصل . مثال 
ذلك » إذا كانت (0 ## + : * ع ع) - 2م وإذا كانت كث/ر معرفة عند 712 2 بالتعريف 
*/ 1 (:<) ر حينئذ ليسمكناً إيجاد طريقة لامتداد /ر بحيث نحصل على دالة متصلة فى جميع الفراغ 
2 . لكن » من المهم أن نمرف أن الامتداد يكون دائماً مكنا عندما يكون النطاق فثة مغلقة . 
وبالإضافة إلى ذلك نجد أنه » ليس من الضرورى زيادة الحد للدالة ( إذا كانت محدودة ) . 

قبل أن نبرهن نظرية الامتداد هذه نلاحظ أنه إذا كانت ٠‏ 8 و 4 فثتين جزئيتين 
غير متصلتين الفراغ 82 » فتوجد دالة متصلة © معرفة فى “2 بقيم فى 8 بحيث أن 

"اع ,1 ع (<«)م >0 :8عع ,21(غ*)ب شع« ,0-(غ2«)بي 
فى الحقيقة » إذا كانت ( 4 ع بر : || نر * |] )مص (ه , ) #4 ء 
(8 عر زر «د|) صا ع (8 ,») 4 فإنه مكتنا تدريف ب عند 61725 
بالمعادلة 

(4__-_- 
م > ()م 

- 4 نظارية امتداد فيئز (*). بغرضص أن كر دالة متصلة محدودة ومعرفة فى فئة جزئية مغلقة 
9 الفراغ +8 وبقيم فى 2 . حينثذ . توجد دالة متصلة م ف الفراغ “2 إلى 2 بحيث أن 
(*) عر - («)ع عند + فى 2 وبحيث أن (2ء + :||(«)ر/|) مده - (”2 ع + :|إ(ع)ع|) منه 

البرهان . نفرضض أن ( 2 © ك : [ (*) كر ] ) ونا ع 214 وتعتبر 
([24/3- > (2) ر: هاج ع د يك و ( 44/3 < 2 ر: هاعع ) ع رق . 
من اتصال كر وحقيقة 


() هيئريس تيتز ( 188٠‏ - 1454 ) كان أستاذاً فى ميونيخ وساهم فى التوبولوجى 
واطندسة واخير . ونظرية الامتداد هذه ترجم إل عام ١914‏ 


الح 


. كون أن 2 مغلقة » ينتج من نظرية #8 - ١‏ (ج) أن عه و و4 فثتان جزئيتان مفلقتان 
فى الفراغ 27 . حسب الملاحظة السابقة لنص النظرية ع توجد دالة متصلة و© ى / 
إلى © بحيث أن 


ن8عع ,للم ؛- («ارب ‏ زرشذعع ,آل/1!- - (2)ربي 
"عم ,اا > («ارب ع از 


الآن نضع بي -م > رم ونلاحظ أن وكرمتصلة فى 2 وأن 484 > (2 ع ع : |(ع«)مر|) مناد . 


بالاستمرار » تعرف (1384- > («)ء]: 0 ع وديم ٠»‏ 
114 ؛ < (),] :2ع ) - :8 2 ونحصل على دالة متصلة وم فى ”82 إلى © بحيث أن 
د عع ,34 ؛!- -(عايب ‏ زيشذدء+ ',1311- - (<)يب 
"عع ,44> («ارب > 4314- 
بعد إجراء هذا » تضم ري - ى/ 2ت و ونلاحظ أن ري- ريم - وم متصلة فى 2 وأن 
3 (3) > (طا عع : |(عامر|) مدو . 


بالاستمرار بنفس هذه الطريقة » نحصل على متتابعة (,ي) لدوال معرفةفى 27 إل 12 


بحيث أنه » لكل 7 
4" > |[(«)رب + +٠٠ ١‏ (»)وب + («)رب] - («)ر| (26.5) 
لكل * فى 2 ومحيث أن 
4ة' "(0006 ع |(«)مم| عند "#8عي (26.6) 
نفرض أن بع ممرفة فى 29 الى 2# بأنها ري +0٠٠+وي‏ +رب دبع 0 


ومن ثم ينتج أن 8 متصلة . نستنتج من المتباينة (51 - 5 ) أنه اذا كانت « < يم 2 
"اعد اءفإن 
لز "(ة) ع[ .٠س‏ نرق + 7+ 1]لية"()(0) ع الاي + +٠٠ ١‏ لعادررم| > إلعارع - نامع 
الى تغبث أن المتتابعة (.8) تتقارب بانتظام فى “2 لدالة سوف نرمز لها بالرمر بي . 
ما أن كلا من +8 متصلة فى "10 © فينتج من نظرية 4”* - ١‏ أن مم متصلة عند كل نقطة 
فى الفراغ "80 يلاحظ أيضاً من المتباينة ( هم - 5 ) أن 84" © > |(<),ع -(2)/| عند 
معع . لذلك نستنتج » أن (ج)ع ع (*) كر عند عد فى 2 أخيرا تدل متبايئة (55 -5) 
مل أنه لأى * فى الفراغ “8 يكون 

ا كح ['-"(2) +. ٠‏ .وج 1 ]84 > |(عدامع| 


يفف 


الى تفرص النص الآخير للنظرية وهو المطلوب اثباته . 
و نتيجة ٠‏ بفرض أن ثر دألة متصلة محدودة معرفة فى فثة جزئية مغلقة 2 
من “22 ويقبم فى 124 حيشذ يوجد دالة متصلة م ىق *282 إلى 25 حيث («) كر - (*«)8 
!2ك ع : |(« را مده و/ > ("2 » ؟ : |إ(«)ع | مه 
البرهاد ٠‏ هذه التتيجة قد برهنت حالا عند 1 - بي . في الخالة العامة » نلاحظ أن /ر 
تعرف © من دوال الأحداق بقم موجبة متصلة فى 2 ء ولتكن 
(()ؤرى. ٠.‏ ,(#)در ,(ع)رر) > («) ل[ 


حيث أن كلا من الدوال ور |ي ك تر ك 1 امتداد متصل رع فى +2 إلى # » فنعرف » فى 27 
إلى 26 بأنها ((«)رع ,... ,(*)دع ,(*)رع) -(+)ع . يلاحظ أن الدالة ج لما المواص 
المطلوبة . . وهو المطلوب إثباته 


تساوى الاتصال : 


قد استعملنا تكراراً نظرية بولتزانو - فيرشتراس ٠١‏ - 5 لفعات ( الى تؤكد 
أن كل فئة جزئية محدودة لا نهائية للفراغ ”4 نقطة تجميع ) والنظرية المناظرة 4-15 
للمتتابمات ( التى نو كد أن كل متتابعة محدودة فى ”22 لها متتابعة جزئية تقاربية ) . تقدم 
الآن نظرية ماثلة "ماما لنظرية بولتزانو - فيرشتراس باستثناء كونها تتعلق بفئات دوال 
متصلة وليست فئات فقط . وللاختصار والتبسيط » صسوف ثقدم هنا فقط الصورة التابعة 
هذه النظر ية , 

سنفرص فيا يل أن فثة جزئية مدمجة ثابتة من الفراغ “82 . وسوف لعتبر 
دوال متصلة ى كه ومداها ق 226 . وحسب نظرية *+ - اه تكون كل دالة مثل هذه 
الدالة غدودة » و من ثم (14) ,80 - (1) ,© . نقول إن فثة # فى (16) ,0 محدودة 
( أو محدودة بانتظام ) فى 8 إذا كان يوجد مقدار ثابت 2# محيث أن كه ك جن||/ر || » 
لكل كر فى 3 . من الواضح أن أى فثئة محدودة 3 لمثل هذه الدوال تكون محدودة » 
لأنه إذا كانت (م/,... ,ور ./) - # . ء فيمكثنا أهذ 

لعااكاا ٠ ٠ ٠.‏ مادا وكالضالا نس د ثقر 

وى الحالة العامة ء فثة لا نهائية لدوال متصلة فى 2 إلى 225 سوف لا تكون محدودة . 
مع أن متتابعة تقار بية منتظمة لدوال متصلة تكون محدودة ( تمرين 5١0‏ -م) . 


إذا كانت ث/ر دالة .متصلة فى الفثة المديمة كك للفراخ #2 ء» فإن نظرية م#* ‏ م 


رحرق 


ثدنى أنها متصلة بانتظام . ومن ثم » إذا كانت 0 < ع فيوجد 0 < (8)8 محيث 
أنه إذاكانت بر و * تنتميان إلى كل » ( 8) 8> ||« || » فإن ع >|[(2) كر (*) عر ]| 
ملبعاً » بمكن أن تعتمد القيمة 8 على الدالة كر كا تعتمد أيضاً على ع و لذاك نكتب غالبا ( كر ,ع )8 
عند تعاملنا مع أكار من دالة واحدة يكون حسناً الإشارة إلى هذا الاعياد صراحة . 
ثلاحظ أنه إذا كانت (ير, . . . ,ر/) 2 فئة محدودة فى (16)بل) فإنه بوضم 
((كررع)8 ,. . . ,لك ع)8) كماع (9 رع)8 

نحصل عل 8 التى « تعمل + لكل الدوال فى هذه الفثة النحدودة . 

4؟ - 5 تعريف . يقال لفئة 8 لدوال فى كك إلى >0 ألها منساوية الاتصال بانتظام 
فى # إذا كان يوجد لكل عدد حقيق 0 < ع عدد 0 < ( 8)8 بحيث أنه إذا كانت برو # 
تنتميان إلى عل » ( )8 > ||« - + ]] ء كردالة فى 9 » فإذع > ||() كر (*) ير | . 


قد اتضح أن فئة محدودة لدوال متصلة فى 5 متٌّساوية الاتصال . والفرض بأن متتابعة 
لدوال متصلة وألى تتقارب بانتظام فى كك تكون أيضاً متساوية الاتصال صميح أيضا 
( مرين 55 دن). 

ينتج أنه لكى تكون متتابعة فى (7,)16) تقاربية بانتظام فى كه ٠‏ يكون من 
الضرورى أن المنتابعة تكون دودة ومتساوية الاتصال بانتظام فى 8 . الآن سوف نوضح 
أن هاتين الخاصيتين ضر وريتان وكافيتان لفثة 8 ى (3)يب) لا الخاصية الى تقول إن 
لكل متتابعة لدوال من 8 متتابعة جزئية تتقارب بانتظام ى ك4 . هذه يمكن اعتبارها كحالة 
عامة لنظرية فيرشتراس - بولتزانو لفئات دوال متصلة وتلمب دوراً هاماً فى نظرية المعادلات 
الفاضلية ومعادلات التكامل . 


- !ا نظرية أرتزيلا - أسكوى0*) . نفرض أن 8 فثة جزئية مديجة للفراغ ”1 
وتفرض أن مجموعة من دوال متصلة فى عه وا قم فى الفراغ *22 . فإن المواس 
الآتية تكون متكافئة : 

)غ0 المائلة 87 دودة ومتساوية الاتصال بانتظام ى ك/ 

(ه) سيزار ارتزيلا (410هم1-+91١)‏ كان أستاذا فى بولندا . أعطى الشروط 
الضرورية والكافية لكى تكون نهاية متتابعة لدوال متصلة فى فترة مغلقة متصلة » ودرس 
موضوعات مرتبطة بها . 

جيوليو أمكول (؟4ه١‏ - 5وم١)‏ ء كان أستاذا فى ميلانو » صاغ التمريف 
لتساوى الاتصال ى وضع هندسى . و له إسهام لمتسلسلة فوريبر 8 


كف 


(ب) لكل متحابعة من 2 متتابعة جزئية تقاربية بانتظام فى 4 . 

البرهان . سوف نوضح أولا أنه إذا كان شرط (أ) غير حيح » أيضاً فإن الشرط 
(ب) يكون أيضاً غير صحيح . إذا كانت 9 غير محدودة » فتوجد متتابعة (,م/) فى # 
حيث أن « < »||| عتد ارزع م . لكن حينئذ لا يمكن اتتابعة جزئية للمتابعة (.) أن 
تكون تقاربية منتظمة . أيضاً إذا كانت الفئة # ليست متساوية الاتصال بانتظام » فإنه توجد 
عند بمضص 0 < مع (لماذا ؟ ) متعتابمة (1) فى 36 ومتتايمعات (.<) . (رلإ) فى ّم عند 

1/8 > اام - »اا لكن ححيث أن 80 /»)9١(|<‏ - (.*)مم|| . لكن سينئذ لا بمكن المتتابية 

جزئية للمتتابمة (40) أن تتقارب بانتظام فى ع . 


الآن سنوضح أنه » إذا كانت الفئة “8 محقق (أ) » فإنه بأخذ أى متتابعة (,[) فى 2# 
توجد متتابعة جزئية تقارب بانتظام فى 4 . لإجراء هذا نلاحظ أنه ينتج من أمرين ٠١‏ اح 
وجود فثة © معدودة . ىق كل بحيث أنه إذا كانت كرع لز »© 0 < ع »2 فيوجد عنسر 
بد فى © محيث أن 6 > |]بر- * || إذا كانت [... ,2 ,«) - © فان المتعابمة 
((:*).) عمحدودة 8206 وينتج من نظرية بولتزانو - فيرشتراس ١7‏ - غ أنه توجد متتابعة 
جزئية تقاربية . 

و و ل 000 )در و(1)'[) 
للمتتابمة ((*)2/) بعد ذلك نلاحظ أن المعابمة (لاذعع2(:1<)'].) محدودة ى 227 ء 
ومن ثم يكون لا متتابمة جزئية , 

+٠ 8‏ 5-5 فيه )د ,() 2 ) 
وال تتقارب . مرة أخرى » المتابمة ( »در : (,)2,/) محدودة فى “32 ع٠‏ لذلك تكون 
متتابعة جزئية ما 

(.. ولوع*) كر و(و) ةر ر(و<) ) 
تقاربية . نستمر فى هذا الطريق وبعد ذلك نضع "./ > .8 بحيث أن ,8 هى الدالة النونية 
فى المتتابعة الخزئية النونية . من الواضح أنه من التركيب تكون المتتابعة (8) ثقاربية عند كل 


سنبر هن الآن أن المتتابمة (ج) تتقارب عند كل نقطة من 2 وأن التقارب يكون منتظما . 


"أن (ينو,... )© فئة جزئية محدودة للفئة © حيث أن كل نقطة فى كك تكون 
داخل ( )8 لنقطة ٠١‏ فى © . مما أن المتتابعات 


((عتوامع) ٠. ١,‏ ,((دل)مع) ,((«ا)مج) 


رف 


تتقارب ء فيوجد عدد طبيعى 14 حيث أنه إذا كانت 34 < 5 ,م فإن 


ع >|إلس)ج -()مو| عند م 2 1 عق 

بأخذ عدع ع » يوجد ,0 ع رب يحيث أن (8)6 > |إرلا- ]| . ومن ثم نجد من تساوى 
الاتصال المنتظم أن 8 >||(ا).ع - (<)ءع|| نكل 17618 ».يوجه خاص » هذه المتباينة 
تظل قائمة عند 84 < # . لذلك » نجد أن 

|[(و) مع ١‏ )مع || + لامع - (ع«)مه|| > ||() مع -(«)مو|| 

6 - وج ع + ع > |إلع)مع -(:)مو|| + 
على شرط 44 < ,7 . هذا يوضح أن 

ك عامج -مه| عب. 14ل < ١‏ ,71 
وإذن ينتج التقارب المنتظم للمتتابعة (.8) فى ع من معيار كوشى للتقارب المنتظم : المملى 
فى ١١ - ١7‏ وهو المطلوب إثباته . 
ركبنا ى البر هان هذه الننيجة » متتابعة لمتتابعات جزئية لدوال وبعد ذلك اختر نا متتابعة 

القطر (ج) » حيث “./ - .م . يسمى غالباً مثل هذا التركيب « عملية قطرية » أو « طريقة 
كانتور النظرية » وهى مفنيدة باستمرار . يجب على التبارىء أن يتذكر أنه قد استعمل موذج مشابه 
من المحادلة والبحث فى باب * لير هئة أن الأعداد الحقيقية لا تكون فئة قابلة للد . 
تمرينات : 

١‏ - (]) وضح أن شرط (أ) من نظرية 0؟ - ١‏ يكافء للشرط : (1) إذا كانت 
/ر تنتمى إلى 9 فإن || تنتمى إلى د . 

5 - (ب) أثبت أن كل دالة حقيقية القيمة ومتصلة فى الفترة [ * ,0 ] تكون الهاية 
المنتظمة المتتابمة ولكثيرات الحدودفى عر 608 ( أى أنه ء لدوال (,) ؛ سيث(< ومع),م - (5,)2 
عند كثيرة حدود ما 70 ). ١‏ 

اد (ج) وضح أن كل دالة حقيقية القيمة ومتصلة فى [ 5 ,0 ] هى الهاية المنتظمة 
لمتتابعة ألدوال على الصورة . ْ 

عا 05 من + > ٠ ٠‏ +21 5مك ي4 + 1 2095© ,4 + و4 جدعر 

- (د) وضم لماذا تفشل النتيجة ى حمرين 4م - ب ذا استيدلنا +م 08© 
بالمتدار #«/م صلق 2 لرع)/ 

5 - (ه) استخدم نمرين +١‏ - اج لإثيات أن كل دالة حقيقية القيمة متصلة كر ى 
[[* ,10 ء حيث (©) ثر > (0) كر تكون الهاية المنتظمة لمتتابعة دوال على الصورة 


قف 


مه مط + ١‏ - - +234 منه رط + عد مته رط وق جرع 
- (و) استخدم تمريى +؟ اج ء #58 اه لتوضيح أن كل دالة حقيقية القيمة 
متصلة كر فى [ ©  *,‏ ] » حيث (5) كرح ( © )"هن الهاية المنتظمة لمتتابعة دوال 
على الصورة , 
نا كاد رط + )ند 5مع ,0 + +٠ ٠ ١‏ تاذ رط + 2 05ت 0 مه جدعر 
[ ارشاد : اقمم كر : إلى حاصل الجمع .[ + /  /-‏ لدالة زوجية ((<-)2 + (*)/)1 > (00).] 
ودالة فردية (-)02(7)/)! - (*8) ]. 
٠‏ - (ز ) اعط برهانا التمرين السابق متوففا على استخدام نظرية 0-5 لدائرة الواحدة 
(1 ع 2 بر + شع :2ع (و,ع)) 1 وملاحظلة أنه يوجد تناظر أحادى بين دوال متصلة فى '23 
إلى 8# ودوال متصلة فى [ * ,* - ] إلى 15 بحيث تحقق العلاقة (5) كر د (5 -) كر . 


5 - (ح) بفرضس # حر فثرة مدمجة وبفرض أن ين هى مجمومة من دوأل متصلة 
فى # جازر محيث تحفق خواص نظرية سون - فيرشتراس وم - م . إثبت أن أى 
دالة متصلة فى / كا تى (ى27 ) إلى #2 بمكن تقريبها بانتظام بدوال على الصورة . 

(0ا) بسع( +٠ ٠ ١+‏ (82)يع )11 
حيث .م تنتميان إلى 4د . 

- (ط) اثبت أن نظرية تيئز +5 - ع ربما تفشل إذ! كان النطاق ليس مغلقاً . 

- (ى) استخدم نظرية تيتز ؟ - + لتوضح أنه إذا كانت “2 2 مغلقة وإذا 
كانت كر دالة متصلة غير محدودة فى جنر جه نر » فإنه يوجد امتداد متصل للدالة كر لكل الفراغ ”12 
(إشاد : اعتبر التركيب 0م » حيث * صداععش -(8)ف أو («+1)/:- )نل ) 

- (4) بفرض 3 مجموعة من دوال ى20 - 2 إلى +82 . اعتير الخاصية عند 
النقطة : 2ع» الى تقول إنه إذا كانث 0 < ع فيوجد 0 < (2 ,8)6 محيث أنه إذا كانت ' 
صعء ء (وع)ة > ||ء - + || فإن ع > |1 ) كر («) || لكل #عم/ . وضح 
أن المجموعة # هذه الفاصية عند 12 © إذا وإذا فقط كانت كل متعابمة (<) فى 2 
عند (.<) صناده » محقق ‏ ((0)/) صذا -(ع)1 بانتظام عند #عم/ . (أحياناً 
نقول إن # متساوية الاتصال عند 12 © © عندنًا تتحقق هذه الخاصية ) ., 

٠‏ - (ل) يفص أن # كا فى تمرين 74 - ك . وإذا كانت 8 مدمجة وتحققت 
الفاصية المذكورة فى تمرين +7 - ك لكل 12ج© ء اثبت أن 4# متساوية الاتصال يانتظام 
مفهرم تعريف 5-199 , 

5 - (م) إذا كانت #٠‏ - 2 مدمجة » (6) متتابعة لدوال متصلة فى ك إلى *26 


يفف 


ومتقاربة بانتظام ى >2 » اثبت أن العائلة !11 محدودة فى 2 ( بممى أنه يوجد 0 < 2/4 بحيث 
أن 34 > ااعكما. لكل لقعم عع ( أو ل ك برإإرر || لكل دعم ) . 

5 - (ن)إذا كانت "82 192 مدمجة » وكانت () متتابعة لدوال متصلة فى كر 
إلى “8 ومتقاربة بانتظام فى ع4 ٠‏ وضح أن العائلة (1/2 متساوية الاتصال فى 2 معبى 
تعريف 5-56 

5 - (س) بفرض أن * مجموعة محدودة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى “8 ج 2 
إلى © وبفرض *ثر معرفة فى 2 ج ( بأنها 

(#ع زر : (ع)]) مدوح (»)*ز 
وضح أن *ث/ر متصلة فى 2 إلى # . 

5 - (ع) وضح أن الاستنتاج التمرين السابق ريما يفشل إذا لم يفترض أن # 

5 - (ف) اعتير المتتابعات الآنية لدوال الى توضح أن نظرية أرتزيلا أسكولى 5م - و 
رمما تفشل إذا أسقطت الفروض انختلفة . 


)00 + ع > زمر عند [0.1]عع 
رب *<>-(2ام عبد [1.م]عي 


(ج) وجلبجر - ماما عند (*+,0]عير 


5 - (ص) بفرض أن (/) متتابعة لدوال متصلة فى 2 إلى*2 بحيث تتقارب عند كل 
نقطة من الفئة © لأعداد قياسية وإذا كانت (11 متساوية الاتصال بانتظام ى 8 وومح 
أن المتتابعة تتقارب عند كل نقطة للفراغ # وأن التقارب يكون منتظماً عند كل فثة مديجة من 
الفراغ © » لكن ليس ضر ورياً أن يكون منتظياً فى 8# . 


ارق 


المصسىالدشّاس 


دواك لتغيرواحد 


سنبدأ الآن بدراسة تفاضل وتكامل الدوال . ولإجراء هدا سيكون من المناسب دراسة 
الحالة لدوال متغير واحد أولا » سنبود فى الفصلين السابع و الثامن ادراسة دوال لمتغيرات 
متعددة . و مقارئة هذين البابين » سيتضح أن الحالة لدوال المتغيرات المتعددة تشابه ماما 
الملخص الذى ستعمله هنا » لكن تظهر تعقيدات معينة . وبالإضافة إلى ذلك ٠»‏ سميث أن 
النظرية العامة تعتمد فى استنتاجها على نتاح حالة المتغير الواحد » فيكون من المناسب الحصول 
على دراسة هذه الخحالة قبل دراسة الخالة العامة . 


أدخلنا فى البابين 807 » ١8‏ المشتقة لدالة معرفة فى قثرة حقيقية ونثبت نظرية القيمة 
المتوسطة اطامة وبعض نتانجها . فى باب ١94‏ سنقدم التعريف لتكامل ريمان ( وريمان - 
اشتيلجز ) لدوال محدودة فى فترة[8 ,4]. سنعطى الحواص الأساسية للتكامل فى هذا 
الباب وق بالى .م » ”١‏ . بيبا نناقش فى البابين الأخيرين » التكاملات « غير المحدودة 
والتكاملات اللانهائية . بالرغم من أن نتاج هذه الأبواب تستخدم بدرجة قليلة جد! فى الأجزاء 
الآنية من هذا الكعاب ٠»‏ فإنها هامة لتطبيقات كثيرة . 


الباب السابع والعشرون ‏ نظرية القيمة المتوسطة : 


مما أنه من المفروض أن القارئ يكون ملماً من قبل بالعلاقة بين مشيقة دالة فى 8 
إلى 2 وميل رمسمها البياف » و يممفهوم معدل التغير المحظلى ٠‏ فستر كز اهيامنا كلية عل 
الوجهات الرياضية المشتقة ولا نذهب إلى تطبيقاتها فى الفيزياء » الاقتصاديات إلى آخره . 
فى هذا الباب والباب الآقى ستعتير دالة نطاقها 82 ومداها محتوى فى الفراغ ©#/ . 
و بالرغم من اهمامنا ف الابتداء بالمشتقة عند نقطة داخلية » فسوف تعرف المشتقة بتعريف 
أكثر تعمما قليلا بحيث يمكن اعتبار نقطة نهائية لقترة ء مثلا » لكن ٠»‏ نحتاج إلى كون 
النقطة الى تعرف المشتقة عندها نقطة تجميع للنطاق 2 وتنتمى إلى 82 . 


الح 


١-0‏ تعريف . إذا كانت © نقطة تجميع للنطاق 2 وتنتمى إلى 2 ء فتقول أن 
المدد الحقيى .2 هو المشتقة للدالة حر عند النقطة © إذا كان يوجد لكل عدد 0 < جم عدد 
0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت * تنتمى إلى 2 وإذا كانت (8)8> [عهم | >0 .2 


إن 
ه> ادنع 227.10 


فى هذه الحالة نرمز إلى (©)”ثر بالرمز به . 

وتبادلياً » بمكدنا تعريف (6)”ثر بأنها اللهاية 

( مو« ,2ع ع«) اله جنا 

من الملاحظ أنه إذا كانت © نقطة داخلية من النطاق 2 ء فتتبر فى ( 0 )١‏ 
النقطا * الموجودة فى كل هن يسار ومين النقطة © . ومن الناحية المقابلة » إذا كانت 
2 فترة ٠‏ © هى النقملة الطرفية اليسرى للفترة 2 » فإنه ممكننا فى علاقة ( ا« - )١‏ 
أخذ * عل بمين النقطة © فقط . 

طالما وجدت المشتقة للدالة كر عند النقطة © » فترمز لقيمتها بالرمز (0)'ك/ي . 
نحصل ببذه الطريقة على دالة “ل نطاقها فئة جزئية من النطاق الدالة مر . نوصح الآن أن 
اتصال الدالة كر عند © هو شرط ضرورى لوجود المشطة عند © . 

ا ا- 7 مفترضص . إذا كانت الدالة كر مشعقة عند © ٠‏ فإن ثر تكون متصلة هناك , 

البرهان . نفرصس 1 ع 8 وبأعذ (8)1 ح 8 بمحيث أن 


0 00 -1 9[ -# 


2 
16-6 1 


لكل 2ع »م وتحقق 8 > |م- «*] > 0 . من متبايئة المثلث ع نسنتتج أنه هذه القيم 
المنصر د يكون 
(7*)1+1)اء-ع] ك اه)/- »)ما 
الطرف الأيسر هذا التعبير يمكن جمله أقل من ع إذا أشذنا * فى 2 محيث : 
((1+ إ)”*/ اع ,ة) كصذ> إء - يد 
وهو المطلوب إثباته 
من السبل ملاحظة أن الاتصال عند النقطة » ليس شرطاً كافياً لوجود المشتقة عند © . 
مثال ذلك » إذا كانت 2-4 و إ|ح (*)كراء فإن كر تكون متصلة عند 


حرق 


كل نقطة الفراغ 8 لكن يكون لا مشتقة عند نقطة © إذا وإذا فقط كانت 0 صو م . 
بأخذ توافيق بسيطة جيرية » يكون من السبل ثر كيب دوال متصلة ليس لما مشتقة عند 
عدد محدود من نقط أو حتّى عند عدد بمكن حسابه من نقط . فى ١41/9‏ © هزقيرشتراس 
عام الرياضيات بإعطائه مثالا لدالة متصلة عند أى نقطة لكن لا توجد مشتقة لحا أى مكان . 
( فى الحقيقة » الدالة المعرفة بالمتسلسلة 


(-*3) دم بد لل - (0)] 


بمكن البر هنة على أن لها هذه الخاصية . سوف لا نتعمق ق التفاصيل © لكن نحيل القارئ 
إلى كتب تتثمارش و بوز لتفاصيل ومراجع أكثر ) . 
- مفترض. (أ) إذا كانت ثر ا مشتقة عند © . 0 < (©)”/ » فيوجد 
عدد 0 < 8 عحيث أنه إذا كانت 2ع » 8 + » > * > ع فإن (*) تر > ( ري 
(ب) إذا كانت 0 > (6)”ث/ر ء فيوجد عدد 0 < 8 بمحيث أنه إذا كانت 61 
ون > <*« > 8 دج ع. فإن («) عر > (ع)ر . 


البرهان . (أ) نفرْض أن مع مختارة حيث أن (0)'ثر > 80 > 0 ونفرض أن 
(مع)8 ع 8 تناظر (60) كافى تعريف 007 - ١‏ . إذاكانت (1ع<« » 8+©>«>0 .2 
فنحصل على 
)م كلل 


بم أن 0 < م - ب ء فإن هذه العلاقة تدل على أن 
(©)] -(:«)] > (» - )لمع -(ع)"]/) >0 
الى تنبت النص ال موجود فى (أ) . يكون برهان (ب) مشاببا .2 وهو المطلوب إثباته 


نتذكر أن الدالة كر يقال إن لحا مباية عظمى نسبية عند نقطة © ى 2 إذا كانت توجد 
0< 8 بحيث أن )ثر > («)ثم عثا 7ع نمحقق 8>إم- |:. يستخلام 
تعريف مشابه للمصطلح نبهاية صغرى نسبية . “مدنا النتيجة الآتية بتعليل نظرى للطريقة 
المألوفة لإبحاد نقط عندها يكون للدالة كر نهاية عظمى نسبية ونهاية صغرى نسبية و ذلك 
باختيار الأصفار للمشتقة . من الملاحظ أن هذه العملية تستخدم فقط للتقط الداخلية 
إلفترة . وق الحقيقة » إذا كانت * - (*) كر فى [1 ,0] - 42 » فإن النقطة الطرفية 
0 ح ع« تنج الهاية الصغرى. النسبية الوحيدة والتقطة الطرفية 1 - * تنتج الهاية العظمى 
النسبية الوحيدة للدالة كر » لكن أيا منهما ليس جذرا للمشتقة . للتبسيط » سنثبت هذه النتيجة 


زرف 


فقط عند ألباية العظمى النسبية » تاركين صياغة النتيجة المناظرة عند اللباية الصغرى 
النسبية للقارئ؟ . 

0؟ - 4 نظرية النهاية العظمى الداخلية . :تمرض أن © عى نقطة داخلية فى 2 وال 
عندها ثر اا نجاية عظمى نسبية . إذا كانت المشتقة لدالة كر عند © هموجودة » فيجب أن 
تكون مساوية الصفر . 

البرهان . إذا كانت 0 < (©) كر » فن مفترض 7" - م (1) نجد أنه توجد 0 < 8 
بحيث أنه إذا كانت 8 + م > ب > ما عع ء فإن (#«)ثر > (م)ير . هذا الت 
الفرضص بأن كر نهاية عظمى نسبية عند © . إذا كانت 0 > (6)' كر » فنستعمل مقتر ص 
لا - ع (ب) . وهو المطلوب إثباته 


)١ -؟٠ شكل‎ ( 


0 - و نظرية رول(*) . نفرض أن كر دالة معصلة فى فترة مفلقة [5 ,©] ح يي » 
أن المشتقة “كر موجودة فى الفترة المفتوحة (5 ,») » وأن 0 ح (6)ثر ك (م) رء 
إذن توجد نقطة م فى (5 ,4) محيث أن 0 ع (ع)"'ير . 

البرهان . إذا كانت كر تنمدم تطابقياً فى فى ء فيمكنا أخذ 64+86(/2)-<ع 
ومن ثم نفرضص أن كر لا تنعدم تطابقياً » فباستبدال ثر بالمقدار مر ء عند الضرورة » 
يمكن الفرض بأن /تأخذ بعض قي موجبة . حسب نظرية القيمة العظس 8م - لا 
تبلغ الدالة كر القيمة (آرع »:(*)/) مناة عند نقطة ما © للفترة فى . مما أن 
0 ح (ؤ)ثر > (ه)ثر غ٠‏ فإن الشطة © تحقق 8 > م > ه . وحيث أن (ع6)'ار 
موجودة من الفرضص وطا نقطة مهاية عظمى نسبية عند © ع فإن نظرية الباية المظمى 
الداخلية تدل على أن 0 ع (ه)"'/ر . 

وهو المطلوب إثباته 
نحصل عل نظرية القيمة المتوسطة الآساسية جداً . كنتيجة لنظرية رول . 


(#) تنسب هذه النظرية غالبا لميشيل رول ( 16195 ل ١9/15‏ ) عضو الأكاديبية الفرنسية» 
وله اسهامات فى الهندسة التحليلية والبحث المبكر الملؤدى الى التقاضل والتكامل ٠‏ 


تخرض 


5-1 نظرية القيمة المتوسطة . نفرض أن ثر متصلة فى فترة منلقة [4,5] 2 يل 
وها مشتقة فى فارة مفتوحة (8 ,4) . إذن توجد نقطة © فى (5 ,2) بحيث أن 
(» -ثز)ن)'[ - (ه)] - (0)] 
البرهان . نعتبر الدالة ب المعرفة فى في بأنها 
روي لعكتسططظ!- بر مر - مم 
( من السبل ملاحظة أن © هى الفرق بين الدالة كر والدالة الى رسمها البياف يتكون من جزء 
الفط المستقيم امار بالنقطتين ((©) كر,©) » ((6)كر,6) ء انظر شكل 0م - 18 ) . 


ينتج من الفروض أن © متصلة فى. [8 ,0] ح ف ويمكن بسبولة تحقيق أن © الا مشتقة فى 
(5 ,) وبالإضافة إلى ذلك نجد أن 0 > (68)ج ح (6)© . باستخدام نظرية رول . 


) شكل با؟ © نظرية القيمة المنوسطة‎ ( ١ 
توجد نقطة م داخل /ى صحيث أن‎ 
لع اظط- )مر - )م -ه‎ 
وهو المطلوب إثباته‎ ٠ تنتج الثتيجة منْها‎ 


بام 7 نقيجة ., إذا كانت للدالة كر مشتقة ى 581 ,4] د ل » فتوجد نقملة © 
فى (6,5) محيث أن 


(ه - ط)(ه)"[ - (ه)] -(0)] 


يكون من المناسب أحياناً وجود ترجمة أكثر تعميماً لنظرية القيمة المتوسطة الى 
تشمل دالتين 1 


زفق 


0 -م نظرية كوشى للقيمة اللتوسطة . نفرض أن جج و كر دالتاث متصلتان فى 
[4,5] ح / وهما مشتقتات فى داخل (5 ,0) . إذن توجد نقطة © فى (5 ,©) بحيث أن 
[له)1-(0]1)0ع -[لم)ع -(«)ع]0):] 

البرهان . عند (4)م - (6)ج تنتج النتيجة فى الحال إذا أخذنا م حيث أن0 > (0)'م. 
إدا كانت (4)ج بح (5)ج اعتبر الدالة ب المعرفة ى /ى بأنها 
5 ()00-1) ]امم ل - 
[(4)ع -(م)ع] (6-(20 (©)] -(ع)] - («)ي 
وتنطبق نظرية رول على © » نحصل على الئتيجة المطلوبة . وهو المطلوب إثباته 


بالرغم أن المشتقة لدالة لا تحتاج إلى كرنها متصلة » فتوجد نظرية أولية لكن مدهشة 
ترجع إلى دار بو كس (*) وتنص على أن المشتقة "كر تصل إلى كل قيمة بين ()”ثر » (5)'ر 
فى الفئرة [5 ,4] . ( انظر تمرين 507 -ح) 
من السبل تذكر النص لنظرية القيمة المتوسطة برمم أشكال توضيحية مناسبة . فى الوقت 
الذى يحب أن يكون هذا مشجعاً فإنه بميل للإيعاز بأن أهميّها هندسية بطبيعتها الأمر الذى 
يجعلها مضللة “ماما . نظرية القيمة المتوسطة فى الحقيقة ذئب فى ثوب حمل وهى النظرية 
الأساسية لحساب التفاضل . نحم هذا الباب ينتاج أو لية قليلة هذه النتيجة . وستعطى نتائج 
أكثر فى الباب القادم ء وستظهر نتائج أخرى فيا بعد . 

4-0 نظرية. نفرض أن كر متصلة ى [8 ,4] س فى وأن مشتقلها موجودة 
فى (5,©) : 

(1) إذا كانت 0 ع (<)” كر عند 8 > * > 6ه ء لتكون ثر ثابية فى ل . 

(لذ) إذا كانت (*)'م ع (*«)*كر عند 6 > 2« > م فإن كراء ع مختلفان فى ين 
إمقدار ثابت , 

1110) إذا كانت 0 < (*)'ثر عند 8 > بد > © وإذا كانت و« ك ,* تلتمى 
إلى 2ه » حينئذ (و<) “رك ع رو 

(1) إذا كانت 0 < (*)ثثم عند 8 > * > »© وإذا كانت و > :* تنتمى 
إلى 2 > فإذ («) عر > )را 

(7؟) إذا كانت 0 < () ' لرعند 5 +4 > ع > ماء فإن © هى نقطة الباية الصغرى 
النسبية للدالة كر . 


(3) جاستن داربوكس ( 1١8417‏ ل 11179 ) كان تلميذآا هرميت 6 واستاذا يكلية فرتسا ء. 
مع أنه معروف فى الابتداء كمالم فى الهندسة © فقد أعطى مساهمات هامة فى التحليل أيضا . 


اأزفا 


(1) إذا كانت 0 < (8)اثر عند م > * > 8 م اء فإن 86 عى نقطة 
الباية المظمى النسبية قدالة كر . 

(؟) إذا كانت 24 > |(2«)'/| عند م > * > مه ء فإن كر نحقق شرط ليبشتز : 
»ا د | 4ق > إل(م«)] - (ع)]| ‏ .عند ج*,و< فى في . 

نر ك الير هان القارى . 


تمرينات : 


- (]) باستخدام التعريف » واحسب المشتقة ( إن وجدت ) للدوال المعطاة 
بالتعبيرات ؛: 


(1) “ع«عمر عند 8 
(ب) ‏ ريمع عند 6 
(ج) > له رجام عند 0< 
(د) 1#ادميم عند 0ظ2 
(ه) إعا-رممن عند 0 
' (و) 2-12 8ه 8 


م- (ب) إذا كانت كر ء بم دالتين قيمهما حقيقية ومعرفتين فى فثرة فى » 
وإذا كانتا قابلتين التفاضل صند نقطة م ء أثبت حاصل رهما / ء المصرف بأنه 
(*)ء(*) م ح («)4 » عند 37©* » يكون قايلا للتفاضل عند 6 وأن 

(ع)'و(ع)1 + )ود رمم 
- (ج) وضح أن الدالة المعرفة عند 0 نج عد بأنها 
(«/1) عله ع زمر 
تكون قابلة التفاضل عند كل عدد حقيى غير الصفر . وضح أن مشتقّها ليست محدودة 
فى جوار 0 2 * . ( ممكن استخهدام متطابقات مثلثية » والاتصال لدوال ايب ودوال 
جيب الام » والملاقة الأولية اذباية 1 ح نه / (ب تظل8) عننسا 0 < *# ) . 
0؟ -(د) وضح أن الدالة المعرفة بأنها 
0 عور و(1/2) هل 7< > («)اع 
1-20 ,0 - 
تكون قابلة التفاضل ميم الأعداد الحقيقية » لكن “مم ليمت متصلة عند 0 حه * . 
ب -(ه) اثيت أن الدالة © جه 8:2 المعرفة يأنها 2 ح ()8/ عند 0عير » 


نرف 


0 ح (*) م عند )2*4 متصلة عند نقطة واحدة ماما . هل هى قابلة التفاضل هناك 


0 -(و) بفرض أن 52©© نقطة تجميم من 2 وبفرض أن 8ج 2:/ 
وضح أن (©) “كر موجودة إذا وإذا فقط كانت ككل متتابعة (,,) فى 2 حيث © 22 ,م 
عند لالزع7 محيث أن © - (_ر#)ممة] ء» الباية للمتتابعة 

(فا-لس 


2-6 
موجودة ق هذه ألبالة الباية لكل مثل هذه المتتابمات تكون مساوية إلى 0 5 
-(ز) إذا كانت ©82+-2:] قابلة التفاضل عند 2812© وإذا كانث 
معم1+ه كل لعماء وضح أن 
(((©)] - (م/1 + ع)ر)م) صنلا (6)'ز 
لكن و ضح أن وجود الباية هذه المتتابعة لا يضمن و جود المشتقة . 
0؟ -(ح) ( داربوكس ) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل فى [5 ,4] » وإذا كانت 
8 ع (ش)'كررك4 ع (ه)'/ » وإذا كانت © تقع بين 8 و 4, ٠‏ فإنه توجد نقطة 
© قف (5ي,ه) عندها '© > (ع)"ثر (إرشاد : اعتير الحد الأدثى للدالة 
((ه - )0 - (*) رح («)ع 
- (ط) إذا كانت 0 > (*)ج عند 0 > عداء 1 ع (<«)ع عند 0 < ير ء, 
البت أنه لا توجد دالة 8# + #:] محيث أن («)ج ح (ج«)'ثر لكل 8ع 
- (ى) اعط مثالا لدالة متصلة ذات نهاية عظمى نسبية وحيدة لكن لاتوجد المشتقة 
عند هذه النقطة . 
0 -( ك) اعط مثالا لدالة متصلة بانتظام وقابلة التفاضل فى (0,1) لكن محيث أن 
مشتقها غير م#دودة فى (0,1) . 
-(ل) بفرضض أن # +-[0,5]:/ قابلة للتفاضل عند [ط,م]عع . وضح 


أنه إذا كان يرجد لكل 0 < م ء 0 < (8)8 نحيث أنه إذا كانت (8)6 > إنر ١‏ :| >0 , 
طع وك هع ١ع‏ ه 


فإن 


0 


م > )م 0 / - اعاستا 


07 - (م) يفرض *#ح [(.4]:/ قابلة للتغاضل فى [5 ,4] . وضح أن “ثرو 


شرف 


تكون متصلة ىق [4.8] إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع » 0< (8)8 محرث 
أنه إذا كانت [6©]ع ا .*,(ع)ة>امر-ء|>0 فإن 


> م -10 
0 - (ن) بفرض 12<+-[1:]4,5 متصلة فى [5 ,©] وقابلة للتفاضل فى (4,8) 
وإذا كانت 4 ح (<«)'كرى دنا » اثبت أن (4) "كر موجودة ومساوية 4 . 
١‏ -(س) إذا كانت © جه 8نم » وكانت (6©)'ر موجودة » وضح أن 


بطحم) لاد +ه1)2 ذا - (ه)"/ 


مع ذلك » أعط مثالا لتوضح أن جود هذه الباية لا يضمن وجود المشتقة . 

0؟-(ع) يقال لدالة 8ح :م الهازوجية إذا كانت (*) كرح (+* )ير 
لكل #ءء » وأنها فردية إذا كانت (*)يم ‏ ح (*« )تر لكل 8ع» . إذا 
كانت ث/ر قابلة التفاضل ى 8# وزوجية ( أو فردية عل الترتيب ) ء اثبت أن “كر نكون 
فردية ( أو زوجية عل الأرتيب) . 

١‏ - (ف) بفرض أن جره رم ,0):م 6 (طيم)عء ء تضم (نال .ستاك رجع)ر 
( ألهاية الطرف الأبمن للدالة كر عند © ) . إذا كانت نهاية الطرف الأمن 

(«دع)/- ()] ا هر 
8-6 المع 


موجودة ى 2 » فإننا نقول أن ر ها مشتقة مشتقة عار أيمن عند © ونرمز إلى م4 بالرمز 
(244 بالمثئل لمشتقة الطرف الأيسسر . 

وضح أنه إذا كانت كر متصلة عند © » فإن (6)'ثم تكون موجودة إذا وإذا فقط 
كانت (20م » (1/20 موجودتين ومتساويتين . اثبت أنه ممكئنا المصول على 
(©)؛8 -(82)0 بدون وجود (©)'م . 

0»-(ص) بفرض أن #اء م قرتان فق # وبفرض أن 8# ج2:م ء 
© جح د:م محيث أن تكون م قابلة للتفاضل عند نقطة كاعم ء ك/ر تكون قابلة التفاضل 
عند نقلة داخلية (8)م - »© ف الفترة / . أثبت أن الثر كيب #*ثر عت / المعرفة عند 
!1ع («)ع: لع +1 يكون قابلا للتفاضل عند 8 وأن(6)'ع(ه)/ - (8')5 [ إرشاد : بفرض 
2 معرفة فى (2)8 بأنها 

(نطاة للا عاق)! - )1 إذا ماج # )ع 


(6)ع +-لع)ع 
()”مع- إذا (6)م>(جيم 


يضق 


اثبت أن (0)']- (84)2 مدنا . حينئذ استخدم الحقيقة الى تقول أن . 
((ط)ع)] -(()ع)] > (-)8((م)ع -(م)ع) ‏ لكل + فى (#) 2 ]. 
-(ق) بفرضن أن 8 ح (0+ ,0]:/ معرفة في (6+,0) 
)١(‏ إذا كانت 868+ (0)/ عند +++ ء وضح أنه لأى 0 < ثم نحصل على 
و 9ل لاون 
7 


(ب) إذا كانت عه + )م ء» 568+(02/ )ع ميد صدج ب فإن0 حدم 
( ج) إذا كانت 2 5 +-(2)2 عند دج جع ع سينذ مج ج«/(*) /ر منديا 
مو+ ج بر 
0 -(ر) بفرض أن #2 < [6 به]:/ قابلة للتفاضل عند 34 ك5 (*)' كرك بم > 0 
حيث [5,ه]ء* وبفرض أن (7)6(>0>/)6 . بأعذ [6هاء:* . عرف المتتابعة 
(,*) بأنها 


لذادحننا ,1090 شر - > دبي 


أثبث أن هذه المتتابعة معرفة جيدأ ومتقاربة إلى جذر وحيد * للمعادلة 0 > (*) فى [8 ,4] 
وأن 


'(9- )السلا مى | - ددا 


عند لاع . [ إرشاد : تفرض أن © < (5 به]:ب معرفة بأنبا 74/(*) و هد ك (د)ب. 
وضح أن © هى تقلص (انظر «م- 4) بثابت 34/ - 1 ] . 

0 -(ش) بفرضص أن #2 <- 82:] الا مشتقة متصلة ومحيث أن 8 ع (ه)/ » 
0 (ه)”ث/ر . وبفرض 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 8 45م *| فإن 
| )”| 2 05)'ر- (» )ير | ء و بفرض | (©)*ث ] 8 4 > ( اثبث أنه إذا كانت 
8 ك5 | 5 - [ إفإن المتعابمة (ي*) المعرفة بأنها © > وب 

ار لاا ده 
تتقارب إلى نقطة وحيدة * فى [8+ ©,4-8] بمحيث أن 7خ8-(2*)م .[إرشاد : وضح أن 
الدالة المعرفة بأنها (17(//')6-(+))-+*-(2)© تكون تقلصاً مقدار ثابت ل فى الفترة 
ز6 + عه رق ح ه] 


نارف 


الباب الثامن والعشرون ‏ تطبيقات ابعد لنظرية القيمة المتوسطة : 

من الممكن بصعوبة أن توكد بشدة أهمية نظرية القيمة المتوسطة ء لأنها تلعب دورا 
حامماً فى اعتبارات نظرية كثيرة . وهى ى نفس الوقت مفيدة جداً فى مواد عملية كثيرة . 
أشرنا فى 0؟ - 4 إلى بعض نتائج مباشرة لنظرية القيمة المتوسطة المفيدة غالاً . الآن 
سنقارح بعض القطاعات الأخرى الى فها بمكن استخدامها ٠‏ ولإجراء هذا ستحصر بأكثر 
حرية ما قبل احبر ة السابقة للقارئ' ومعلوماته المتصلة بالمشتقات لدوال معينة معروفة . 

م؟ - ١‏ تطبيق . بمكن استخدام نظرية رول لتعيين مواقعم جذور دالة . لآنه » إذأ 
كانت دالة مثل بم نحيث بمكن اعتبار ها كشتقة الدالة عر . فإنه بين أي جذرين للدالة كو 
يوجد على الأقل جذراً واحداً للدالة مم . مثال ذلك » إذا فرضئا د 08© - (#)يم ٠»‏ فإننا 
نعرف أن ع هى المشتقة للدالة د اه ح (*) كر . ومن ثم ء يوجد على الأقل ٠‏ بين 
أى جلرين لدالة »# همذةو جنر واحد للدالة د 08© . ومن الناحية المقابلة 
(*«) رس وطح )ع نذلك ضير نا تطبيق آخر لنظرية رول بأنه بين أى جذرين 
للدالة “د 008 يوجد على الأقل جذر و احد الدالة * 818 . إذن نستنتج أن الحتور للدالة < صئة » 
و الدالة *« 608 تتشابك مع بعضها . هذا الاستنتاج ليس محتملا أن يكون جديداً للقارئ » 
لكن ء. نفس انط من الاستدلال بمكن استخدامه لدوال بسل(*) ,ل ذات الرتبة 
مءعه 2 1 ,0 عدم باستخدام الملاقات 
(«) بل" ا- > [(8)ل"ع] ,(<)_ءق"» > [(2”1.)2] عند 0< 
التفاصيل ذه المناقشة يجب أن تزود بالقارئ . 

م؟ - 5 تطبيق . يمكن استخدام نظرية القيمة المتوسطة للحسابات التقريبية للحصول 
عل تقيبمات الخطأ . مثال ذلك . نفرض أن المطلوب هو إيحاد قيمة ١/105‏ . نستخدم 
نظرية ألقيمة المتوسطة حيث 105 - 8 ,100 - » ,/. - (+)م/ فتحصل عل 

5 
جحت - 1/100- 105/. 
7 05 
لعدد ما م حيث 105 > م > 100 . ما أن 105>1/121-11/.>ء/ > 10 ٠‏ 
فيمكننا إثبات أن 
5 5 
ممح > 0/105-10> 201 


وبا ينتج أن 10,25 >10.22>/105 . هذا التقبي ر بما لا يكون دتيقاً كالمطلوب . 


(«) هريد رشن ولهلم بسل ( 46لا١1‏ ل 18415 ) كان فلكيا ورياضيا ٠.‏ وكان صديقا 
ملازما لجاوس © وهو يعرف جيدا بالمعادلة التفاضلية التى تحمل أسمه ٠‏ 


5225 


من الواضح أن التقيم 121/-> 0/105 > ضياع الوقت ويمكن تحسيته بالاستفادة من 
إستنتاجنا .أن 10.25 >105/ . وإذن 25 5 ع ومن السهل تحديد أن 


-7105> 25 وو > 0.243 


تقييمنا الأحسن هو 10.250 >10.243>1/105 ومكن الحصول عل تقديرات أكثر 
دقة باستخدام هذه الطر يقة 8 


8 - # تطبيق . بمكن استخدام نظرية القيمة المتوسطة ونتائجها لتكوين المتباينات 
ومد المتبالينات المعروفة للقي الصلحيحة أو القيم القياسية إلى القيم الحقيقية . 


مثال ذلك » نتذاكر أن معباينة برنولى ه - ج تنص على أنه إذا كانت 0<« +1 

لالع" ع فإن بم + 1 < "(* + 1) . سنوضح أن هذه المتبايئة تظل قائمة لأى أس 

1< م لإجراء هذا » تفرص أن '(*«+1) ع( » وإذت “زج + 1)ء ع (<) 1 8 

إذا كانت 0 > * > 1حساء حينط م > (*#)'كر ء بيما إذا كانت 0 < #«اء فإن 

# < (*)'ثر فبتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على كلى هاتين الحالتين » نحصل على النتيجة 
بم + 1 2 (بد+ 1) 

عند 0< +1 ٠‏ 1< . وبالإضافة إلى ذلك نجد أنه » إذا كانت 1< م . 
فإن التساوى يكون سحيحاً إذا وإذا فقط كانت 0 عدبي . 


كنتيجة مائلة » نفرص أن © عدد حقيق يحقق 1[>» >0 ء ويفرض 
كير يرن ح (بد)ع عند 0 <* . نجد أن (- “هم - 1)ه - زجاع ء أى أن و>(ع«)'ع 
عند 1 > * > 0 » 0 < (*)م عند 1 < * نتيجة لذلك ء نجد أنه إذا كانت 0 < *« 2 


فإن (1)ع - (بد)ع ٠‏ (1)م ع (بد)ع إذا وإذا فقط كانت 1 ح ا لذلك ء إذا كانت 
0 خ< * و 1 > » > 0 فنحصل عل 


(ه-1)+ بيرم ع ذا 


إذا كانت 0 < »4 ». 0< ش وإذا فرضنا أن 6/8 - * وبالشرب فى ثم ء نحصل 
على المتباينة 


طز(ه -1) جديوو ع “ازعن 
حيث التساوى يكون حيساً إذا وإذا فقط كانت 8 2ت هم . هذه المتباينة هى غالبا نقطة 


الابتداء ى إثبات متباينة هولدر الحامة مشروع م 8 ) . 


1 


؟ - 4 تطبيق . القراعد الألوفة الوييتال(ه) لساب « صيغ غير محددة ه يمكن 
إثباتها بواسطة نظرية القيمة المتوسطة لكوشى . مثال ذلك » نفرض آن ع يكر متصلتان 
فى [4,5] ولهما مشتقتان فى (8,65) ء حيث 0 ح (4)ع ح (0)ير ء لكن م رع 
لا تنعدمان عند © كج * . حينئذ توجد نقطة م حيث 8 > © > © بحيث أن 


عا اذا 
(©)'8 (8)06 


ينتج أنه إذا كانت (ع)'ه/(*)'/ .وذ موجودة » فإن 
لحا ون - 1120 بون 
(3) ع > (خ«)ج ومع 
الحالة الى تصبح فيها الدوال لا نهائية عند © ح د » أو عندما تكون النقطة الى تؤخذ 
عندها الباية لا نهائية » أو حيث يكون لدينا « غير محددة م لصورة أخرى ما » يمكن 
معاملها غالبا أذ االوغارتيات » الأسس أو بعض معالمات مشابهة . 
مثال ذلك » إذا كانت 0 عد » ونريد حساب الهاية للدالة * بم10#* ح («)ث/م عندما 
0< ب فلا مكنا استخدام المناقشة السابقة . نكتب (*«)/ فى الصورة (*«)ع/(*)ث/ر حيث 
0 < ,ا ع («)ع ء * هما ح (*)م من الواضح أن 
1 


60جدير ذة مجع ل نكا 


1- («مم 

1 
نفرض 0 < © وباختيار عدد ثابت 1 > ول > 0 محيث أنه إذا كانت :* > *« > 0 » 
نحصل على 8 > | (<) 8/(*) | . باستخدام نظرية القيمة المتوسطة لكوشى ء نجد أن 
> | | - [ 699 10 1109 
(2:)' (*«)ع 2 
حيث و نحقق ,* > يخ > ل > 0. ما أن 0يج («)ثر . 0 د(+*)م عند 
و > *« > 0 فيمكننا كتابة الكية الظاهرة فى الطرف الأيسر عل الصورة الأكثر ملائمة 


1- 00) 

]ل ار 
)م إ[|(*ام 
(«)ع 


(«) جويلوم فرائسوا لوبيتال ( 181١‏ ل 17.4 ) كان تلميذا ليوهان يرنولى ( 13337 
لايل ) نشر مركيز دى الاحويتال محاشرات مدرسة على المع فى سنة 555( 2 مقدما 


"1١ 


بجعل ,د ثابتة » نفرض أن 0ح د . مما أن الكية داخل القوسين تقترب من الواحد 
الصحيح » تريد ‏ عند ا صغيرة بكفاية . نستتتج هما سبق أن 


)!| د 
0 |() ما 


ع2 > 


عند * قريبة بكفاية من الصفر . أى أن الباية عند 0 ع ج للدالة م هى صفر . 
تبادل نهاية ومشتقة : 

إذا فرضنا (,م) متتابعة لدوالى معرفة فى فترة ف/لى من الفراغ 2 ويقيم فى الفراغ 8 . 
من السبل إعطاء مثالا لمتتابعة دوال طا مشتقات عند كل نقطة من ث/ى وألى تتقارب فى ىل 
لدالة عر الى نيس ها مشتقة عند بعض نقط من نقط الفترة فى . ( إجر هذا! ) . وبالإضافة 
إلى ذلك بمكن استخدام مثال قير شتراس المشاو إليه من قبل لإعطاء مثال لتابعة دوال لا 
مشتقات عند كل نقطة ف الفراغ 82 وتتقارب بانتظام فى الفراغ 2 إلى دألة متصلة ليس 
لا مشتقة عند أى نقطة . أى أنه من غير المسموح » ى الخالة العامة » بتفاضل الهاية 
لمتعابعة تقار بية لدوال طا مشعقات حتى ولو كان التقارب منتظماً . 


سنوضصح الآن أنه إذا كانت المتتابعة للمشتقات تقاربية بانتظام فإن الحميع يكون 
صحيحاً . إذا أضاف أحد للفرضى أن المشتقات متصلة » فإئه من الممكن إعطاء برهان قصير 
مؤسس على تكامل ريمان . لكن » إذا لم نفرضص أن المشتقات متصلة » فنحتاج إلى مناقشة 
أكثر دقة نوعاً ما . 

4 - ه نظرية., نفرضص أن (ي,كر) محتابعة لدوال معرفة فى فترة محدودة كي للفراغ 1 
ويقيم فى 8 . نفرضص أنه توجد نقطة ىد فى كل: بحيث تتقارب المتتابعة [(3:0),,/] 
عندها وئفرض أن تلك المشتقات ,'ثر موجودة فى م ء وأن التتابمة (ر'/ر) تتقارب 
بانتظام فى /# إلى دالة يج . حينتذ المتتابمة (,كر) تتقارب بانتظام فى فى إلى دالة /ر الى ها 
مشتقة عند كل ثقطة فى الفرة ىق وأن م جح ار 5 

البرهان . نفرض أن النقطتين الطرفيتين الفترة تى هما 8 > © ونفرض أن ب 
أى نقطة فى الفترة ل . إذا كانت 7 و 74 عددين طبيعيين ء فتستخدم نظرية القيمة المتوسطة 
لفرق يكر- مر فى الفترة بنقطتين طرفيتين + ,م لنستنتج أنه توجد نقطة ابر 
( تعتمد على # ,1 ) نحيث أن 

((10 -(0) ]0م - عد) + نمم - (م) لح (م] - مل 
إذن نستنتيج أن 
نأا || (ه ح ط) + |(م)م - (م) ؤر| كك نأا - || 
لق 


لذلك تتقارب المتتابعة (يكر) بانتظام فى / لدالة سترمز لها بالرمز كر . بما أن الدوال بكر 
متصلة و التقارب لحتابعة الدوال (كر) إلى ث/ر منتظم ء فينتج أن ث/ر متصلة فى ”ىا . 

لإثبات و جود المشتقة للدألة كر عند نقطة 6 ى ل » تستخدم نظرية القيمة المتوسطة 
الفرق ,كر - ,ررر فى فترة بنقطتيها الطرفيتين * ,© لأستنتاج أنه توجد نقطة 2 ( نعتمد على 
07 حيث أن 

((7)2 -(0/)2 - ع - )م - 00م - عام - (0)م1ا 
نستنتج أنه عندما #د حو م0 © حيئذ 
5000 | )00م _ 6س مم 
1-6 1-6 


وبسبب التقارب المنتظم للمتتابعة (؛م/) يتسلط المقدار ع عل الطرف الأيمن عندما 
(24)8 < »,م يأخذ الهاية بالنسبة إلى *7 » نستنتج من مفترس 4-1١6‏ أن 


(©)5 50م _ )00-1 | 
3-6 


-6 
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عند (ع)34 < م ما أن (()0/) ماح (0)ع » فإنه يوجد (7)8 محيث أنه إذا كانت 
(ع)/ ع د ء فإنع > | )ع - 0)”/ | . الآن نفرض أن ((8 )7ى,(© )34) لاق حير 
نظراً لوجود (5)0/ » نجد أنه إذا كانت (ع)ءق8 >إ|ء - <| >0 فإن 


ميم - لعاعل- لماع 


<> 
2-6 ّ 


لذلك » ينتج أنه إذا كانت (8)»ق >|ء- | >0 فإن 
م > | مع - تله | 
2-6 
هذا 'يوصح أن (0)”ر موجودة وتساوى ()8 . وهو المطلوب إثباته 


نظرية تايلور . 


إذا كانت المشتقة (*«)*/الدالة ع موجودة عند كل نقطة ا لفثئة 0 ء فيمكئنا اعتبار 
وجود المشتقة للدالة “كر عند نقطة 7 © © . فى حالة كون “كر ها مشتقة عند النقطة © » 
فنشير للعدد النامج بأنه المفعقة الثانية للدالة كر عند نقطة » وسوف فرمز عادة ذا العدد 
بالرمز (6)”“ر أو بالرمز (©)0] . نعرف بأسلوب مشابه المشتقة الثالثة  /””)©(‏ (ع)3م ٠‏ ... » 
والمشتقة النونية (ع)20م/ » .. عند وجود هله المشتقات . 


يحى 


الآن سنحصل عل النظرية المشهورة المنسوبة إلى بروك تايلور(0) الى تلعب دورآ 
هاما فى أحاث كثيرة و بمكن اعتبارها امتداداً لنظرية القيمة المتوسطة . 

4-8 نظرية تايلور . نفرض أن 8 عدد طبيعى » وأن الدالة كر ومشتقاتها 
ا . 1 0 معرقة ومتصلة ىق 61 © لحر وأن عر موجودة ى )65 07 إذا 
كانت 8 و © تنتميان إل فى » فإنه يوجد عدد لا بين 8 و © بحيث أن 

دو -و) لعتا مي لغلا مر - رمم 


حم 
«رى م لكل ىم لعلتطاب. ...+ 


البرهان . نفرض أن 2 هو العدد الحقيق المعرف بالعلاقة 
ره- م لعكا !رم م المحقا روم 
لع م (به)0 لي 1 0 
1 لو حر سنا 


وتعتير الدالة ب المعرفة فى ل بأنها 


[«-ق ل -ءو م لتلتكا...+ وري كاج ومر|-رم)- وم 


واضح أن © متصلة فى ل وها مشتقة فى (4,8) . ومن الواضح أيضاً أن 0 > (8)ن 
وينتج من التعريف المدد م أن0 ع (ه) ب . حسب انظرية روالاء توجد نقطة / بين 
8و » محرث أن 0 > (2)07© . عند حساب المشتقة “© ( باستخدام القانون العادى لمشتقة 
حاصل جمع و حاصل شر ب دالتين) » نحصل على حاصل الجمع التلسكونى 

“زر - ع) لست ر#) ...+ و - م) لاج ور- و)"ر|- - رمر)نم 


0-21 
4 
"م لثم ا 
١ 1‏ )200 0 
ع 
ما أن 0 - (7/)'ب إذن (07)/م -<ط ء ما يعيت الفرض وهو المطلوب إثباته . 


ملاحظة : الحد الباق 


(#) بروك تايلور ( ه138 (195 ) كان رياضيا انجليزيا فى مقتبل العمر . أعطى فى عام 
6 منكوك المتملسلات اللانهائية » لكنه ‏ حقيقة لروح العصر س لم يناتشى التقسارب . 
وقام لاجرانج ياثيات الباقى ٠‏ 


>32 


عرو و 0 اديع (28.2) 


7 
المعطى سابقاً يسمى غالباً بصيغة لاجراتم للياق . توجد تعبيرات كثيرة أخرى للباق » 
لكن نشير حالياً فقط إلى صيغة كوثى الى تثيت أنه نعدد ما 0 حيث 1 >6 >0 »ء نجدأن 


ب الك 
"رم م (086 نت 1 6-1( -]) 2 8 (28.3) 


يمكن إثبات هذه الصيغة كما سبق » باستثناءه وضع (8-02(0/)8-1) ف الطرف الآيسر 
للمعادلة ( م؟ - ١‏ ) ونعرف © كما سبق ماعدا الحد الآخير فإنه يكون !(0/)0-1(-8) 
نترك التفاصيل كتمرين . ( فى باب ١م‏ ستحصل على صيغة أخرى تتضمن استخدام التكامل 
لحساب الحد الباق) . 


8 -(أ) باستخدام القانون فى م؟ - ١‏ »ء اثبت أنه إذا كانت 
,2 ,1 ,0 ع م 
فإن الجذور لدوال بسل ,ةق » وبييك/ ف ( مه + ,0) تتشابك بعشما بعضا . 
م؟-(ب)اثبت أنه إذا كانت 0 < * ء فإن 


2 


1 1 1 ج يي 1 
5 0 مداه 
35 > ر+ 8 + 


م-(ج) احسب 7/2 ٠‏ 41.2 .ماهى أحسن دقة بمكن أن تكون متأكدا مها ؟ 

م - (د) احصل على نقيهات مماثلة للتلك الموجودة فى تمرين ه« - ب لمقدار 
“(< +1) فىالفترة [7 ,0] . استعمل هذه لحساب ‏ 367 © 315 

م؟-(2) بغفرض أن 1 > م > 0 » > 1-, اثيث أن »+1 < (+«+1) وأن 
التساوي يكون سحيحاً إذا وإذا فقط كانت 0 - * . 

+ -(و) يقال لحذر مد لكثيرة الحدود م يقال إنه بسيط ( أو ها جذر مكرر) 
إذا كانت 0 26 (ى<)'م ولا تكرار # إذا كانت 0ع (ي)”-“م ع١ ٠١.‏ 2 (,ن)'م ع (,ن)ام 
لكى 0غ ,»)م 

إذا كانت 8 > 2 جذرين متتاليين لكثيرة الحدود ء فإنه يوجد عدد فردى من الحذور 
( مع حساب التكرار ) لمشعقها فى (5 ,4) . 

8 -(ز) وضح أنه إذا كانت الحذور لكثيرة الخدود مر جميعها حقيقية » فإن 


1ظ2 


المذور الكثيرة الحدود 'م تكون جميعها حقيقية . وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت جميع 
جذور م بسيطة فإن جنور “م تكون كلها بسيطة . 

م -(ح) إذا كانت *(2-1+»)-(+)م وإذاكانت م هى التفاضل النوف للدالة كو » 
فإن م تكون كثيرة حدود من درجة 2 وجذورها بسيطة وواتقمة ى الفترة المفتوحة 
0-1 

م1- (ظ) اثبت صيفة كوثى الباق 1 فى نظرية تايلور المعطاة بصينة (م7-97) . 

- (ى) بمكن إعطاء برهان نظرية تايلور م7 - ١‏ باستخدام نظرية القيمة المتوسطة 
لكوشى بو ضع 


2) > ])(- | لم 0 لعجا 2 7 عجرم‎ ١ 


اثبت أن (:)"م - (820)8 . 0-در(ي)0-“2 -... -(م):2 - (ن)2 . لاحظ أنه توجد 
ول بين 8 و 0 حيث أن 


للا ؟ اف لك - 0 
““"زين )1 “0-"ر(ي- ف 


استمر فى هذا لتجد أن إم/(ي)*“م"(ه - 8) - (12)8 عند قييةام ,؟ واتقية بين 8 و © , 

8 - (ك) إذا كانت *»-(2)م ‏ ء وضم أن المد الباق:'ى نظرية تايلور يقترب 
من صر عندما ٠ح‏ 27 لكن الثابتين 0 و © . 

4 - (ل) إذا كانت * انق > (<«)ث/ر ء وضح أن الحد الباق فى نظرية تايلور 
يقترب من صفر عند مح #2 لكل الثابتين 8 و © . ْ 

١+‏ -(م) إذا كانت “زر +1)-(ج)مر حيث 1>إء| ,0 56 ع فإن القوانين 
العادية للتفاضلى من حساب التفاضل والتكامل ونظرية ثايلور تؤدى إلى التعبير 

ميا ” )م+...بديرات] بيط جبروده 
ب + عل )+ جح (2) +ءز”) +1- («+1) 
-- 2 رمكن إعطاؤه فى صيفة لاجراعج بأنه إيررزين0)0©م*+ - به حيث ‏ 0>8,>1 . 
ثبت أنه إذا كانت 1 > مد ك 0 ء فإن 0- (,2) صذا اثيت أنه إذا كانت 0 > بر > 1س 

مك و حو ا ا 

8 - (ن) ف التمرين السابق ٠‏ استخدم صيغة كوثى للباق لمحصول على 


"00 -1) (1 له يم 1ل 
* “(ن )1+80‏ (1-2-0-0-1 


ان 


حيث 0-8-1 . عندما 1 > إ|*] ايت أن 1 >|(*.1)1-60(/1+8 وبيرهن عل 
أن 60-(8) سنا 
م؟-(س) إذا كانت ©8#8ح+-8:/ »ء وإذا كانت (*«) “/ر موجودة علد 2<©8 » 
وإذا كانت (4)”كر موجودة » فوضح أن 
(-») من كط نادف وذ - (ه)"] 
أعط مثالا تكون فيه هذه الهاية موجودة » لكن ئيس للدالة مشتقة ثائية عند © . 

م -(ع) بفرض أن "|| (),,/ عند فى 1,11 -] اثبت أنه كل ور 
كون قابلة لتفاضل فى [1,1 --] وأن (ير/) تتقارب بانتظام فى [1,1-] إل 
|«اء- مر 
مشروعات : 

م؟ - (06) نعتبر فى هذا المشروع الدالة الآسية من وجهة نظر عل التفاضل والتكامل , 

(أ) بفرض أن دالة 8 فى (2,5) ح ىل إل 2 ها مشتقة عند كل نقطة فى الفترة ق 
وأن (*«) 8 ع (*) 5 لكل رعير . لاحظ أن 8 لها مشتقات من كل الرئب 
فى / وكل مشتقة تساوى 5 . 

(ب) إذا كانت 0 ع (85)0 عند بض عه »ء استخدم نظرية تايلور م19 » 
وممرين ١4‏ -ل لتوضيح أن 0 - («)ى كل درعع 

2 وضح أنه توجد عل الأكثر دالة واحدة له فى 2 إلى 17 متحقق 

(*«)8 - )8 عبد 58)0(21 أتدء 
(د) أثبت أنه إذا كانت م تحقق الشروط فى جزء ( ج ) ٠‏ فإنها أيضا محقق 
المعادلة الدالية 
(9) )8 د رو باع ١‏ أءنن” ع1 
(إرشاد : إذا كانت (8)90/( +82 ع )1 فإن ©)/ - (0)/ و120-(0)ر ). 
(ه) بفرض أن (,2) هى المتعابعة لدوال معرفة فى © بالتعريف 
"ع + («)_رط ع (د)رط + 1 > («)ر1 
بفرض أن 4 أى عدد موجب ء وإذا كانت 4 ك | *د! وإذا كانت 2<24 < م 
فإن 


0 0 ا 7 ا طح > الماك - كا 


7” 
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ومن ثم تتقارب المتتابعة (ير) بانتظام عند 4 ك | * | 
(و) إذا كانت (ي,2) متتايمة لدوال معرفة فى جزء ( د) » فإن 
١ 5:0 - 5 ,)«(‏ عند ع 
أثبت أن الخعابعة (,) تتقارب فى ©# ندالة 8 بالفواص الظاهرة فى جزء (ج ) . 
وأن ظ » هى الدالة الوحيدة هذه اللواص . 


(ز) بغرض أن 8 الدالة حيث 8ع-”*85 ء 1-(5)0 . إذا عرفنا © بأنه الممود 
(1)عدع 

حينتذ © تق بين 21 و 24 . ( إرشاد : يرج+ي+!+1+1>م>)+!+1 +[ وأكثر 
دقة » رمكننا أن نوضم أن ( 2+17>»>2+14>2.723 >2.708 

م؟- 8 مكن فى هذا المشروح استخدام النتائج ف المثال السابق . بفرض أن 2 تشير 
إلى الدالة الوحيدة قى 8 محيث أن 

5800-1 ىم اطدىع 

وبفرضي (8)1 -ع 

(أ) اثبت أن 2 تزايدية بدقة وها مدي (0<ع: ع :)-م 

(ب) بغرض /3 هى الدألة المكسية لدألة ‏ ء محيث أن نطاق ل هو 2 ومداه يكون 
هو كل الفراغ #8 . أثبت أن .2 تزايدية مضبوطة فى لم ء وإذن 0ع (0)1ل2 » 
وأن 1 > ©)/آة . 

( ج) وضح أن (1-0+()1-(22)آ لكل ور فى 2 , 

( د) إذا كانت بن > * > 0 وفإن 


(:د- و) > ماس - (واط > (- )1 
( إرشاد : استخدم نظرية القيمة المتوسطة إلى هم ) . 
(ه) الدالة نط طا مشعقة عند 0 < :ا » وأن *«/1 ع (*)2 . 
#0 المدد كن حقق 
كج )) سناد 


(إرشاد : احسب (5)1 باستخدام المجابعة ((1/2 + 1)) والاتصال قدالة ير ) . 
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(أ) بفرض 8 معرفة فى الفترة (6 ,6) - فى إلى 8 وتحقق 
0 -(*)ط + )1 

لكل *د فى / . وضح أن 8 لا مشتقات من كل الرتب وأنه إذا كانت توجد نقطة » 
فى # بحيث أن 0م« ,0 )م » فإن 0- (*)م ميم ريع . 
( إرشاد : استخدم نظرية تايلور +؟ -5) . 

(ب) وضح أنه توجد على الأكثر دالة واحدة © فى 2 تحقق الشروط 

 ©6)0(-1.2 ©")0(-0‏ .0دمعجت 
وتوجد أيضاً عل الأكثر دالة واحدة 5 فى 8 محقق 
 856)0(-1‏ ,0-(5)0 ,0-وبمم 

( ج) نعرف متابعة (,م©) بأنها 
7 خب "(1-)+(*) ب >( 0600-1-22 
بفرض 4 أى عدد موجب »2 إذا كانت 4 ك |* | وإذا كانت 4 < 8< بم » 
فيكو ن 

م2 ١‏ كر لكر 
١‏ (ت) ...+ (غ) + ]سج > امات - -0)ج! 
لضي 7 4 
جه( > 

ومن ثم اثبت أن المتتابعة (ر©) تتقارب بانتظام عند 4 > |*| . وضح أيضا أن 
0-(0):© و0-1)© و 0-2- -4© . أثبث أن النباية © للمتتابعة (ي,©) هى الدالة 

(د) إذا عرفت م بأنها 


متكي جنر + ص5 م ,ديد 


ثبت أن (م5) تتقارب بانتظام عند 4/ > |:| إلى الدالة الوحيدة 5 ذات الحواصس 
الموجودة فى جزء (ب) . 

(ء) اثبت أن ودج و ندمو 

(و ) كون متطابقة فيثاغورس + > 2© + 82 . 
(إرشاد : احسب مشعقة 2© + 852) , 

+5 - 8 يستمر المشروع فى مناقشة دوال الحيب ودوال جيب الام . ويمكن 
إجراء استعمال حر محواص المثبتة ف المشروع السابق . 
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(أ) نفرضن أن #8 هى دالة ى 8 و تحقق امعادلة 
0< جثرر 
وضح أنه يوجد ثابثان 8 و » محيث أن 85 +0 -,ز 


(إدقاد : (م)معح» م (0)م دم ) 
(ب) الدالة © زوجية » 5 فردية بمعنى أن 
5 )ى--(*-)م ‏ آكل الى #. 
( ج) اثبت « قوانين الإضافة » 
,(500509 -(ن)©()0 - زر ج و0 
(0)»(5)9 + (2(0090) 5 >( + 5 
تظل حيحة لكل * و /ز فى 8 . (إرشاد : نفرض أن بز ثابتة ع ولعرف 
(002+1 - )م 2ء وأثبت أن .(2) 5 - ع (0)*/ ,(2) ع (1)0 ,معزب رز 
( د) اثبت أن م قوانين المضاعفة » 
,1+:[(*)2]5 -1-:[(«) ]2 - (0)2 
(2) )25 - (5)2 
تظل صحيحة لكل * فى # . 
(ه) أثبت أن © محقق المتباينة 
69 1-2 ع (2) 0 1-5 - 0 
وإذن ء يقع أصغر جذر موجب * الدالة © بين الخذر الموجب الدالة 0 > 2 - تير 
وأصغر جذر موجب للدالة 0 - 24 + 122 - غند . استخدم هذه النتيجة ٠‏ أثبت أن 
3 > بو > 42 
(و) نمرف * بأنها أصغر جذر موجب ددقيق للدالة 8 . أثبت أن 29 - يم 
ومن ثم استنتج أن 2/3 >« > 2/2 
(ز) أثبت أن كلا من © ٠»‏ كم دالتين دوريتين بدورة *2 ممنى أن 
(«)5 > دجمو م (يمع ع روجبوىع 
لكل *#* فى 8 . أيضا وضح أن 


0 


لكل د ى 8# . 
م؟ اع متتابعة تموذج المشروعين السابقين نقدم جيب مام الزائدى والحيب 
الزائدى كدوال محقق 
0ع (66)0 1 (0)» ن عكمع 
1 ع (0):ق ب250)0(<0 الود”و 


على الثر تيب .. اثيت الوجود و الوحدائية الهذه الدوال وأثبت أن 
1[ عاتم 1 
أثبت نتائج مائلة إلى ( ! ) - ( د) فى المشروع م؟ - 8 ووضم أنه » إذا رمزنا للدالة 
الأسية بالرمز لك » فإن 
((«-)ط -(م)5)! ع )و ,((«ح)ع + ربو)ع)!- (ع«)ء 
م - 6 يقال لدألة ب فى فترة ل لفراخ # إلى # إلها ( نقطة منتصف ) 
محدبة ى حالة 


((ر)ب + (ع)م)! 3 ( )م 


لكل ,د فى / . ( فى نصوص هندسية : اتقم نقطة المنتصف لأى وتر لملحى (*)© > لز 
فوق أو على المنحى ) . سنعرض ف هذا المشروع أن © دالة محدبة متصلة . 
)1 إذا كانت “2 -7 وإذا كانت .*....::* تنتى إلى ”فى » فإن 


لوع با معفم 


((د)ب + +٠٠١‏ )ب ل ى ( كلسب 


(ب) إذا كانت “2>م وإذا كانت .*......* تنتمى إلى اء فنفرض أن رد 


(كخد خسكة) دع 
1 


أثبت أن نفس المتبايئة تظل صصحميحة كما فى جزء (1) , 
(ج) ما أن ب متصلةء آثبت أنه إذا كانت «ر,* تنتمى إلى فى وأن 1©دء 
فإن 1 1 
(واماذ ونوك روود هو 
(بنصوص هندسية : الوتر الشامل يقع فوق أو عل المنحى ) . 
(د) تفرص أن هالا مشتقة ثانية فى 4 . فشرط ضرورى وكاف لكون ب محدبة 


أ" 


فى ل هو 0 < (*«)”© عند لع« . ( إرشاد : لإثيات خاصية الفرورة »© استخدم 
تمرين ٠١‏ - و . لإثيات الكفاية » استخدام نظرية تايلور وأخذ المفكوك عند 
2س + ع دع ). 
(«) إذا كانت ب دالة محدية متصلة فى ل ونفرضص أن ج > ير > * تنتمى إلى ل 
وضح أن 
(«)م-(2)م ر (0م -((ا)م 


2 دوا 
لذلك إذا كانت > لا > + > ١‏ تنتمى إلى ته » فيكون 


()م- زعام ر (سام- نعم 


بواج بو دعر 

(ن) اثبت أن دالة معحدبة متصلة ب ى / لطا مشتقة طرف أيمن ومشتقة طرف 
أيسر عند كل نقطة داخل ل . وبالإضافة إلى ذلك » تكون الفثة الحزئية الى فيا '0 غير 
موجودة قابلة للعد , 


الباب التاسع والعشرون ‏ تكامل ريمان ‏ الستيلتجز : 


سنعرف فق هذا الباب التكامل لربمان - اشتيلتجزر (*) لدوال محدودة فى فترة مدمجة 
الفراغ 8 . وما أننا نفرض أن القارئ يعرف على الأقل بطريقة غير رسمية « عل التكامل » 
من منهج التكامل و التفاضل فإننا سوف لا نضيف دافعاً شاملا لا . 


سير غب القارى" الذى يواصل دراسته للتحليل الرياضى فى أن يصبح ملماً بتكامل ليبيج 
الأكثر تعمما فى وقت مبكر . لكن بما أن تكاملات رممان وتكاملات رممان - اشتيليجر 
مناسبة. لأغراضص كثيرة وأكثر ألفة القارئّ . فإننا نفضل ععاللاب: هنا ويرك نظرية لبسيج 
الأكثر تقدماً لبج لاحق . 


سنعتبر دوال قيمها حقيقية محدودة فى قثراث مغلقة لنظام العدد الحقيى » نعرف 
التكامل لأى من مثل هذه الدوال بالنسبة لأخرى » نشتق اللواص الرئيسية هذا التكامل . 


(#) ( جسورج غريدرثى ) برن هارد ريمان (1851 -18311 ) كان الابن لراع دينى 
قروى فقير وولد قريبا من هانوفر ٠‏ تعلم فى جيتنجن بالمانيا الغربية وبرلين ودرس فى 
جيتنجن ٠‏ كان أحد الؤسسين لنظرية الدوال التحليلية 64 لكن قام أيضا بمساهمة 
أناسية للهندسة © نظرية العدد © الرياضة الفيزيائية ٠‏ 

توماس جونز اشتيلتجز ( 18831 - 1816 ) كان فلكيا ورياضيا هولتديا ٠‏ تعلم 
في باريس مع هرميت وحصل على الاستانية فى تولوز ٠‏ وآعماله الاكثر شهرة هى مذكرته 
على الكسور المتصلة » المسألة الخاصة » بالعزوم »© تكامل اشتتجز الذى نشر فى آخر 
سلئة امن احياتة” القصيرة - 


؟؟ 


افرع التكامل الذى نعتيره هنا أكثر تعدما بعض الثى” عما اعتبر فى المناهج السابقة 
والإضافات التعميمية تحجمله أكثر فائدة فى بعض التطبيقات » وخاصة الإحصاء » وى 
نفس الوقت ء توجد تعقيدات إضافية قليلة للعدة النظرية الى تحتاجها نقاش صارم 
لتكامل ر يمان المادى الحدير أن ننمى هذا القْط لنظرية التكامل بالقدر الذى تتطلبه تطبيقاته 
الأكثر انتشارا , 


نفرض أن راو هم دالتين قيمهما حقيقية ومعرفتين فى فترة مفلقة [4,5] عت فى 
لط الحقيق . سئنفرضص أن كلا من كر ء مم محدودتين فى م اء سوف لا يتكرر هذا الفرض 
الدائم . انقسام من الفترة آى هى مجموعة محدودة لفترات غير متراكبة اتحادها هون . 
نصف عادة جزء 2 بتحديد فئة #دودة لأعداد حقيقية(0< , . . . .2 ,و*) نحيث أن 

6< << ع ٠٠١‏ ع رير ع من - و 
وبحيث أن الفترات الحزئية الحادثة فى جزء © هى الفترات ...2,0 ,1 > 6 ب[ ر-*] 
وأكثر صواباً ؛ نشير للنقط الطرفية #,... .1 ,0 ح م ,د كنقط التقسيم المناظرة 
إلى م . لكن » عملياً من المناسب دائما » وبدون تسبب فى الإيام » استمال الكلمة 
« انقسام » لنشير إما جموعة الفتر ات الحزئية أو مجموعة النقط الطرفية لهذه الفترات الحرئية . 
ومن ثم تكتب (-1....,3* ,0) 22 

إذا كانت م و © تقسيمين لفترة 7 ء نقول أن © تكرير التقسيم م أو أن 0 
تكون أدق من © فى حالة كون كل فئة جزئية فى 0 عتتوية فى فتّرة جرئية اما فى /. . 
هذا يكون مكافتاً للزوم أن كل نقطة تقسي فى رز هى أيضاً نقطة تقسيم فى © . هذا السبب » 
لكتب 0 22 عندا يكون © تكرير للتقسم ل . 

- تعريف. إذا كانت م هى تقسم للفترة » فإن حاصل جمع ريمان‎ ١-4 
اشيلتجز للدالة /ر بالنسبة إلى يم والمناظرة إلى (م ,. . . ,+ ,م) - 5 هى عدد حقيق‎ 
(ع :502 ىق الصورة‎ 

الماع -(ساما(ة)] را د بز بم)و (29.1) 
قد اختر نا هنا أعداد »ت تحفق 
1 كك يي كت ١-يا‏ عند .2 1 خا 

لاحظ أنه إذا كانت الدالة م المعرفة بالتعريف ,د ح ()م ٠‏ فَإِنْ التعبير فى معادلة 

)١-54(‏ ,يثول إل 


(-»- ه)(6)/ رثآ (29.2) 
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حاصل المع (5؟-١)‏ يسمى عادة. بحاصل جمع ربممان للدالة كر المناظر للتقسيم 72 ويمكن 
تفسيره بأنه المساحة لاتحاد مستطيلات قواعدها [322. ]ا وارتفاعاتها (.5)] 

( انظر شكل 54 )١‏ . أى أنه إذا كان التقسيم 8 دقيقاً جدا ء فتتوقم أن حاصل جمع 
ريمان ( 4؟ -8 ) ينتج تقريباً إلى « المساحة تحت الشكل التخطيطى لدالة كر ى . 
وق حالة دالة عامة يم » ينبغى القارئٌ أن يترجم حاصل جمع ريمان - اشتيلتجز(؟؟ - ١‏ ) 
بأنه مشابه لحاصل جمع ريمان ( ؟ - 8 ) - باسآثناء أنه بدلا من اعتيار الطول ‏ .-.ا- .د 
للفترة الحزئية [.*..؛ ع*| فإننا نعتير بعضاً من مقياس آخر لمقدار هذه الفترة الحزئية 
أى الفرق (,_ير)ع -(ض)ع . أى أنه إذا كانت (*)ج هى م الكثلة » الكلية أو « الشحئة » 
الكلية فى الفترة [* ,ه] » فإن (-8)8 -(6)م ‏ تآدل على م الكتلة» أو م الشحنة » 
فى الفترة الحزئية [غ»* ..-*] . الفكرة هى أننا نريد أن نكون ماهرين فى اعتبار مقاييس 
أخرى مقدار فترة خلاف طؤهًا » لذلك نسمح بحواصل الحمخ ( ١-179‏ ) الأكثر عموماً نوعا ما . 


( شكل 4؟ - ١‏ حاصل جبع ريمان كساحة ) 

سيلاحظ أن كلا من حاصل الجمع ( ١-54‏ )'» ( 8-54 ) يعتمد على الاختيار ٠‏ النقط 
الوسطى »أ » على الأعداد « > > 1 .5 . أى أنه بمكن أن يكون من المناسب إدخال مدلولا 
يلعب دوراً فى إظهار هذه الأعداد . لكن » بتقديم تقسبم أدق يكون من الممكن دائماً افتراض أن النقط 
الوسطى هى نقط تقسيم . ى الحقيقة » إذا أدخلنا التقسم (مديك ,... ,دع ,ب ىر ,,«) - © 
وحاصل الحيع رم م .)6 حيث أشذنا النقط الوسطى بحيث تكون هى النقط الطرفية الى 
واليسرى على التعاقب للفرة الحزئية. » حينئذ يعطى حاصل الحمم (ع ,/:5)0 نفس القيمة 
مثل حاصل المع ( 55 - ١‏ ) . بمكننا دما افتراض أن التقسيم يقسم الفترة إلى عدد زوجى 
من الفترات الحزئية و تكون النقط الوسطى هى النقط الطرفية المبى واليسرى عل التعاقب لهذه 
الفئرات الحزئية . لكن » سوف لايكون ضروريا أن نحتاج إلى العملية التقسيمية « المثالية » » 
وسوف لانجد ضرورة. لإظهار هذه النقط الوسطى . 


ليان 


4- * تعريف . نقول إن كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فى / إذا كان يوجد 
عدد حقيق #7 محيث أنه لكل عدد 0 < ع يوجد تقسيم .2 القئرة 4 بحيث أنه إذا كانت 
أى تكرير أو أى تنقية لتقسيم .8 ء (ج ,كر :)5 هو أى حاصل جمع لريمان ‏ 
اشتيلتجز » المناظر إلى م/ » حينئذ 

ع >|1-(8 5)8:17| (29.3) 
فى هذه الخالة العدد يكون / محددا وحيداً ويرمز له بالرمز 
5 إن 
0ه 0)/ | ديه | -1 
يسمى تكامل ر مان - اشتيلتجز للدالة كر بالنسبة إلىيم فى الفترة [8 ,©] عت فى . نسمى الدالة كي 
بالدالة المطلوبة نكاملها ( تكاملية ) » وتسمى © بالمكاملة . أحياناً نقول أن كر هى م 
القابلة التكامل إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى © . ف الخالة اللاصة عندما “د > (*)م 
جد أنه إذا كانت كر قابلة التكامل بالنسبة إلى م » فنقول إن ثر قابلة لتكامل ريمان . 
قبل إظهار أى من خواص تكامل ريممان ‏ اشتيلتجز ٠‏ سنعتبر بعض أمثلة . لكى نجمل 
الحسابات بسيطة » اختيرت بعض من هذه الأمثلة محيث تكون حالات شديدة توجد 
أمثلة أكثر باتحاد الأمثلة المعطاة أسفل . 

4- #8 أمثلة. (أ) قد لاحظنا من قبل أنه إذا كانت * ح ()م فإن التكامل 
يؤول إلى تكامل رممان العادى لمساب التفاضل والتكامل الأسامى . 

(ب) إذا كانت مه مقداراً ثابعاً فى الفترة [8 ,ه] ع فإن أى دالة مر تكون قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى بم ومقدار التكامل يكون صفراً . 

( ج) بغرض أن م معرفة فى الفترة [8 ,©] ح فى بأنها 

به ><« ,0>ع(+)عم 
ك :د >ه ,1ع 
فتترك كتمرين لنوضح أن دالة كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى جم إذا وإذا فقط كر 
كانت متصلة عند © و أنه فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل هى (6)ثر . 
(د) بفرضص أن م نقطة داغلية للفترة [8 ,4©] ح- ل وبفرض أن ع معرفة بأنها 
ن > 3ع ه ,0 > (ع)ع 
١ع‏ :> 1ع 
فكتمرين نوضح أن دالة كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى يم إذا وإذا فقط كانت متصلة 
عند © من ألمين ( معبى أنه لكل 0< ع توجد 0 < (8)8 محيث أنه إذا كانت 


هه" 


(ع)8 +ع > ددع و رعيرء فتجد (ع>(ء)/-(*)/| . إذا كانت الدالة كر تحقق 
هذا الشرط » فإن قيمة التكامل هو (6) ثر . ( لاحظ أن الدالة الكاملة يم متصلة عند © 
من اليسار ) . 

(ه) بتعديل المثال السابق » نفرص أن / معرفة بأنها 

© > + > ه ,0 - رعاط 

5 > »ع2 1ع 
إن / متصلة عند © من العين وتكون دالة كر قابلة التكامل بالنسبة إلى # إذا وإذا فقط كر 
كانت متصلة عند © من اليسار . وق هذه الخحالة تكون القيمة للتكامل هى (©) /ر . 

(و) بفرضى أن يه > .© نقطتين داخليتين الفترة [6,5] ح فى وبفرص أن يم 

معرفة بأنها 

ب > ع ده إن >-(2)ع 

و02 > 2« > ره و02 - 

ا ,و ع 
إذا كانت ث/ر متصلة عند النقط ج62 .و6 © فينتج أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم وأن 

8 
(ه)إلمه -مه) + (6 )ليه حمه) - 48 1 | 

بأعذ نقط أكثر بمكتنا الحصول على حاصل جمع يتضمن القيم للدالة كر عند نقط فى الفترة ل » 
موزونة بقيم القفزات للدالة بم عند هذه النقط . 

(ز) نفرض أن الدالة كر هى دالة درشلت غير المتصلة ( مثال «٠‏ - ه ( ز)) 

المعرفة بأنها 

إذا كانت د قياسية 1 ح («)ثر 

إذا كانت * غير قياسية 0 ح 
وبفرض أن * ح ()م اعتبر هذه الدوال على [0,1]-2 . إذا كان تقسم 2 
يتكون من 8 فترات جزئية متساوية » حينئذ باختيار / من النقط الوسطى ف حعاصل جمم 
(ج يم :)5 محيث تكون قياسية وتكون النقط الباقية غير قياسية /ع! > (ج ,/ :5)2 
فينتج أن كر ليست قابلة لتكامل ررمان . 

(ح) نفرض أن كر دالة معرفة فى لم بأنها 0-(*)م,1-(0)/ عند * غير 
قياسية » 1/8 >-(2/)م حيث 7# و 2 عددان طبيعياث ليس بينبما عامل مشترك 
خلاف الواحد الصحيح . بينا فى مثال ٠.‏ - ه (ح) أن كر متصلة عند كل عدد غير 
قياسى وغير متصلة عند كل عدد قيامى . إذا كانت * - (*«)ج » فإنه كتمرين يمكن 
أن نوضح أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم و أن قيمة التكامل تساوى صفراً . 


لكا 


و؟ - 4 معيار كوثى القابلية للتكامل . تكون الدالة كر قابئة التكامل بالنسبة إلى م 
فى [8,ه] -/ إذا وإذا فقط كان لكل عدد 0 < © تقسم .0 الفترة ل محيث 
أنه إذا كانت © و © تكريرين لتقسيم .© وإذا كانت (ه ,[:5)0 و (م,/:)5 
هما أى حاصل جمع لر يمان - اشتلتجز المناظرين » فيكون 

ع >|(ع م :5)0 -(ع م :3)5| (29.4) 

البر هان . إذا كانت كر قابلة للتكامل » فإنه يوجد تقسيم ع محيث أنه إذا كانت 

0 . 2 تنقيتين لتقسيم ,ص ء فإن أى حاضل جمع لريمان -اشتيلتجز أى حواصل 

جمع مناظرة فر بمان المناظرين يحققان 2/ع >|1 --(8 ,5)0:1]| م 8/2 >(1-(8 7 :5)5| 
باستخدام متباينة المثلث » نحصل على ( 59 - 8) . 1 

وبالمكس » نفرضى أن المعيار يتسقق . لتوضح أنه إذا كانت ثم قابلة للتكامل بالنسبة , 
إلى م » فنحتاج لإيحاد القيمة لتكامله واستخدام تعريف #4 - ؟ . تفرص أن ,0 
فقسيم الفترة /#ى بحيث أنه إذا كانت © و 2 تكريرين التقسيم ,0 ء فإن 

1 >|(ع م : ©)5-(ع م بط)و| 
إستنتاجياً ٠‏ نختار © لتكون تكريراً قتقسيم و_م0 محيث أنه إذا كانث © و م 
تكريرين التقسيم .© » فإن . 
1/7 >> |(ع مر :©)5-(ع , :م)وا (29.5) 
اعتير متتابعة ((ع ,م :.5)0) لأعداد ضقيقية حصلنا علها ببذه الطريقة . بما أن +© 
تكرير للتفسيم .© حيث و < #اء فإن هذه المتتابعة لمواصل جمع هى متتابعة كو شى 
لأعداد حقيقية » بغض النظر عن كيفية. اختيار النقط الوسطى حسب نظرية ٠١-95‏ » 
تعقار ب المتتابعة إلى عدد حقيق ما بك . 


ومن ثم » إذا كانت 0 < ع ؛ فيوجد عدد سميح /2 محيث أن 8 > 2/3 وأن 
2 > إرة -(ع ثم ز»5)©9| 
إذا كانت م تكريرا التقسيم :0 ء فإنه ينتج من تكوين العقسيم م0 أن 
2/ > 1/437 > إ(ع م :©)5 -(ع 85 :©) دا 
ومن ثم لأى تنقية 2 التقسيم ,0 وأى حاصل جمع لريمان واشتلتبز المناظر تحصل هل 


ع >|1-(هع ,, :ط)و| (29.6) 
هذا يعبت أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج ق الفترة / وأن القيمة هذا التكامل 
هر ل . وهو المطلوب إثباته 


/اه؟ 


بعض خواص التكامل : 

تنسب الخاصية الآتية أحياناً إلى اللطية الثنائية لتكامل ربمان _اشتلتجز . 

4؟- ه نظرية. )١(‏ إذا كانت كر و ول قابلين للتكامل بالنسبة إلى م فى 7 » وكان 
8 ,0 عددين حقيقيين » فإن يك + وكره تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى م فى / وأن 


مه 1 أهجهة .1 إ» -هة وم جرزه) .| 29-0 
(ب) إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى د 2دج فى / » وكان 8 ,» عددين 
حقيقبين » فإن ثر تكون قابلة لتكامل السب إلى مه8 +رعه - ع ق ة وأن 


مه ىا إن 
مه [قخيهة ] بإء- هه ]| 29.8 
البرهان . )١(‏ نفرض أن 0 < 8 وتفرض أن (20,... ين ,مء) عبط اع 
نسلا ...رولا وولا) درم تقسيمين للفعرة [5 ,ه] ع در محيث أنه إذا كانت 0 
تكريرآ لكلتا وم و و » فإنه لأى حواصل جمع ريممان واشعلتجز المناظرة » يكون 
ع>أ(ع ,ظ:©)5-5| ,ع>إ(ع.م :©)5-,1| 
بفرض أن ,2 أى تقسيم الفترة ف/ لأى هى تكرير لكلتا يرط و ول ( ثال ذلك » 
هم كل نقط التقسيم ى و و ,ل لتكوين .2 ) . إذا كانت © تقسما لفتّرة في بحيث 
أن © ح,ط » فإن كلنا الملاقتين فى أعلى لا تزال سحيحة عند استخدام نفس النقط 
الوسعلى نحصل بو ضوح 
(8 +12 ©)85 +(ع مر ©)5ه > (ع ,رو]ق جره :5)0 
ينتج من هذا ومن المتباينات السابقة ان 
|((8 در 801-50 +1( ول 0 --:1)| - إرع و8 + أنه 5)0 -812 + ]| 


ع(|86|+|») ع 
هذا يبرهن أن 572 + وتمه هو تكامل ك8 + ركه بالنسبة إلى مم . مما يثبت جزه 
(أ) ء برهان الحزء (ب) يكون مائلا وسيترك فقارىء . وهو المطلوب إثباته 


توجد خاصية جمعية مفيدة أخرى ممتلكة بواسطة تكامل ريمان اشتلتجز . أى » 
بالنسبة للفرة الى فيها يكون التكامل ممتدا ء ولكى محصل عل النتيجة الآثية لمخم 
الصورة للماية ألى قدمت فى تعريف 74 - ؟ . نوعاً من الباية أكثر تقييداً يتطلب المتباينة 
(5-19) لأى حاصل جمع لريمان - اشتلتجز المناظر التقسيم ‏ (مد, . . . ,بد ,رب) -8 
حيث أن 
ش (08 > البسك> 3و ٠‏ ولا” مك3 روكةت رند) وناو > إإطزر| 


هة؟ 


هذه الصورة للهاية تستخدم غالباً لتعريف تكامل ريمان وأحياناً تستخدم لتعريف تكامل 
ر مان اشتلتجز 1 لكن 2 يستخدم م لفون كثير ون التعر يف الذى قدمتاه » والذى ير نعم 
إلى س . بولارد ء لأنه يوسع بدرجة بسيطة فصل الدوال القابلة قتكامل . كنتيجة ذا 
التوسيع » تكون النتيجة الآثية صحيحة بدون أى قيود إضافية . انظر تمرينات 8؟ - ب داص. 
5-4 نظرية . (أ) نفرضص أن 8 > »ع ك 4 وأن كر تكون قابلة التكامل بالنسية 
إلى ع فى كلا الفتر تين المزئيتين [5,©] و [6 ,4] . إذن ثر تكون قابلة للتكامل بالنسية 
إلى جه ف الفترة [8 ,4] ويكون 
]1 ]+هةر 1 1 (29.9) 
(ب) نفرضص أن ث/ قابلة التكامل بالنسبة إلى بج فى الفترة [8 ,4©] ونفرض أن 6 
تحفقق 5+8 © . فينتج أن ثر قابلة التكامل بالنسبة إلى بم ف الفتر تين الحزرئيتين 
[6] ء [©,2] وأن قانون (5؟ - ) يظل صميحا . 
البرهان . (أ) إذا كانت 8<0 ٠»‏ نفرص ,2 تقسيم الفترة [© ,4] حيث أنه إذا كانت 
"م نكريرا التقسيم 14 » فإن المتباينة ( 784 ب #) تظل سميحة لأى ححاصل جمع 
ررمان - اشتلتجز . نفرض أن يس هى التقسم المناظر للفترة [6,8] . إذا كانت ,2 
هى التقسيم للفترة [4,5] المكون باستخدام نقط التقسيم فى و صر ء وإذا كانت 
2 هى تكرير للتقسيم و ء فتجد أن 
(ع 5 :”5)8 +(ع ,ز:'5)6 د رع 1 :60)د 
حيث ”او "ل تدلان إلى تقسيمى [5 ,©] و [20,6] المستنتج بواسطة لم وححيث 
تستخدم النقط الوسطى المناظرة . لذلك » نحصل على 
| همك-عه ] جعهر ]| 


م2> | وم م)ى-ههر] |+| © ؟ :0)ك-عة 1 | | > 
ينتج أن كر قابلة للعكامل بالنسبة إلى يم فى [8 ,2] وأن القيمة لسكاملها هى 
عه ] خهة 1 | 


(ب) سنستخدم معيار كوثى 78 - 4 لتيرهن أن كر تكون قابلة البكامل فى [© ,4] . 
بما أن ثر قابلة التكامل فى [5 ,4] » فبأخذ 0 < 6 يوجد تقس 0 الفترة [ 8,©] 
محيث أنه إذا كانت © و © تنقيتين للقم ,© »© فإن علاقة (4م - 4) تظلقائمة لأى 


"65 


حاصل جمع ريمان - أشتلتجز المناظر من الواضح أنه بمكننا افتراض أن النقطة © تنتمى 
إلى تقسيم .0 ء ونفرض أن :0 تقسم الفترة [ ,4] ويتكون من هذه النقط للتقسيم ,0 
الى تنتمى إلى [©,4©] . نفرض أن 0 ,2 تقسمان للفترة [© ,4] اللذان هما تكريران 
للتقسيم م “0و نحصل على امتداديهما التقسيمين © و 7 للفترة [8 ,4] باستخدام النقط فى 
.0 الى تنتمى إلى الفترة [5 ,6] . بما أن 2 و ل تكريران التقسيم ,0 » فينتج أن علاقة 
(4؟-غ ) تظل قائمة » لكن » مزالو اضح من حقيقة كون © و © متطابقتين فى [6,8] 
ذلك » إذا استخدمنا نفس النقط الوسطى ء نجد أن 
ع > إ(ع ,] ؛ ©)5 - (ج كر :2)و | إ|ر(ج ,, :5)0 -(ع ‏ :2)وا 

إذن » معيار كوثى يثبت قابلية التكامل للدالة كر بالنسبة إلى ع فى الفثرة المرئية [© ,4] و نفس 
المناقشة تستخدم أيضاً للفترة [8 ,6] . و بإثبات هذه القابلية للتكامل فإن جزء (1) يثبت 
سمة القانون ( و؟ - و) . 

حيث أننا لم نستبدل الدورين التكاملية كر والمكاملة م » فر مما لا مخطر على بال القارىء 
أنه ر بما يكون من المسكن عمل ذلك . و بالرغم من أن النتيجة الآثية ليست بالضبط مثل « قانون 
التسكامل بالتجزىء » لساب التفاضل والتكامل ؛ فإِن النتيجة متقاربة ونشير إلبها عادة بذلك 
الإسم . 

4 - ؛ تكامل بالتجزىء . تكون دالة كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فى [8 ,4] 
إذا وإذا فقط م كانت قابلة التكامل بالنسبة إلى /ر فى [5 ,2]. فى هذه الحالة يكون 


' (0(8)0)]- (6)ع(5)] - إلع ]+ 1 | (29.10) 


البرهان . سنفرض أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى مم . نفرض أن 0 < ع ونفر ض 
أن ,5 تقسي الفترة [8 ,6] محيث أنه إذا كانت © تكرير! التقسيم ,2 » (8 ,5)0:7 
هى أى حاصل جمع ر يمان - اشتلتجز المناظر » فينتج 


#>إعة ]| -9 ز:ه)د| (29.11) 
الآن نفرض أن تكرير التقسيم .2 ونعتبر ححاصل جمم ر .مان - اشتلعجز (/ ,8 :5)2 


المعطى بأنه 
((د :)1 - (انالق)ء بل - (زيع زم)د 


حيث ,رك يع > عد . نفرض أن لملا و . . ودلا ره(إ) > 600 تقسم الفرة [8 ,4] 
الى حصل علييسا باستخدام كلتا يت ٠‏ ع كتقط تقسيم غ ومن ثم >< > بولار ع 


6 


0خ © أجمع واطرح الحدود (حبرلا)ع(ء22)ز/ عند 71 ,...,1 ,0< إى 
(ر,ج :)5 واعد الثر تيب لتمصول على 

السروع -(در)عالمه)1 يل -(م)و(ه)1-(ط)ع (1)0- ربع :هد 
حيث تختار النقط الوسطى +37 محيث تكون التقط :3 إذن تحصل على 

(8 ,1 : ©)5- (م)ع (ه)] -(0)ع (0)] - ([ ,ع :)5 

حيث التقسم (رون , . , . .ذلا وولا) - © 
تكرير للتقسيم .م حسب قانون (86 - )١١‏ » يكون 
زهه, | -م)ءدم)1- زمودةر!- وبع نمك | 


86 


بشرط أن طم تكرير للتقسيم ,م . هذا يبرهن أن ج تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى / 
فى الفترة [8 ,6] مما يئبت قانون ( 9؟ - )١١‏ وهو المطلوب إثباته . 


تعديل التكامل : 

عندما يكون الدالة المكاملة م مشتقة متصلة » فن الممكن ومن المناسب غالباً أن نستبدل 
تكامل ر بمان - اعتلتجز بتكامل ربمان . نقرر الآن صحة هذا الاخيز ال . 
قابلة للشكامل بالنسبة إلى م » قان حاصل الضرب “يم ث/ر قابل لتكامل ر يمان 


16 | دعة 1 | (29.12) 

البرهان . الفرض يدل أن © معتصلة بانتظام فى ”/ى . إذا كانث 0 < ع » فتفرض 
أن ( ...5 ,و<) 5 تقسم فى بحيث أنه إذا كانت يتم و ,نم تنسمى إل 
[* ,:-ءن] فيكون ع > |(ءي)'ع -(,5)'ج| . نتعتبر الفرق بين حاصل جمع ر يمان - 
اشتلتجز (ع ور :)5 وحاصل جمع ر يمان “زر :)5 ء باستخدام نفس النقط الوسطى .© 
لإجرأء هذا نمحصل على حاصل جمع لحدود فى الصورة 

(حد - ع5(8')5(]0)] - ((_)ع - (يد)ع](ة)] 
إذا طبقنا نظرية القيمة المتوسطة 70+ على بم »© فيمكننا كتابة هذا الفرق فى الصورة 
( د - )[(ج)اع -(5,0) 1252018 

حيث ل نقطة ما فى الفترة[يد ,,_,«] . با أن هذا الحد يكون مسودا (ومسيطرا) 
بالكية (-يد - .) || ع فنسعنتج أن 


كس 


(ه-ث6) ااا ء > ارعز :)5 - رع زررط)و| 
حيث التقسم 4/2 يكون دقيقا بدرجة كافية . بما أن التكامل فى الطرف الأيسر من (9؟-؟9١)‏ 
موجود وهو ألباية لحاصل جمع ريمان - اشتلتجز (م ,كر:)5, ء فنستنتج أن التكامل فى 
الطرف الأيمن ( و؟ - ١١‏ ) موجود أيضا وأن التساوى يظل صحيحاً . 
وهو المطلوب إثباته 

لامتداد هذه النتيجة » أنظر نظرية ١8-6٠‏ . 

- 4 أمثلة . (1) ينتج من النتائج التى ستبر هن فى باب .م أن الدالة + ب (©) كر 
قابلة للتكامل بالنسبة إلى © ع (*)ج فى [1 ,0] ح ”ل . وبفرض هذا » فإن نظرية 99م 
توضح أن 
3 مد مه 2 ١ع‏ | ل زتعافع | 


( قد استخدمنا هنا نتائج من حساب التفاضل والتكامل الى سنبر هن فى باب )7٠‏ . 
(ب) إذا استخدمنا نظرية 88 - 7 افتكامل بالتجزىء للدالة الموجودة فى (1) » 
نحصل على 


3 ه 
(ج ) ينتج من نتائج ستبرهن فى باب 7٠١‏ أن + هفه > (<)ر قابلة تلتكامل بالنسبة 
إلى ثر ف الفترة [2/2 ,0] ح /ى . بفرض هذا ء نحصل على 


1-4 - دل ]| تبر - (4)2 7 


+ 5/12 5/2 
| |( ملق)لت بعل عدوم عد وله ]| > هله)4 عون 1 
( د) إذا استخدمنا نظرية 4؟ - ١‏ للتكامل بالتجزىء إل جزء ( ج ) نحصل على 
2/” 2 2/* 
(عد منهة) عد دزو ]- 2( مته) - (د مم4 عد مزه ١‏ 
ومن ثم ينتج أن 
1 8 *(< صلة)؛ > (عر منو) ل ع م 

(ه) نورد أكبر دالة سميحة فى # إلى #» الى نرمز إلا بالرمز الخاس [.] 
والمعرفة بأنه إذا كانت 8# ع د ء فإن [<] هى أكير عدد صحيح أقل أو يساوى * . ومن 
ثم 3--[2.5-],2-[3,]6-[ج] . يحب على القارىء عمل رمم تخطيطى هذه الدالة 
وملاحظة ألها متصلة من المين » يقفزات مساوية للواحد الصحيح عند الأعداد الصحيحة . 


5 


ينتج أنه إذا كانت ث/ر دالة متصلة فى [5 ,0] ء فإن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى 
[0,5]ع» م [«ّ ع («)ع » وأن 
10ج - لماه صر | 


(ف) ينتج من باب .م أن #2 (*)م قايلة لتكامل بالنسبة إلى كلعا 
[+] ع («)رع و <-(2+)بيم على [0,5] . لذلك فهى قابلة للتكامل بالنسسية إلى 
[<1+ + -(+*)ع ويكون 


407 2 0 م زوم عل 1 


7 424 22+324 +123 +153 
تمريد نات : 
وم - (أ) إذا كانت ثر ثابتة فى الفرة [5 ,4] ٠»‏ فإلبا قابلة للسكامل بالنسبة إلى 
أي دالة وأن 


(لم)ع -(6)ع)()1- هه ] | 

9؟ -(ب) إذا كانت يم كافى مثال و - م (ج) »ع أثبت أن كر قابلة للتكامل 
بالاسبة إلى جم إذا وإذا فقط كانت ثر متصلة عند © . 

9 - (ج) بفرض أن م معرفة فى [0,1]-5 بأنها 0 - (*)ع عند 3 ك + ك 0, 
1 ع (<«)ع عند 1 ك5 * > ف . أثبت أن ثم تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى م فى 7 إذأ 
و إذا ففط كر كانت متصلة عند ل من المين . فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل هى ( 4)ث/ر . 

4؟ > (د) وضح أن الدالة عر ء المطاة فى مثال م - م (ح) قابلة لتكامل 
ررمان فى 5 وأن القيمة لتكامئها هى صفر . 

وم - ره) إذا كانت كر قابلة للعكامل فى [5 ,4] بالنسبة إلى كر » فإن 


7( -*((ط)/) - زه 1 | 


(1أ) أثبت هذا باختيار حاصل جمع ر يمان - اشتلعجز لتقسيم ‏ (-2,... ,ع ,,) اط 
الذى نحصل عليه بأغذ ,د يي و ,يدم 

(ب) أثبت هذا باستخدام نظرية التكامل بالتجزىء و؟ - ١‏ . 

9 - (و) أثبت مباشرة أنه إذا كانت كر أكير دالة أعداد صميحة [2]-(2)/ 
المعرفة فى مثال ؟ -- 4 ( ج) » فإت كر ليست قابلة التكامل بالنسية إلى كر فى الفترة [2 ,0] 
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4 - (ز) إذا كانت ثر هى دالة قابلة لعكامل ريمان فى [1 ,0] © فإن 


() مسدى] 
9 - (ح) وضح أنه إذا كانت بم ليست قابلة للتكامل فى [1 ,0] ». فإن المتتابعة 
للمتو سطات 


ر مما تككون أولا تكون تقاربية . 
14 - (ط) وضح أن الدالة # » المعرفة فى 8 بأنها # ح (ع)مم عند م قياسية » 
0 > («)ظم عند مد غير قياسية » ليست قابلة لعكامل ريمان فى كر . 

9 - (ى) بفرضص أن ثر قابلة لتقابل ريمان فى [6,8] . إذا كانت يكر دألة فى 
[6.©] إلى 8 عبحيث أن (3) /ر ع (*)كر ماعدا عددا محدودا من نقط فى [4,8] » 
أثبت أن ور قابلة لتكامل رممان وأن 

.ا 


أى أنه بمكتنا تغيير القيمة لدالة قابلة لعكامل ريمان - أو نتركها غير معرفة - عند عدد 
مجمدود من نقط . 

9 - (ك) أعط مثالا لتوضيح أن الاستنتاج الثمرين السابق ربما يفشل إذا كان العده 
النقسط المستثناة لا نهائيا . 

4 - (ل) بفرض أن (ط,م)عء وبفرض يم معرفةعل 2,81] بألها 
0-0( # 1عنم)نخ عند ع#اع ,[طريم]ء .” إذا كانت 2 جد زط ,ه]:] 
متصلة عند © أثبت مباشرة أن كر تنكون قابلة لشكامل بالنسبة إل # » وأن # تكرون 
فابلة نتكامل بالنسبة إلى كر وأن 


ديه ]| دععة 1 | 
4 - (م) نفرض أن ثر قابلة لشكامل بالنسبة إلى م فى [6,8] . إذا كانت 
© < [8 ,0]:,م محيث أن (م)ع - رجارع باستثناء عدد محدود من نقط فى (8 ,6) الى 
عندها كر تكون متصلة » فإذن كر تكون قابلةللتكامل بالنسبة إلى وم وأن 
عه ]| -دعة1 | 
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وم - (ن) نفرض أن م متصلة فى [4,8] » وأن (*)ع< * موجودة ومتصلة 
فى (4١[5,ه]‏ » وأن الهايات بطرف واحد 
(«اع مستا دبء)اع ‏ ,(عام سناء ماع 


موجودة . إذا كانت كر قابلة التكامل بالنسبة إلى م ف[ ,©] » فإن “كر بمكن تعريفها 
مند © بأنها قابلة نتكامل ر بمان فى الفترة [5 ,©] وبحيث أن 


16] -هة1 | 


( ارشاد : اعتبر حمرين 77 د ن). 
89 - (س) إذا كانت كر قابلة لتكامل ريمان فى [5,5-] © أثبت أن ثر 
قابلة للمكامل بالنسبة إلى | | - ()م وآن 


ال-1 ]له 
وم - (ع إذا كانت ...ىع -م ا تقسيم لفارة [4,6] > ل ء 
وبفرص أن || || معرفة بالتعريف 
إلى ...و2 1 ح :ود - بحا دده > لإضزا 
فإننا نسمى || 2 || السود التقسيم 2 . نمرف ثر بأنها قابلة لعكامل - (ه) بالنسبة إلى 
8 فى لي فى حالة وجود عدد 4 بالخاصية الى تقول أنه إذا كانت 0 <6 فإنه يوجد 
0< (ع)ة محيث أنه إذا كانت (5[>8)6ل| وإذا كانت (8 /:5)5 أى حاصل 
جمع ر يمان - اشتلتجز المناظر » فإن ع>[4-زع رر:)5| . إذا كان هذا يتحقق فإن 
السددم يسمى تكامل - (0) قدالة ثر بالنسبة إلى مم فى /ى . وضح أنه إذا كانت ر 
قابلة للتكامل - (») بالنسبة إلى مج فى /م ء فإن كر تكون قابلة فتكامل بالنسبة إلى م 
( ممنى تعريف و٠‏ ب ؟) وأن القيم هذء التكاملات تكون متساوية . 
وم - (ف) بفرضص أن م ممرفة فى 4 كا فى أمرين 4م اج وضح أن دالة 
محدودة عر نكون قابلة للعكامل - (ه) بالنسبة إلى م بمعى المّر ين السابق إذا وإذا فقط كانت 
كر متصلة عند #4 حيث القيمة لعكامل - (ه) هى ( #4)/ . إذا كانت 8 معرفة بأنها 
,ذ> »ع0 ,0-(0)ما 
1>*>ة ,1ع 
فإن / تكون قابلة لتكامل- ( ») بالتسبة إفى يم فى [0,4] وق [11]) لكن 
ليست قابلة لتكامل - ( ») بالنسبة إلى بج فى [0,1] . ومن ثم ريما تفشل نظرية 
و - و (1) اتتكمل - (ه). 


5 


٠‏ - (ص) نفرض أن ح (2)م عند 7ع . وضصح أنه يوجد لله المكاملة 
دالة كر تكون قابلة للتكامل بمعبى تعريف #4 - 9 إذا وإذا فقط كانت قابلة لتكاءل 
- (ع) بمعى مفهوم تمرين 89 سا ب . 

14 - (3) يفرض أن ثر قابلة لتكامل ريمان فى /م وبفرض أن 0 < (<)ثر 
عند ل©* إذا كانت كر متصلة عند نقطة رج وإذا كانتت 0< ميم ء. 
فيكون 

6 


4 - (ر ) بفرضص أن ثر قابلة لتكامل ريمان فى ”ل وبفرض أن 0 > («)يمر عند 
7©*. وضح أن 
0 


(أرشاد : لكل 6ع »ء نفرصس 4172 هى الأتفال لفثة النقط ذع* محيث أن 
< (نتاثر واستخدم "مرين -01١(‏ ن) . 


مشروعات : 


٠‏ - © يستخدم التوضيح الآنى أحيانا كتقريب لعكامل ريممان - اشتلتجز . عندما 
تكون الدالة المكاملة يم تزايدية باطراد فى الفترة فى . ( هذا التطوير له الميزة الى تقول أنه 
يسمح لتعريف التكاملات العليا والسفق الى تكون داكما موجودة لدالة محدودة م . لكن » 
له عيب وهو أنه يضع قيداً إضافيا على بم و ميل لمدش الثائل بدرجة ما لتكامل ربمان ‏ 
شتلتجز المعطى بالتكامل بالتجزيء نظرية ( ١9‏ - 7) . إذا كاقت (مد,. .. ,ب رر») دم 
تقسما للفترة [5 ,©] ع قل وأن ثر دالة محدودة فى ل فنفرغى أن رك و ,70 معرفتين 
بأنهما الأدنى والأعل الدالة (بد > + > ,_ند: (0)/) على اللر تيب بالنسبة التقسيم م » عرف 
حاصل الجمع الأصفر وحاصل المع الأعل للدالة كر بالنسبة إلى يم كايل : 


((-بة) ع - (ب3) ع )باو 2 2 :0ط 


0 ماع - (و0ع) 30 را دع :)نا 


(!) إذا كانت (م ,ريم)5 أى حاصل جمع ر يمان -اشتلتجز المناظر إلى م » فإن 
(8 .1 :)10 ك رع زم زط)5 > رع ,[:1.)0 
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(ب) إذا كانت 0 <ع فإنه يوجد حاصل جمع ربمان - اشتلتجزر (م ,/:ط)رى 
لناثر إلى م حيث أن 
ع +(8 1.)6:5 ع (ع ِ 502 
:أن يود عاسل جنع ريعات - اقطتوز ( 50:15 الناظر إلى ل محيث أن 
(ه :5)ء5 ع ع -(ع 6:7)نآ 
(ج ) إذا كانت © و © تقسيمين الفترة 4 وكانت © تكريرا التقسم م رأى 
أنذ» وحم ) » فإن 
(© 15:©)ن1 > (ع ,1 :11)0 > (0:78).آ كع (ع ,[:ط)لآ 
(د) إذا كانت رط و و2 أى تقسيمين للفترة فى » فإن (ع ,/ :,17)5 > (ع ب :,ط).آ1 
[ارشاد : أفرضصش أن 0 هو الشسي اللي يكون تكريرا لكلعا وم و ارش 
واستخدام (ج) 1 . 
(ه) عرف التكامل الأدنى والتكامل الأعل لدالة كر بالنسبة إلى بج ليكونا على 
اللر تيب 
((8 ,1 :5)آ) صده > (ع ,]مآ 
((2 0)5:75]) مذ - رع ,)نا 
هنا يؤخذ الأعلى والأدنى على جميع كل تق تقسيرات ه الفثرة قي . أثبت أن ( ,)نآ > (ج ,1.6 
(و) وضح أن ثر تكون قابلة العكامل بالنسبة إلى الدالة التزايدية مم إذا وإذا فقسط 
كان التكامل الآدنى والتكامل الأعل المذكور فى ( ه) متساويين فى هذه الحالة تكون القيمة 
المشتّركة طذين التكاملين مساوية إلى 


1 
وضح أن حر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى م إذا وإذا فقط تحقق شرط ريمان الآتى وهو 
لكل 0 < م يوجد تقس ل بحيث أنء >( ,1 :8)ة -(2 ,] ه)نا 


(ذ) إذا كانت كر و كر محدودتين ى لل ء فإن العكامل الأدنى والتكامل الأعلى 
للدالة وك ع4 كر يحققات 


.(8 مدل)مطآ +( .]اط عد (ع مول :)سآ 
(8 وو[) لآ +(ع )لآ _- م مو + )نآ 
أثبت أن تلك المتباينة الدفيقة بمكن أن تظل سصحيدة فى هذه العلاقات ‏ 


وم - 8 هذا المشروع والمشروعان الآتيان تقدم وتدرس عائلة هامة من الدوال الى ها 


يذ 


م تغير محدود» قى فترة مدمجة . نفرض أن 8# < [8 ,ه]:/ معطاة » إذ! كانت 


(8 تن >٠٠ ١>‏ رن >> و« عدهو) دم 
تقسما للفترة [8 ,»] » نفرض أن (0)رن معرفة بأنها 
يل 


إذا كانت الفثة ل[ 5(:8),ت)1 تقسرما للفترة [8 ,]4 محدودة » فنقول أنثر لا ثغير محدرد 
فى [4,5] . المجموعة لكل الدوال الى لها تغير محدود فى الفترة [2 ,©] يرمز الها بالرمز 
([5 .ه])لا8 أو بالرمز [م ,]8190 2 . إذا كانت [م ,ه]/اعم . فنجد أن 

صب(ط)بد جد - [] به]/ا تقسم (م ,م] " 
نسمى العدد [م ,]16 التغير الكل للدالة كر فى [8 ,4] . أثبت أن اكاك 
إذا وإذا فقط كانت ث/ر دالة ثابتة فى [8 ,4] . 

)1غ( إذا كانت #8 <[ط ,ه]:م وإذا كانت © و 2 تقسيمين لفكرة [6,5] .. 
وإذا كانت ©د<م » أثبت أن(0),: < (ط)ره . إذا كانت عم © وضح 
أنه توجد متتابعة (,5) لتقسمات الفترة [8 ,©] يحيث أن ((,)ره) مضا - [ظ ,ه]/ا 

(ب) إذا كانت كر دالة تزايدية مطردة فى [8 ,©] » أثبت أن [6837]4,5/ وأن 
(©)ر-- (ف)ثمر ح [5 ,ه]مر 7 . ماذا إذا كانت كر دالة تناقصية باطراد فى [8 ,4] ؟ , 

(ج) إذا كانت 8< [ط.ه]:م تحقق شرط لبشتز إسر .| كة > إ(ر)ع-()ه| 
لكل بر,كة فى [5 ,ه] » أثيت أنه [ط به]لاهعع وأن (م-(م)كة ع زط به]رلا 
إذا كانت 4ق ك («)'م لكل [4,5ه]عءع » فإن [((,م]لاظهعيم » 

(ه - )34 كع اط به إلا 
لكن ء اعتور يو/. -(ه) ف [0,1] 

(د) إذا كانت 8 +[0,1]:/ معرفة على 0 ح (*<)لر عند 0 س بجراء 
(*/1) هاه > (:)م عند 1 ك << > 0 . أثبت أن كر ليس لا تغير محدود فى [0,1] . 
إذا كانت م معرفة بأنها (*) كد > (*«)ع عند [1 ,0] ع بداء أثبث أن م متصلة وليس 
لا تغير محدودى [1 ,0] . لكن ء إذا كانت 8 معرفة يأنها () كر 2 ع («)ي/ عند 
[6]0,1* أثبت أن #ليس طا تغير محدود فى الفترة [0,1] . 

(«) إذا كانت إم يم]/ا8عم وضح أن [(يم]/ا+|(0)ر| > (()/| لكل 
[طبم]ء» ء بحيث أن كر ليست عدودة فى [5 ,ه],9+ إلمار| > ,ام ء [5يه]-1 


(د) إذا كانت عرع» و [56يه]/87عع,م وضح أن #+/ و كرت تنتميان إلى 
[5 ,]81 وأن 
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الطبعاما |ء|-[طمهاب/ا 
[طبه]ءلا +[5,ه]رلا ع ((ة عاءمىلا 


وإذن يكون [5 ,ه]8177 قيمة فراغ الدوال . 
(ز) إذا كانت [881]6.8 5 أثبت أن حاصل ضرب جم كر ينتمى إلى 
[5 ,ه] 87 وأن 
(6 به ]”؟ ااع|| + [ط بها" ,ااا ع [8 بعالا 
وضح أن خارج قسمة دالتين فى [8 ,]817 رما لا ينتمى إلى [0,5] 87 . 
(ح ) أثبت أن -الراسم [ق ,ه]ا ممم فيس عموديا على متجه الفراغ [6 ,]817 »؛ 
لكن الراسم 
[5 به]/ + |(ه)م| > عو|ر||+ز] 
عمودى على هذا الفراغ . 
و؟ - ب نستمر فى دراستنا لدوال ها تغير محدود فى فترة *8 2[ ,ه] 
)0 إذا كانت [ث ,]89 عم وإذا كانت (6,5)ع 6 »ء أثبث أن القيرد عل 
بر إلى [©.6] ٠‏ [5 ,6] ها تغير محدود فى هذه الفترات وأن 
[طن]لا +لء بعالا -[ط مهالا 
وبالمكس » إذا كانت © + [ط به]:ع بحيث أنه لبعض (5 ,)ع نجد أن( .ه]/81 86 » 
[ 710 8ةء م فإ [م ,ه]17 8ع 
(ب) إذا كانت [5.م]لا8عم 2 ع فتمرف [+«به]" -(<)رم عند 
[قيه)ء د اع 0-(ه)بم أثبت أن بم دالة تزايدية فى [4,6]. 
ج22 لاحظ أنه إذا كانت ( > رز > + ع ى ٠‏ فإن 
1ن دالا ع («)] -(0)] 
أثبت أنه إذا عرفنا («)] - («)رم - («)به عند [ط بو]ع عد ء فإن عر تكون دالة تزايدية . 
١د‏ أثبت أن دالة © ح [ؤ به]:/ تنسى إلى [ظ ,ه]817 إذا وإذا فقط كانت عبارة 
عن الفرق بين دالتين منز ايدتين . 
6 إذا كانت [8 .ه]8177عم/ متصلة من المين عند النقطة (8,ه]عهت © وإذا 
كانت 0 < ع »ء أثبث أنه يوجد ل) < 8 وتقسيم حيث أنه إذا كانت 
(0 ع يد >٠٠ ١>‏ رباع غ) - 0 


تفسما دقيقا كافيا فى الفترة [8 ,6] حيث 8 > 6س ء فإن 
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[8 دنا + ءؤ > إل[ - ()/| ١‏ م > 46-[ط يه]/ 


ومن ثم ينتج أن 
ع >> اط معداا -[5 ,عانا - ل نالا 
وضح أن ثر متصلة عند [6م]ءء » إذا وإذا فقط كانت بم متصلة عند م . 

(د ) استنتج أن دالة متصلة 8 < [06 ,ه]:/ تنتمى إلى [85 ,]87 إذا وإذا فقط 
كانت الفرق بين مز ايدتين متصلتين . 

4 - 8 برهن ليبيج على أن دالة طا تغير محدود يكون لا مشتقة عند كل نقطة ريما 
ماعدا نقط ألفئة « مقياس صقر » البرهان هذه النتيجة صعب نوعا ما وسوف لا يلخص هنا » 
لكن سوف تحصل على بعض خواص أكثر اثل هذه الدوال . 

(!) إذا كانت [م,ه]/81ع/] وإذا كانت(6,م)ع 0 ء فإن نهاية الطرف الأبمن 
وجاية الطرف الأيسر للدالة “/ر عند © موجودتان . هاتان البايتان متساويتان رما ما عدا 
النقط #موعة عددية من نقط فى الفترة [8 ,14 . 

(ب) إذا كانت (,/) متتابعة لدوال متصلة فى [8 ,7]4هوكانت نتقارب فى [5 ,4] 
إلى دالة كر » وضح أنه لا ينتج أن ثر تنتمى إلى [2 ,4] 81 . 

(ج) نفرضص أن (ب/ر) متتابعة فى [8 ,87]4 ومتقاربة عند كل نقطة الفترة [8 ,4] 
إلى الدالة كر » ونفرض أنه عند بيض 0 < 84 يكون 24 > [5 ,]7 لكل لالع ” أثبث 
ان كر تنسى إلى [817]6,8 وأن )يرع [ز,م] . 

( د) نفرضس أن (يكر) متتابعة فى [8 ,81/]4 بحيث أن 

0ح يمام -1|| عند صمح وروص 
أثبت “أنه توجد دالة [م ,]810 عم بحيث أن 
0ح ء.و|] - || عند مه حدم 

(ه) نفرض أن (ركر) مابمة لدوال متزايدة باطراده » معرفة فى [4,8] - / 
بحيث أن 36 > :|| لكل 6ع« . استخدم المملية القطرية الحصول على متتابعة جزئية 
(يع) الدالة (وكر) بحيث تتقارب لكل عدد قياسى / فى [4,8] . عرف 

((ماج) سناع )ع عنه [5يه]ص 0©ء, 
أثبت أن مم متزايدة فى [5.ه]م0 . تعرف مم عند (8,م]ع*- كهاية الطرف 
الأعن )ع ...سنا ممع أثبت أنه إذا كانت (5 ,ه]عء هى نقطة اتصال الدالة بم فإن 
(©)بجع عصنا - (ء)ع ويما أنج للا على الأكثر مجموعة معدودة من نقط عدم الاتصال فإنه 
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بمكن استخدام تطبيق للعملية القطرية أيضاً محصول على «تتابعة جزئية (وم) للمتتابعة (8) 
الى تتقارب فى كل مكان من [5,©] . 

(و) باستخدام جزء ( ه) ء أثبت النتيجة الآثية » المسياة بنظرية اختيار عيللى . نفرض 
أن (ر) مجايمة لدوال فى [5 ,]81 محيث أن 2 > .و|]]]| لكل لازع م فإذن توجد 
متتابعة جزئية للمتتابعة (كر) وتتقارب عند كل نقطة فى الفترة [5 ,4] لدالة [8 ,ه]8197 © ] 
حيث عندها يكون ك1 > بواامرا| 


الباب الثلاثون ‏ وجود التكامل : 
كوا فى الباب السابق بعض خواص مفيدة لتكامل ربمان - اشتلتجز . لكن ؛ لم توضح 
للآن إثبات وجود التكامل لدوال كثيرة جد . 
سر كز فى هذا الباب أهتّامنا على دوال متكاملة متزايدة باطراد ع مم أن معظم ما تعمله 
يمكن امتداده إلى دوال 8 التى لها تغير محدود فى فترة [5 ,6] ح ل بمعى أنه يوجد ثابت 
0 < 84 محيث أنه إذا كانت 
)3 ...216 رو*) دصر 
أى تقس للفترة فى ٠‏ فإن 
4 ك |(-بد)ع -(,)ع| ْ (30.1) 


من الواضح أنه » إذا كانت ع متزايدة باطراد » فان حاصل الجمع فى ( )١ - ١‏ يعتبر 
تلسكوبيا ويمكن أخذ (6)ج ‏ (8)ج ح كه . ومن ثم دالة متزايدة باطراد يكون ها تغير 
محدود وبالمكس بمكن توضيح أن كل دالة ا تغير محدود هى عبارة عن الفرق بين دالثين 
مز ايدئين . ( أنظر مشروع 9م س 1) . 

سنكبت أولا نتيجة قوية جدا . 

وم - ١‏ معيار ريمان لقابلية التكامل . نفرض. أن 2,81 ] - ثى وأن ج متزايدة 
باطراد فى ه . دالة © ج :م تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى م فى الفترة /# إذا وإذا فقط 
فإن كان يوجد لكل 0 < ع تقسيم ع2 الفترة فى حيث أنه إذا كانت (ير ,... :6 ون#) سوط 
تكريرا للتقسيم يم ء فإن 


ع > ((- )ع - (8)3)(::: - رأل3) م (30.2) 
حيث ‏ [[بد ,م ند]ء «: («)ر) كصذاع ب 6014 ([ند -وتأء ‏ : ()/) مده - ,84 عند 


لط ع تارء 


زفف 


البرهان . إذا كانت كر قابلة التكامل بالنسبة إلى مم وأن 0 < ع معطاة » فنفرضس 
أن تقسيم للفترة ل بحيث أنه إذا كانت (يرك ,. .. ,1< ,و6)حط تكرير! للتقسي .2 » فإن 
»>|عة1 | -ه :مد | 


لأى حاصل جمع ريمان - اشتلتجز المناظر إلى م . نختار الآن رت و رط فى [ر* .در*] 
حيث أن 


ع + > (1)2 2 .,(9)[ >ع-,24 
هذا يدل على أن 28 + (رع) و (رج) و > و71 - و 4ل ومن ثم 
لجع - (بمها(:1)0 يي د لسع - (و ها( - 04 يك 


((0)ع - (ط)ه) 2 + ومع -()ع)(:1)2 ب - 


الآن يحتوى الطرف الأيمن هذه المتباينة على إثنين من حواصل جمع ربمان - اشتلتجز المناظرة 
إلى م ٠»‏ والذين لا ,مكن أن يكون الفرق بينهما أكثر من 28 . ومن ثم يتحقق الشرط 
(.م - ؟) عنديا © تستبدل بالمقدار ((م)ع - (6)ع.+2811 

وبالعكس نفرض أن 0 < 8 ممطاة وأن ع تقسيم بحيث أن ( .م - 8 ) تظل قائمة 
لأى قم يد ...31 ر3) صاصر ينق التقسيع 2 . نفغرض أن زنعلا اوقلا وولا) 0 
تنقية أو تكرير التقسيم 4 ا» سوف نحسب الفرق (ع جر :5)0 - (ج ,كروم)ى الحاصل 
الجمع المناظرين . بما أن كل نقطة فى / تنتمى إلى © بمكئنا كتابة كلا من حاص المع فى الصورة 


(( لامع - (منو) ع)(ه)] ا فق مبماة 


الجاع - (نرها(ه)1 يل - © 0:1)ق * 


لكن ء لكى نكتب (ه كر :)5 بدلالة انقط فى © » يجب السباح بتكرار النقط يرغة 
ولانحتاج إل إنتاء ييلة إلى [يبر,._يب] . لكن ء كلاعن ل ء با تنتمى تأكيدا إلى 
فثرة ها [,«ى_بن«] وفى هذه الحالة ‏ به- ,84 > |(ءت)/- (يه)/]1 . بالضرب فى 
0 > (متر)ع - (ر)ع ثم الجمع ء نحصل عل 1 
ع > [(-وت)ع - (ن)ع)(به - ,380) ز3 > |(ع ,, :5)0-(ع ,1 :)وا 
أخيراً » نفرض أن “و 2 تكريران اختياريان التقسيم ع2 وتفرضص أن © تكرير 
مشترك لكل من “5 و 5 . مما أن النقاش السابق يطيق على كل من “و ظر ء فنستنتج أن 


شف 


الفرق بين حاصل الممع (ع ,بكر :)5 » (ج ب :”)5 يكون مساويا على الأكثر 26 . ومن ثم 
يستخدم معيار كوثى وم« - 4 لإثبات قابلية العكامل قدالة /ر . وهو المطلوب إثباته 


.م * نظرية القابلية التكامل . إذا كانث كر متصلةء بم مبزايدة باطراد ىق ل » 
فإن ثم تكون قايلة التكامل بالنسبة إلى # فى ف . 

البرهان . حيث أن كر متصلة بانتظام فى ”/ » فبأخذ 0 < ع نجد أنه يوجد 0 < (8)2 
حيث أنه إذا كانت 7 <١ا‏ ,<< ٠‏ > |]بر »| نإن ع > | جر («)/| 5 
ثفر ضصس أن )2 ...و21 ,20) 2 ور تقسيم بحيث أن (ع)8 > (ءه - 12 مناة 


إذا كانت ( ,د ...بو ,و ) حا © تكريرا للتقسم يم اء فيكون أيضاً 
(ع)8 > 7ن - ود مدو وكذلك ,ع > ,دم ,84 » ومْها ينتج أن 


(0) - (ط)عء > ((سبت)ع - )ع( - :34 بر 
بما أن 0 < ع اختيارية » فإن معيار ريمان يستخدم وهو المطلوب إثباته 
هب" ننيجة . إذا كانت كر مطردة وكانت بم متصلة فى فى ٠‏ فإن كر تكون 
قابلة للتكامل بالنسبة إلى م فى ل . 
البر هان . استخدم النظرية السابقة ونظرية 9؟ - 7 للدالة “رع . 
وهو المطلرب إثباته 
يمكننا معيار ريمان من توضيح أن القيمة المطلقة وحاصل سرب دوال قابلة للتكامل تكون 
قابلة العكامل . 
"٠‏ - 4 نظرية . نفرص أن ير متزايدة باطراد فى الفثرة [8 ,©] > في . 
(1) إذا كانت 2 ج 3:/ قابلة لعكامل » ححينئذ [/ر | تكون قابلة للتكامل بالنسبة 
إلى م فى ك/ . 
ب إذا كانت يكر و وك قابلتين التكامل ٠‏ فإن حاصل الضرب ور ير يكون قابلا 
للعكامل بالنسبة إلى ه فى كل . 
البرهان . نفرضص أن 34 و ,م لما نفس الى المذكور فى معيار ريمان ولاحظ أن 
([د ,د-نة] ع نا ,ا : (2)90 - (مد)/) رده ع بوم - رقا 
لبرهنة (1) ء لاحظ أن | (بر) كر (<) ير | ك | [(ت)س || ()س | إلذلك يدل معيار 
ربمان عل أن [كر| قابلة للتكامل إذا كانت الدالة كر قابلة للتكامل . 


تفف 


تلاحظ أيضاً أنه إذا كانت كك [(*)/مر| عند زعير ء» فإن : 
| «) - )ير ] عند ك ]| 2((م)ر) - :(()ر )| 
أى أن معيار ربمان يدل على أن كر قايلة للتكامل إذا كانت كر قابلة التكامل . 
للبر هئة أن وك ور قابلة التكامل إذا كانت كل من دك و و قابلة التكامل » لاحظ أن 
7 - قر - ةو[ + /) - و2111 
وهو المطلوب إلباته 
-*٠‏ و مفترض . نفرض أن م متزايدة باطراد فى الفترة [4,5] د / وتفرض 
أن كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فى 4 . حينئة . 
(مع -(مه) ارا > وه ارا ب[ > | عر | | (30.3) 
إذا كانت 24 ك (*) كرك :# لحميع كز جر ء حينئة 
((0)ع -(6)ع)لة ك جه ] | ك ((م)ع-(م)ع)م (30.4) 
البرهان . ينتج من نظرية .٠م‏ - + أن || قابلة للتكامل بالنسبة إلى ثم . 
إذا كانت (يرة,... وو رو ) ح 2 تقسما للفترة فى وأن (رج) هى فثئة نقط وسملى » 
فنجد عند 8 ,... ,2 ,1 تر أن 
تأارلاع العار| ع (ت)م > إ(ه)م|- ك ||| - 
بالضرب فى 0 < (:-8)3 -()8 ثم الجمع لتحصل عل التقدير 
( | :)5 > رهم :5)9 ك (ع ,از/| :8)ك- ع ((م)ع - (م)ع) بإ/ا- 
((م)ع - (م)ع) باام|| ع 
وإذن ينتج أن ((م)ع - (0)ع) ب|/| > (ع ,|م| :5)5 > إرع رز :)5 ما يثبت صصة 
ل 5 م( 9 البر هات للمتباوئنة ( ٠‏ - + ) مماثل وسيهصذف 
وهو المطلوب إثباته 
حساب التكامل : 
النتيجتان الآثيتان مقيدتان يطبيتهما » لكن تقودنا أيضاً إلى النظرية الأساسية ألى هى الوسيلة 
الأولية لحساب تكاملات ريممان . 
"٠‏ - 8 النظرية الآولى القيمة المتوسطة . إذا كانت يم تزايدية فى الفترة [8 ,4] - قي 
و كانت ث متصلة فى كر إلى 22 » حينتئذ يوجد عدد © فى ألفترة فى محيث أن 


مف 


((م)ع -(ماهاه)1 - هه | 1)0- مه 1 | (60.5 ٠‏ 
البرهان . إذا كانت (3+: (0)/) )صذ- وم و11 <:(2)/) مده - 34 فقد كان 
واضحاً فى المفتر ض السابق أن 
((م)ع - (م)هالة > هه ]| > زلم)ع -(6)م)” 
إذا كانت (4)ج -- (8)ع » فإن الملاقة ( ٠م‏ - ه ) تافهة » إذا كانت (6)ع < (8)8 » 
فإنه ينتج من نظرية القيمة المتوسطة لبولتزانو 7١‏ - 4 أنه يوجد عدد » فى الفترة ف بحيث أن 
(م)ء -()ها/ [مة 1 ] !- هر 


وهو المطلوب إثباته 


7-٠‏ نظرية تفاضل . نفرضص أن كر متصلة فى وإن م متزايدة فى فى وطأ مشتقة عند 
نقطة © فى ف . حينئذ الدالة ‏ » المعرفة للمنصر * فى الفترة فى بأنها 
46 | - رم 
طا مشتقة عند © وأن (0) ع (0) رع (7)0 . 
البر هان . إذا كانت 0 < # بحيث أن 8 + ثم تنعمى إلى الفثرة 7 »فينتج مننظرية ؟-ه 
+ع « جع 
مه ]| ديه رديه | دهام- نوجعم 
((»)ع -(+ع)ع](0)] - 
عند :© ماحيث جاح ب رع جاع . تظل علاقة مشاببة صميحة إذا كان 0 > 6 . بما أن 
كر متصلة والدالة مم لما مشتقة عند © » إذن (0)"/ تكون موجودة ومساوية إلى (©)8 (©)ث/ر . 
وهو المطلوب إئيساته 
بتخصيص هذه النظرية لحالة ر بمان » نحصل عل التقيجة الى "مدنا بالأساسيات لاطريقة المألوفة 


٠‏ م نظرية أساسية لساب التفاضل والتكامل . نفرص أن ثر متصلة فى الفترة 
[6 ,6] ع ” . دالة ‏ فى الفترة قي تحقق 


نوفا 


ع 
68 


ل>ع«سسم ,م || > (ه)" - زم (0.6 
إذا وإذأ فقط كانت كرح # فى ير . 


البرهان . إذا ظلت العلاقة ( #٠‏ - 4 ) "صحيحة وكانتت 7 © © ء فإنه يتضح من النظرية 
السابقة أن (م) “رح (7")0 . 


وبالعكس » نفرض أن ى/ معرفة عند * فى الفترة / بأنها 


1 | 


النظرية السابقة تؤكد أن ر-6/ فى / . إذا كانت # بحيث أن “رع */ » حينئد 
ينتج من نظرية 1 - 4 (فذ) أنه يوجد مقدار ثابت © بحيث أن © + (+),8 > (ع)ص عند 
لع + با أن 0-(5.)4 ء فإن (6) - 0 ومها ينتج أنه إذا كانت كرح الى راء 
فإن 


| - (م)- )م 
وهو المطلوب إثياته 


ملاحظة ٠‏ إذا كانت م دالة «عرفة فى 4 حيث أ نكر فى الفترة فى ء فتقول أحياناً أن ر 
تكامل غير محدود » مشتقة عكسية » أو أولية الدالة كر . فى هذا الاصطلاح اللغوى ٠‏ تو كد 
نظرية التفاضل "٠‏ - 7 أن كل دالة متصلة لا أء لة . أحياناً تصاغ النظرية الأساسية التفاضل 
والتكامل ى طرق تختلف عن تلك الممطاة فى ٠م‏ - م ولكن تضمن دائماً التأكيد على أنه تحث 
فروضص مناسبة فإن تكامل ر يمان للدالة كر يمكن حسابه بإيحاد قيمة أى أو لية للدالة كر عند النقطتين 
الطر فيتين لفترة التكامل . قد أعطينا الصيغة السابقة » الى تنتج الشرط اللازم والكاى ندالة لتصبح 
أولية لدالة متصلة . نتيجة أكثر عموءاً بمض الثىء لاتتطلب اتصال الدالة المراد تكاملها » ستعطى 
ف تمرين .م حدى , 

لاحب أن يفترضص أن النظرية الأساسية تكد أنه إذا كانت المشتقة كر لدألة ك|/ موجودة 
عند كل نقطة من الفترة فى ء فإن كر تكون قابلة للتكامل وأن ( .م - * ) تظل صيحة . 
فى الحقيقة ء يمكن أن يحدث أن ثر ليست قابلة لتكامل رمات ( أنظر تمرين #٠.‏ - كك ) . يالمثل 
ر مما تكون دالة'ر قابلة لتكامل ررمان لكن ليس لحا أولية ( أنظر تمرين ٠‏ - ل ) . 

3 النظرية الأول القيمة المتوسطة . إذا كانت ب و كر متصلتين فى الفترة [8 ,©]ع‎ 4 - ٠ 
(<)م لكل رع » فتوجد رع 6< محيث أن‎ < 0 


هف 


100 030:7 
البرهان , نفرض أن 2# ج :مج معرفة عند لع * بأنها 
به 500 | - 0ع 


بما أن 0 < (*)م ٠‏ فن الواضح أن ج متزايدة وينتج من نظرية التفاضل .م - ٠‏ 
أن م ح "ع , حسب نظرية 78 - م نستنتج أن 


]-هة | 
ومن النظرية الأولى القيمة المتوسطة ٠‏ - 5 » نستنتج أنه لبعض ح ف الفترة ي » يكون 
مزه - هه | 
وعو المطلوب إثباته 


كتطبيق ثان لنظرية ؟ - لم سوف تفيد صياغة نظرية 84 - /ااء الى تختص بالتكامل 
بالتجزىء » فى صورة أ كثر تقليدياً . سيثر ك البر هان القارىء . 


٠م ٠١‏ تكامل بالتجزىء . إذا كانت ع و / ها مشتقات متصلة فى [5 ,4] » فإن 
"| -لماوك)1-«امد)1- ع1 رأ[ 
النتيجة الآنية مفيدة غالباً 


١9 - "٠‏ النظرية الثانية القيمة المتوسطة . (أ) إذا كانت كر مزايدة و كانت © متصلة 
فى [6 ,4] ع / ء فتوجد نقطة © فى فى حيث أن 


مه "| هر جهة ]دم - مه | (.30) 


(ب) إذا كانت كر متزايدة وكانتث # متصلة فى لم ء حينئذ توجد نقطة © فى الفئرة ل 
بحيث أن 


(طارج م 231 (30.9) 


(ج ) إذا كانت ب ليست سالبة ومتزايدة وكانت / متصلة ق فى » حينئذ توجد نقطة © 
فى ل بحيث أن 


يفف 


]معنو ]| 
ألبر هان . يدل الفرض » ونظرية القابلية التكامل ٠٠.‏ - 8 معاً على أن م قابلة للتكامل 
بالأسبة إلى كر / . فضلا عن ذلك حسب النظرية الأولى القيمة المترسطة ٠م‏ - 4 نجد أن 
((1)0-«ناهء -لهع | 
بعد استخدام نظرية 74 -- 7 امختصة بتكامل بالتجزىء » نستنتج أنثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم 
وأن 


()1 - (ازا ماع -(دم)و ذه)ز- جماوذهانا هه ز | 
((8)0 -(6)ع)(6)/ +(لم)ع - )ع ا(ه)1 - 


يأ 6 
4 |00 +ع |( - 
ما يثبت جزهء ( 1 ) . لبرهنة (ب) نفرص أن ع معرفة فى 7 بأنها 
0 | -جمع 
أى أن / ح “م . تنتج النقيجة إذن من جزء (أ) باستخدام نظرية 78م لبرهنة (ج ) تعرف 


جر بأن تكون .ساوية ب عند * فى [5 ,6©) ونعرف 0>-(7)2 . ونطبق الآن جزء (ب) عل . 
ّْ وهو المطلوب إثباته 


يسمى جزء (ج ) للنظرية السابقة غالباً بصورة بونيت(ه) النظرية الثانية للقيمة المتوسطة من 
الواضح أنه توجد ننيجة مناظرة لدالة متناقصة ( تمرين "0 - ن ) . 
كه َه 

سلثبت الآن نظرية تبرر القاعدة المألوفة المر تبطة بالتغيير ه تغيير متفير » فى تكامل ريمان ., 


١‏ -- 15 نظرية تغيير متغير . انفرض أن © ممرفة فى فترة [8 ,6] إل 2 بمشتقة 
متصلة ونفرصس أن (0)ج عت » وأن (8)ج - 8 . إذا كانت كرمتصلة فى مدى © ء فإن 


نه 0099م | سعة 10 | (30.10) 
(») أسيان بونيت (1815-- 1848 ) يعرف أولا وقبل كل شىء بعمله قى اهندسة 
التفاضلية , 


ليف 


البرهان . نفرض أن ([6 ,0]) ب ح 7 ونفقرضص أن / معرفة بأنها 


َ 
عه | دوم ححيث 1ع 
ونمتير الدالة 7 المعر فة بأنها ((8)ي) ع -(2) عند 8 ك+ك » . لاحظ أن0-(»ه)7-(» )24 
إذا فاضلنا بالنسية إلى # و استخدمنا الحقيقة أن كر" ( لماذا ؟ ) ء نحصل على 
()*©(2)م)] - ()'م((2)م)' - )81 
الآن نستخدم النظرية الأساسية لنستنتج أن 
4 ()"+(0) هار" | - (م)ظ - (ماط دعة (عا1 | 


وهو المطلوب إثباته 


تعديل التكامقل : 

النتيجة الآنية غالبا مفيدة لاشّز ال تكامل ريمان - اشتلتجز إلى تكامل ريمان . 

هم - 18 نظرية . إذا. كانت “2 موجودة وكانت “ع و ث قابلتين لتكامل ر يمان فى [5 ,4] 
فإن ير هى ر يمان - اشعلتجز القابلة للتكامل بالنسبة إلى عه وأن 

٠‏ طَّ 
1 | ديه 1 (30.11) 

البرهان . نفرض أن 0 < 380 بحيث أن هق ك | (*)ثر| عند [6 ,6]ع *« ونفرض أن 

0 < ع . ينتج من نظرية ٠‏ 4# أن “جر قابلة لتكامل ر مان . لذلك يوجد تقسم ,2 الفثرة[8 ,4] 


بحيث أنه إذا كانت ( ,ا ,... ..* رون ) حم أى تكرير التقسيم .م وإذا كانت 
[ .-ب!» 6 عند 8,... ,1 عدر » فإن 


> |هز ]| -(- هدق ودقار بي | (30.12) 


بما أن "8 قابلة لتكامل ريمان فيمكننا أيضاً فرض ( حسب معيار ريمان ٠م‏ - )١‏ أن وم قد 
اختير ت محيث أن 


ع > لبد - بد)( - ,1/4) 2 (30.13) 


حيث ([بد ,]© : (#)اع) صن - برل 9([ بد مد ]ع عد («)'ع) كصذح بت إذا استخدمنا 
نظرية القيمة المتوسطة 80 - 5 » نحصل على نقط ( ,...:) © ,4 بحيث أن 


شف 


| 5 -(-,د - ,)()'1)5(8 2 | 5 


|18 1 -(0 جاع -(1)8()00 بر | ار 
0 


|(وه- :) ١ 0 150180 - 8)5(١‏ 8 
3 -(-ود- بد)(5(8')5)] 3 | ع 


الآن بها أن 5 - ,34 ك |(و)غ -(8')6| » فينتج أنه من ( ١‏ - ؟١‏ ) و(.م- )١١‏ 
أن التعبير السابق يكون مسيطر] بالمقدار 
384+1(6) > ع + (_ر:- ,ه)(ردم - ,31) 1 1/1 


بما أن 0 < ع واختيار [, ,:-,] ,4 أختيارى » فينتج أن كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم 
وأن ( ١١-٠‏ ) تظل صصيحة وهو المطلوب إثباته 
ملاحظة . بمكن تعديل البر هان لاستخدامه لهمالة التى فيبا كر محدودة وأن م متصلة فى [8 ,4] 
وحيث ع ها مشتقة ماعداً عند عدد محدود من نقط الى عندها “ع بمكن تعريفها بحيث أن 'ج وهر 
قابلان لتكامل ر مان فى [5 ,©] . 
٠.‏ -(أ) أثبت أن دالة محدودة وها عل الأكثر عدد محدود من نقط عدم الاتصال تكون 
قابلة لتكامل ر بمان . 
"٠‏ - (ب) إذا كانت © < [ط ره]:م غير متصلة عند نقطة ما للفيرة ء فإله توجد دالة 
مز ايدة بإطر اد مثل ج بحيث أن ثر ليست قابلة للتكامل بالنسبة إلى به . 
"٠‏ - (ج) وضح أن القابلية للتكامل م#سم تظلل صصحيحة عندما بجي تكون دالة تغير محدود فى ل. 
#٠‏ - ( د) اعط مثالا لدالةكر ليست قابلة لتكامل ريمان فى / لكن بحيث أن #ثر و |/ر| 
قابلان لتكامل ر يمان فى ل . 
٠-(ه)‏ نفرض أن كر موجبة ومتصلة ى 81 ,©] ع فى وتفرش أن 
+3 »ع < : (*)]) دو - ايز أثبت أن 
“(عه “)0 | ) سينا - د 
٠٠‏ - (و) وضح أن النظرية الأولى للقيمة المتوسطة +٠.‏ -- * ربا تفشل هذا كانت /ر 
ليست متصلة . 


للك 


.م -(ز) أثيت أن نظرية التفاضل .+ - 7 تظل قائمة إذا اقترض أن ثر قابلة للتكامل 
فى ل بالنسبة إلى دالة مز ايدة ب » و أن متصلة عند © » وأن م قابلة التفاضل عند © . 
.٠م‏ - (ح) نفرضص أن قابلة التكامل بالذمبة لدالة متز أيدة ع فى [5 ,©] ح- 7 ونفرض أن 
معرفة عند © بأنها 
46 | - 500 
أثبت أن (أ) إذا كانت ع متصلة عنه © » فإن / تكون متصلة عند © » (ب) إذا كانت ث/ر 
موجبة » فإن ل تكون معزايدة . 
.٠م‏ - (ط) أعط مثالا ندالة ريمان كر القابلة التكامل فى / محيث أن الدالة م » الممرفة 
عند 3ع* بأنها 
]| مهم 
ليس لا مشتقة عند بعص :قط الفترة # . هل بمكنك إيحاد دالة كر قابلة التكامل بحيث أن م تكون 
غير متصلة فى في ؟ 


,٠م‏ - (ى) إذا كانت ثر قابلة تتكامل ريمان فى [85 ,4] ح فى وإذا كانت “رع ثم 
فى ل »© فيكون 
)"| - "رام 


إرشاد : إذا كانت (ير* .. . . وو وو*) ب سم تقسم للفترة فى » فتكتب 
((-به)”- (بد)”5) 2 - )5 - زم 
#٠‏ - (4) بفرص ”/ معرفة بأنها 
1 > >0 ,(1/22) صن *« ع ()1 
0- و0 عه 
فإن / لها مشتقة عند كل نقطة من 3 . لكن “/ ليست قابلة التكامل فى ا وأيضاً / ليست التكامل 


.٠م‏ - (ل) نفرضص أن كر معرفة بأنها [*] ح (*«)لر عند [0,2]ع< . إذن /ر 
قابلة لتكامل ريمان فى [2 ,0] لكن هى ليست المشتقة لأى دالة . 

.٠م‏ - (م) فى النظرية الأولى القيمة المتوسطة ٠‏ - 4 نفرغى أن بر قابلة لتكامل 
ربمان ( بدلا من كونها متصلة ) . أثيت أن الاستنتاج لايزال صحيحاً . 


4ك 


٠‏ - إن ) إذا كانت © ليست سابقة ومتناقصة و كانت # متصلة فى [8 ,©] + حينئد 
توجد نقطة [5,©] 52 محيث أن 


.]مهم ]| 
- (س) تفرض أن /#رمتصلة فى [0:1]-5 ء ونفرض أن كرح وكراء وآن 
معرفة بأنها 
4 0 -0م اعد 6# «لاعم 


بالاستنتاج . وضح أن 3/١‏ > *<(ام/30) > إلمام| حيث 17ج ع إزدار|! مهد ير © 
ينتج أن المتتابعة (بوكر) تتقارب بانتظام فى 7 إلى دالة الصفر . 

"٠‏ - (ع) إذا كانت ث/ر قابلة التكامل بالنسبة إلى © فى [8 ,©] ح ”/ » و كانت ب متصلة 
ومئزايدة مضبوطة فى الفترة [4 ,6] ؛ وإذا كانت 5 ح (4)ن ,4 ح (م)ب » حيئئذ ودر 
نكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى #*م . وأن 


(م*هاة 1060| - مهل | 
٠‏ - (ف) إذا كانت ثر متصلة فى 81 ©] وإذا كانت 
1-0 


لجميع الدوال المتصلة / » فإن 0 >  )3:(‏ لجميع +« . 
٠٠‏ - (ص) إذا كانت ر قابلة للتكامل فى [8 ,4] و إذا كانت 
م 
لجميع الدو ال المتصلة ع ؟» حينئذ 0 > (*) ر لجميع نقط اتصال الدالة كر . 
-(3) نفرض أن م متصلة وموجبة فى [5 ,4] ونفرضس أن 0 < م . إذا كانت 
:4 10 > (عام 
لكل [6به]ء» ٠»‏ أثبت أن 0:- ()م جيم +« . 
٠‏ -(ر) بفرض 'ر متصلة وبحيث أن 0 < (*) تر لكل [5 ,ه]ء د . إذا كانت ع متزايدة 
مضبوطة فى [5 .4] وضصم أن 
معهه ]| 


بذكن 


إذا وإذا فقط كانت 0 ح (*) تر لكل [5م]عع . 

٠م‏ - (شى) أثبت أنه إذا كانت م مترايدة مضبوطة فى [8 ,4] » فإنه فى النظرية الأولى 
للقيمة المتوسطة .م - 5 يمكن أخذ (4,5)ع© . أجر تعديلا مشابهاً لميزءين ([) » (ب) 
للنظرية الثائية للقيمة المتوسطة ١١-85٠‏ . 

٠‏ --(ت) أحسب تكاملات ربممان - اشتلعجز الآتية (تشير [«] ح + هنا إلى أكبر دالة 


حبيدحة ) 
1 ( (4)»3 ع 1 » (ب2 (ا|)4 ع ! 
(ج)2 (6ه ب[ 5 )0 ]40ت | 
(ه) ردمكع م » (ف) ((* صذة|)4 ع ومه 1 


مشروعات : 
(0) الغرضص من هذا المشروع هو تطوير الوغاريم باستخدام تعريفة كتكامل , 
إذا فرضنا أن (0< + : 2ء بماأعد 2 
(أ) إذا كانت عع . ٠»‏ نعرف (*)ة بأن يكون 
| 


ومن ثم 0 ح (2)1 أثبت أن 2ك . قابلة التفاضل وأن 1 > (7) 2 . 

(ب) وضح أن 0 > (*)2 عند 1 > > 0 وأن 0 < (*)2 عند 1 > * . فى الحقيقة 
1-:>(غ+)1 1/2 -1 هند 0< 

(ج ) أثبت أن (ر)] + ()ة - (و»).ة عند وز ,ءا فى < . ومن ثم (#مة-> (</141 
عند *« فى 2 . ( ارشاد : إذا كانت مع بر » نفرض .مآ معرقة فى 2 بأنها (ررء«)لة حت (*)ظة 
و.أثبت أن 10 - 06 . 

(د) أثبت أنه إذا كانت ع و 3 < 8 ء فإن 


ملسي...+ 1+1 >رم) ع طب.. .عي 

(ه) أثمت أن بك دالة راسم تناظر أحادى يرمم © إلى كل الفراغ # . بفرضآن © 
تدل على العدد الوحيد الذى يكون بحيث أن 1 ع ( 22)6 » وباستخدام الحقيقة الى تقول أن 
1 ع (2)1 أثيت أن("(/1+1)) سناع » , 


نينا 


(و) نفرضص أن + أى عدد قياسى موجب » إذن 0- '+/(*).آ يسنا 
(ز ) لاحظ أن 

1 0 "1 

متا امريد 
أكتب -(+1) كتسلسلة هندسية محدو دة لتحصل عل 


(*)ي8 + غير له ب («+1)1 


و ضح أن (1+#)/*>|(*).ظ| هند51* 5 0وأن 


ير 1 
لتليي د )يها عد 0>ع>1- 


-(8) هذا المشروع يطور الدوال المثلثية ميتدئة بتكامل 
(أ) نفرض أن 4 معرفة عند * فى 8 بأنها 
01 


كك | -مه 


حينقد 4 دالة فردية ( أى أن » ( *# )4 ح (ب ) 4) ء ومتزايدة مضبوطة » 
وهى محدودة بالعدد 2 . عرف * بواسطة (14 >< :(<)4) بزناة - 7/2 

(ب) نفرض أن "2 هى الدالة المكسية الدالة 4 » أى أن *2 دالة متزايدة مضبوطة بنطاق 
( 5/2 ,2/» - ) . أثيث أن '2 ها مشتقة وأن *1+21-"7 

(ج ) عرف © » 8 فى (5/2 ,5/2 -) بالقانونين 


7 


51 


1 
6 
ومن ثم © تكون زوجية وتكون ال فردية فى (5/2,2/2 -) . وضح أن 1 ع (0)0 » 
0 > (5)0 » 0< ()6© ء 1 جح («)ى عند 5/2 ه ب . 

(د) أثبت أن («)ى - ح (<«)"© , (*«)© ح («) 5 عند د فى (2,*/2/-) 
وإذن يحقق كلا من © » 8 الممادلة التفاضلية 

0 ع لخر 

فى الفترة (2/ ,72 ) , 

(«) عرف 0 ع (5/2)© » 0 ح (5)5/2 وعرف 7 و كو © خارج الفترة 
(7/2 ,2/2 س ) بالمعادلة 


الما 


,(«)ق- >( +ع )5 ١‏ ,)0 رجوجعاه 
(*)1 - زو +ب )1 
إذا أجرينا هذا بالتعاقب ء فإن 5 و ©) تكونان معرفتين لكل 8# ويا دورة 2 . بامثل » 
تكون 7 معرفة ماعداً عند مضاعفات فردية للمقدار 7/2 وخا دورة # ,. 
(و) أثبت أن الدالتين 8 و © »ء المعرفتين ى # فى الزء السايق » قابلتان للتفاضل عند كل 
نقطة للفر اغ 82 و أنهما يستمر أن فى تحقيق العلاقات 
0 ع ىق #«امح وى 


فى كل مكان فى الفراغ © . 
)7(-«٠‏ هذا مشروع يطور قانون حاصل ضرب والاس!*) المشهور . من شلاله 
ستغر ضنس أن 


507 من | 9 


(!) إذا كانت 2< » فإن ,_,5[م/(1-»)]- .5 . (ارشاد : كامل بالتجزيء) . 
(ب) أثبت القوانين 


24:0 2 *«10ح-ه2::ب5بتية ديو 
(1 1-3-5-2 لله 27 (2.24.6...20 50 


(ج ) أثبت أن المتتابعة (يم5) متناقصة بإطراد ( ارشاد : (1 ك5 د هذه 5 0 )) . 
( د) نفرص أن ,1# معرفة بأنها 
٠.4١46: 6٠٠ ٠)20)2(‏ 
5١0507-٠١ )2-1()2+1(‏ 
أثبت أن 7/2 -(177) ا (هذاهو حاصل ضرب والاس ) 
(م) أثبت أن صل زم ارم1(2/)2ه) سلا 


-(8) هذا هو المشروع يطور صيغة اسر لنجم(**) الحامة الى تعطى قيمة !يم 
(1) بمقارنة المساحة تحث القطم الزائد  1/‏ عر ومساحة شبه المنحرف المرسوم 
داخلها » أثيت أن 


(*) جون والاس  14910(‏ .19 ) كان امتاذا للهندسة فى جايمة اكسفورد لمدة ستين 
عاما ؛ كان بكسيرا لنيوتن . ساعد فى وضع العمل الاآساسى لتطور التفاضل والتكايل ٠‏ 

(#*#) جيمس أسترلتج ( 13151 ال 9/8/٠‏ ) كان رياضيا انجليزيا فى مدرسة نيوتن ٠‏ الصيغة 
النسوبة لاسترلنج أثيتت فى الحقيقة قبل ذلك بواسطة ابراهام دى موافر (/1551 ل 1!/85)؛ 
وكان فرنسيا هيجنوتى أى بروتستانتى استقر ق لندن وكان صديقا لنيوتن ٠‏ 


58 


1 2 
(1+2) وماك بجيو 
ومن هذا » استنتج أن *"*"(1+1/0) >6 
(ب) أثبت أن 
1+ "له وماك 1ج دم مله - ع2 مهما | 
اعتبر الشكل 7 المكون من مستطيلات قواعدها [” 1.2[,12-5] وارتفاماتها # 2,108 
على الثر ثيب ٠‏ وباشباء منحرفات قواعدها ,1 -8:,.... ,2,3 - 6 ,[4+ 6 ,4- 1] وبارتفاعات 
مائلة مارة بالنقط ( 2 6,108 ) . أثبت أن المساحة م هى 
د عه - (21) عهم1+ 1 - م عوط !1+ (1 -) ج10 + 2+٠ ٠١‏ ه16 +1 
(ج ) بمقارنة المساحتين فى جزء (ب) ء أثبت أن 
ع" ري #التلعاقا ده 
( د) أثبت أن المتعابمة (0) متزايدة بإطراد ( ارشاد : اعتبر ‏ للا/ر.ة ) 


(«) باعتبار ,.د/”بله والاستفادة من نتيجة جزء ( ه) من المشروع السابق » أثبت أن 
©- زج 2) - (يه) تمنا 


(و) احصل على صيغة اسثر لتج 
نعم 


الباب الحادى والثلاثون ‏ خواص ابعد للتكامل : 


رت نقدم فى هذا الباب بمض خواص أعيمق لتكامل ربمان - اشتلتجز ل( ور يمان ) الى تكون 
غالباً مفيدة , 


أولا سنعتير إمكانية ٠‏ أخذ النهاية تحت علامة التكامل » ء أى ء قابلية التكامل لهاية متتابعة 
دو ال قابلة اللعكامل . 


تفرص أن مم متناقصة بإطراد فى فترة [8 ,© ] عد ل وأن (./) متتابمة لدوال الى قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى مم والى تتقارب عند كل نقطة للفترة ف إلى دالة كر . من الواضح طبيعياً أن 
نتوقم أن الدالة الهائية تكو نر قابلة التكامل و أن 


مه ]سنا- هه ] | (31.1) 


81 


ا 8 
لكن » هذه الخالة ليست بالضرورة قائمة حت لدوال دقيقة جد . 274 
(5 ب/1) 0 


1 7 1# 0 
( شكل ١ - "١‏ ) شكل تخطيطى لدالة بكر . 
مثال : نفرض أن [1 ,0] ح ”/ » دح (*)ع الدالة ,/ معرفة عند 2 < 7 بألا 
1/8 > < ع 0 و7 > (6)م] 
2/0 5 2« ك 1/11 و(2/0- )اع 
[ > + > 2/1 ,0 ع 
من الواضح أنه لكل « تكون الدالة ./ متصلة فى ف » ومن ثم فهى قابلة للتكامل بالنسبة إلى م . 
( أنظر شكل ١م‏ - ١‏ ) . أما بطريقة الحساب المباشر أو الرجوع لمنى التكامل كساحة » وإذن 
نحصل عل 
2 بشحعه وا | 
و بالإضافة إلى ذلك » تتقارب المتعابمة (1) عند كل نقطة من الفترة ف إلى صفر © ومن ثم 
الدالة النهائية كر تنعدم تطابقياً » و تكون قابلة للتكامل » وأن 
عور 
وإذن ممعادلة ( ١م‏ - ١‏ ) لانظل سميحة فى هذه الحالة حبى ولو كان لكل من الطرفين معى . 


ما أن معادلة ( و" - ١‏ ) ملائمة جداً ء فتستغسر عما إذا كانت توجد أية شروط إضافية 
بسيطة الى سوف تتضمها . نوضح الآن أنه » إذا كان التقارب متتظماً » فإن هذه العلاقة تظل 


قائمة . 
9-١‏ نظرية . نقرس أن ع دالة متزايدة بإطراد فى 4 ونفرضص أن (./) متتابعة دوال 


يذل 


قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فوق / . نفرض أن المتعابمة (10) تتقارب بانتظام فى 4م لجاية 
دالية كر . 


حينئذ كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى ج وأن 
4 إصنا- 1 (31.1) 


البرهان . نفرض أن 0 <ع ونفرض أن /ى تكون محيث أن م> ب|م-ثرا 
الآن نفرض أن ,2 تقسيم الفئرة “م حيث أنه إذا كانت © و 7 تكريرين التقسم بإ ١‏ 
فإن م >إ(ع ,م 5)0 -(ع ,بم :)و |لأآى اختيار للنقط الوسطى . إذا استعيلنا نفس 
النقط الوسعلى عند اعتبار ,ب و ثر » فينتج أن 
(ل-سا)ع - (مد)ع) اام - درا 0 > |(ع :)5 -رع ريم :)| 


((م)ع - (ط)عاء > (زم)ع - (ط)ع) ,|1 - يزرا| - 
ما أن تقديراً ماثلا يظل قائماً التقسيم © » فنجد أن التكريرين © و © للتقسيم بب2 ولخاصل جمع 
ر بمان - اشعلتجز المناظرين أن 
إ(ع مر :5)ى رع رر :)و| > إ(ع 6 :5)0-(ع م :)وا 
الع مم :©)5- (ع بير :8)و|+ 
لع م :©)2-5ه بر :©)5|+ 
(((م)ع -(05)ع2 +1)ث ع 

طبقاً لمعيار كوشى ( 4؟ - 4 ) » تكون الدالة النهائية كر قابلة التكامل بالنسبة إلى م . لإثبات 
1-030 ) لستخدم مفترض ( 270 8) : 


((م)ع- اه بلك > | عه دزا" | - إمة 5 | -ههى | | 


مما أن 0 > ,مر - || دهذ! » فينتج النتيجة المطلوبة وهو المطلوب إثباته 

الفرض المعطى فى نظرية ( 5١‏ - 7 ) الذى يقول أن التقارب للمتتايمة (10) يكون منتظماً 
هو ليد ما صارم وتعيد فائدة هذه النتيجة . الآن سوف نقرر نتيجة نحيث لاتقيد العقارب بشدة 
كبيرة » لكنبا تتطلب قابلية التكامل لدالة البائية . سوف لا نيرهن هذه النتيجة هنا » حيث 
البر هان الطبيعى الصحيح يتطلب جولة فى ٠ه‏ نظرية القياس » لكن ٠»‏ يمكن للقارىء الاستر شاد 
مقال لوكسمبرج المدون فى المراجم ) . 

١م‏ - م نظرية تقارب محدودة . نغرض أن (-]) متتابعة لدوال ونقرضص ألهاقابلة لتكامل 
بالنسبة لدالة متز ايدة بإطراد بع ف الفترة [5 ,4] ع / للفراغ 8 . نفرضص أنه يوجد 0 < 8 


184 


بحيث أن8 > |(«)ج| لكل 3ع ,لاع 5 . إذا كانت الدالة 3ع + ,(()ء/) سنا - (*)[ 
موجودة وقابلة لاتكامل بالنسبة إلى بم فى ف © حينئذ 


08 ]سنا - م1 (31.1 
النتيجة الآنية لنظرية التقارب المحدود مفيدة ى أكثر الأحيان » وسوف نتص علبها رسمياً . 


9" - 4 نظرية تقارب إطرادية . نفرض أن (./) متتابعة إطرادية لدوال قابلة للتكامل 
بالنسبة لدالة مكزايدة بإطراد يم ى [8 ,©] ح ثف/ى إلى .2 . إذا كانت الدالة 
7 » * ,((*)./) «دنا - (0/ر202" " قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم فى / » فيكون 


08 © ]سناد هة ]| (31.1) 
البرهان . نفرض أن () رك . . .ك5 (*)وثر ك(<) ور لكل رع « . إذن 8 ك |(*)مم| 
حيث 2 ,||/|| + ,]| - 8 »ء نذلك يكنا استخدام ( "١‏ - # ) . 
وهو المطلوب إلثبانه 
منبع ألقوة الرئيسى لنظرية ليبج ( وليبيج - اشتلتجز ) للتكامل هى أنها تعطى تكبير الفصل 
للدوال القابلة التكامل بحيث أن معادلة ( ١ - 7١‏ ) تظل ميحة تحدت فروض أضعف من تلك 
المعطاة فى النظريات السابقة . أنظر مر جع المثولف « أساسيات التكامل » المدون فى المراجع . 


صيغة تكامل للباقى : 


يتذكر القارىء نظرية تايلور ( م؟ - ١‏ ) ؛ الى ممكن الشخص من حساب القيمة (5) ر 
بدلالة القيم (70)0-“م ,. . . ,(ه)"م .(و)م 2 ء» وحد باق سيتضين المشتقة النونية '"امم 
محسوبة عند نقطة بين © و 8 . لتطبيقات كثيرة يكون من المناسب أكثر أن تكون قادرين 
للتعبير عن المد الباق كتكامل يتضمن مر 

"١‏ - ه نظرية تايلور . نفرض أن كر ومشعقائها / , . . . ,”/ ,// تكون متصلة فى الفثرة 
[5,ه] إل # . إذن 

مه + :-<رى -ن) لككتست ا . . .+ رم -ن) لقككا+ رم)] - (ن)ز 
حييث يعطى الباق بالتكامل 
مر ) 1 حلم 2 312) 
البر هان . كامل بر بالتجزىء تحصول عل 
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زه "روم ]تسم دروم اسل ديم 


م6 للسس) 


بالاستمرار فى التكامل بالتجزىء هذه الطريقة ء نحصل على الصيغة المنصوص عليها 
وهو المطلوب إثباته 


بدلا من الصيغة (71-؟) يكون من المناسب غالباً إجراء تغير للمتغير 08+50 (ى-1) عدم 
عد ىلى [1 ,10 3 والحصول على الصينة . 
+“ "(ج -م8) 


مه [و(ه - 0 + هر“( -1) ر كلفط يم (31:3) 


هذه الصورة للباق يمكن امتدادها لتشمل الالة الى عندها يكون لدالة حر نطاق فى ”22 
ومدى ق 26 . 
تكاملات تتوقف على بارامتر ( كمية متغيرة القيمة ) : 
من السبم غالباً اعتبار التكاملات الى تعتمد فيها الدوال المراد تكاملها على بارامثر . يرغب 
الشخص فى هذه الحالات أن يحصل عل الشروط الم كدة للاتصال وللقابلية التفاضل و القايلية 
للكامل للدالة الناتجة . النتيجتان الآتيتان هامعان فى هذا الثأن . 
نفرض أن 2 مستطيل فى © ا 8 وعرف يأنه 
!2 > ؛ > © رط 5 < ك 4 : 2 ,<)! - مآ 
ونفرض أنثر متصلة فى 2 إلى 38 . إذن من السهل ملاحظة ( "مرين +7 - د ) أنه » لكل مقدار 
ثابت + فق [ © و »© ] » تكون الدالة الى ترسل ‏ إلى (2 ,) كر متصلة مل [8 ,4] و لذلك تكون 
قابلة لتكامل ربمان نعرف أن / عند # فى [4» ,6] بالقانون 
طًَ 
000 |-0م (31.4) 
نبر هن أو لا أن 7 تكون متصلة . 
5-١‏ نظرية . إذا كانت /ر متصلة فى 2 إلى 2# وإذا كانت معرفة يأنها (1 - 4) 
فإن م تكرت متصلة فى [4 ,©] إل 12 . 
البرهان . تتضمن نظرية الاتصال المنتظم ( ١+‏ - © ) عل أنه إذا كانت 0 < ع »ء فإنه 
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توجد 0 < ( 5)8 بحيث أنه إذا كانت وغ و 4 تنميان إلى [4 ,©] وأن (8)8 > | م , | 
6 > |60 )0-1 ]| 
لجميع * فى [5 ,6] . ينتج من مفترضص ( 70 - ه ) أن 
6 
عه (( ,)9-1 مهايا ب| | - اماع وها 
(© -(م)ع ك يف |( ,)] -(0 ,)| 1 َ 
الى تثبت اتصال 7 ْ وهو المطلوب إثباته 
الفكرة » المألوفة للقارىء من التفاضل و التكامل » سوف تناقش بعمق فى الفصل السابع . 
"١‏ -7 نظرية . إذا كانت/ ومشتقها الجزئية بكر متصلتين ى 2 إلى 32» فإن للدالة كر 
المعرفة بأنها ( ١م‏ - 4 ) مشتقة فى [4 ,6] وأن 
41 4 1 ]| 0م (31.5) 
البر هان . من الاتصال المنتظم للمشتقة وكرفى 2 نستنتج أنه إذا كانت 0< ع » فإنه توجد 
0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت ( 8 ) > | 0 - غ [ ء فإن 
ش > |(5 متام 0 ,)| 
لجميع ** فى [8 ,6] . إذا فرضنا أن + وم تحققان هذا الشرط ونستخدم نظرية القيامة المتوسطة 
(17؟ - 5 ) لنحصل على 4+ ( الى ربما تتوقف عل * وتقع بين # ء 20 ) بحيث أن 
(ط 35)ء](10 -غ) > 10 ,)] > (1 ,3) [ 
بضم هاتين العلاقتين » نستنتج أنه إذا كانت ( )8 > [ مغ -غ | > © ء فإن 


8 


ا 0 0 ِ | 


لجميع >* فى [5 ,] . باستخدام ( .م - ه ) ء نحصل على التققدير 


(© -طيع ع> 
النى يعبت معادلة ( ٠ - "1١‏ ) وهو المطلوب إثباته 


لكف 


يدخل أسياناً البارامتر + فى نهايات التكامل كا فى الدالة المراد تكاملها . تعتير النتيجة 
الآئية هذه الإمكائية . سوف تستفيد فى برهانها من حالة خاصة جداً تقاعدة السلسلة ( الى سوف 
تدرس ق الفصل السابع ) والى سوف تكون مألوفة للقارى» . 

١‏ - م صيغة ليبيز . نفرض أن ,كرو كر متصلتان فى 7 إلى 12 وآن توت دالتان قابلتان 
للتفاضل عند الفتّرة [4 ,6] وما قيم فى [5 ,4] . إذا كانت ب معرفة فى [4 ,6] بأنها 


)م8 
ع4 9ل | -وام 31.9) 
فإن ب ها مشتقة لكل + ق الفترة [4 ,©] الى تعطى بالقانون 


عه وه "| +قانهة ,(اه)[- 28*90 ,8)9)! - 0م «31.77) 


ع«( 


البرهان . نفرضص أن 8 معرفة عند (2 ,7 ,/ة) بأنها 
جه 9 جا | - 0 ,5 ,)2 


إذا كانت ١‏ و نا تنتميان إلى [65 ,4] » وكانت 4 تنتمى إلى [6 ,6] الدالة بج المعرفة 
فى (01 - ) هى المحصلة المغطاة فى الصورة (/ ,(0)4 ,(7)86)4 > (#)© . بتطبيق قاعدة 
السلسلة نحد أن 
© ,(8)» ,()8) 7ط + 0 )'ه 7 ,0)عه ,()18.)8 + ()'8( ,(1)ه ,()8.)8 - (6)'م 
وحسب نظرية التفاضل ( ١‏ - 7 ) يكون 
0 ,)1 - - 7 ,نه ,)1 ,(1ذ)] > (4 ,0 ,0ة) .21 
ومن النظرية السابقة ء نجد أن 
عه (1 :]1 | - (9 ,5 )1 
إذا استخدمنا التعويض (8)4 ح- ؛ و (0)4 ح « فنحصل عل القانون ( 79 - 7١‏ ) 
وهو المطلوب إثبساته 

إذا كانت كر متصلة فى 2 إلى 428 وكانت له معرفة بالقانون ( #9 - 4) 2 فقد 
برهنا ى نظرية 81 5 أن م متصلة ومن ثم تكون قابلة لتكامل ريمان فى الفترة [4 ,6] . 
نوضح الآن أن هذا الغرض للاتصال يكون كافيا لتأكيد أنه يمكننا إيدال تركيب التكامل . 
هذا يمكن التعبير بلفة القوانين كما يل 


1-5 [:ه 1 1 - و4 إعه 0 1 | (31.8) 


) م-1١‎ ( نظرية تبادل . إذ! كانت ث/ر متصلة ى 2 وفاقي فى 38 » القانون‎ 4 ١ 


البرهان . نظرية #١‏ - 5 ونظرية القابلية التكامل .م - ؟ تدللان على أن كلا من 
التكاملين المكررين الظاهرين ( “١‏ - م ) موجود » يب فقط إثبات تساوجما . حيث أن 
ث/ متصلة بانتظام فى 2 » وإذا كانت 0 < 6م فإنه يوجد 0 < (ع)8 » محيث أنه إذا كانت 
(8)ة > ]| -عد|ء (ع)ة >|# سم | فنع > |( *#)ثر- (2,*) /|. نفرضس 
أننا اخبر نا م كبيرة جدا بحيث أن (5)8 > #/(4 - 5) » (5)8 > 5«( - 4) و نقسم 
2 إلى 72 مستطيلات متساوية بتقسيم كل من [8 ,©] » [4 ,©] إلى # من الأجزاء المتساوية . 
علد ... ,1 ,0 ت تر ثفر ضر. 

«إزكه -4) +ع دن .,«إز(ه -6) +ع د رود 


مكنا كتابة العكامل الموجود على يسار (51 - 8) على صورة حاصل جيع 
2 نه 0 )1 1 1 ّ ُ 


بتطبيسق النظرية الأولى القيمة المتوسطة #٠‏ - * مرئين » نستنتج أنه يوجد عدد /* فى 
[ دوع وعدد يك فى [ه ى_ة] محيث أن 
لس - )لود - بهل مهار سه عه 9 كار بإ أ 
ومن ثم يكون لدينا ج! 
ند كنا 8 2 
لس - .)لود - بعاضط )1 يي لل نه [عة و مار 1 ب 
و باستخدام نفس طريقة الاستدلال للسكامل الموجود فى الطرف الأمن من ( 6١‏ - 8) + 
ينتج الوجود للأعداد 7* فى [,3 .]42 فى [بغ .-غ] بحيث أن 
لَه ينا 4 إن 
( ها ح عط)(-ي< - )10 ميا 1 0 0 عل إبه )1 ! 1 
مما أن كلا من إ و ”ا تنتمى إل [.-ند] وأن 2 ميرغ تنتمى إلى [2 -ية] 
فنستنتج أنه من الاتصال المنتظم للدآلة كر أن حاصلى المع المزدوجين ومن ثم مختلف التكاملان 
المكرران عل الأكثر بالمقدار (م --6-2()4) ع . بما أن 0 <اع وهى اختيارية » 
فإن قساوى هنين التكاملين يكون مؤكدا إثباته . 
وهو المطلوب إثياته 
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نظرية التمثيل اريزز*؟ : 

سنختم هذا الباب بنظرية عميقة التى » مع أنها سوف لا تستخدم فيا يل » تلعب دورا هاماً 
فى تحليل دالى . 

سيكون من اكناسب أولا جمع بعض نتائج أثبتناها من قبل أو نكون نتائج مباشرة لما قد 
أثبتناء . 

نفرضص أن [6 ,4] ع قل خلية مغلقة فى 8# » ونفرضص أن (7)© تدل عل فراغ مجه 
لكل دوال متصلة فى / إلى 4 » ونفرص أن ب||/|| هو العمود على (7)© المعرف بأنه 

(لع ع : |(«)]) ممه - بارا 
دالية خعلية فى (7)© هى دالة خطية ©[ ج (7)© : © معرفة فى فراغ متجه (7)© ؟ و إذن 
(]) 86 +0]) 0ه - ]8 + ؤه) 0 


لحميع 8 ,© فى 2 و أن يكرووكر فى ()© . .يقال لدالية خطية © فى (7)© أنها موجبة إذا كان 
لكل (3)© ©/ حيث [ ع < ,0 < (خ)/ ٠»‏ يكون 


0 - )0 
يقال لدالية خطية © فى (7/)© أنها محدودة إذا كانت توجد 0 < 84 محيث أنه 
ارا كة ك اذم | 


يع (60)3ع] 


و« - ١١و‏ . مفترضص إذا كانت ج دالة متزايدة باطراد ى ثى وإذا كانت ©) معرفة 
عند © فى (7)© بأنها 


46 ]| - مه (31.9) 
فإن © دالية خطية موجبة محدودة فى (0)3© . 


البرهان . ينتج من نظرية 4م -- ه (أ) ونظرية .٠م‏ ل م أن © دالة خطية فى 
()© ومن مفترض .م - ه أن © محدودة بالمقدار (©)ج ‏ (8)ج - 34 . إذا كانت 
كر تنتمى إلى (3)© وكانت 0 < (*)ثر عند ع جاء فإنه بأخذ 0 - :8 فى قانون ( 4-٠‏ ) 
نستنتج أن 0 < (ثر) © . وهوالمطلوب إثياته 


(“) يمكن حتف بقية هذا الباب عند القراءة الأولى ٠‏ 
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سنوضح الآن العكس أى أن » كل دالية خطية موجبة محدودة فى (7)© تكون مولدة 
بعكامل ر ممان - اشتلتجز بالنسبة إلى دالة ما متزايدة باطراد يم هذه هى صورة من « نظرية 
تمثيل ريزز » المشهورة . الى هى إحدى أحجار الزاوية لموضوع ( تحليل دالى ) وها حالات عامة 
وتطبقات كثيرة بعيدة الآثر . وقد برهنت ألنظرية بواسطة الرياضى امجرى العظيم فريدرك 
ريز ز © , 

»©)7( نظرية ممثيل ريزؤ . إذا كانت © دالية خطية موجبة محدودة فى‎ ١١ - "١ 
فإنه توجد دألة متزايدة باطراد يم ى ف فى بحيث أن‎ 


146 | - 0ه (31.9) 
لكل كرفى (7)© . 
البرهان . سوف نعرف أولا دألة تزايدية اطرادية بم وبعد ذلك توضح أن ( ١م‏ ل و) 
نظل صميحة . 


يوجد مقدار ثابت قل بحيث أنه إذا كانت (*)م/ ك5 (*)رر ك 0 لكل # فى ف/ى فإن 
تااك| ا > )© > 0) 0 > 0 . إذاكانت + أى عدد حقيق حيث أن 8 > غْ > هم , 
وإذا كانت # عدداً طبيعياً كبير أكيراً كافياً » فنفرض أن .ب هى الدالة ( أنظر شكل ١م‏ ) 
فى (7)© المعرفة بأنها ' 


6 5ك 3 0 1 > (عدارب 
1/4 + ع » > ع ,و( -غ)م -1 ع (31.10) 
5ع « > «/1 +ع ,0 - 


من الواضح سابقاً أنه إذا كانت 7 ك «: » فإنه لكل + حيث 8 > / > © يكون 

1 كت ()اموب ك (عدامرب ع 0 
أى أن المنتابعة (/2 © 6 : (..©)00) متتابمة أعداد حقيقية ومتناقصة محدودة محيث تتقارب 
لعدد حقيى . نعرف (4)م بأن تكون مساوية له الهاية . إذا كانت 8 > 54+ > » » 
لاع فإن 

1 كت (*).ر.ب ك (<)ميم ع 0 


ومن ثم ينتج أن (5)م ك )ع . نعرف 0 - (4)ج وإذا كانت وب تدل على الدالة 


(#) فريدرك ريزز (11005-18480) كان رياضيا مجريا لامعا > كان أحد اللؤإسسين للتوبولوجى 
والتحليل الدالى . هو أيضا عمل مساهمات حسنة فى الجهد والارجوديك ونظرية التكامل ٠‏ 
1 
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َ 2+1 م ل 


(شكل )١ - #١‏ رمم تخطيطى للدالة .9 


7 © ,1 > (ه)ءيب »© قتضسع (,مم)© - (8)6 . إذا كانت 8 > + > © وكانت 
م كبيرة كبرا كافيا فإنه لكل * ى ل يكون 

1 > («)موب كع (*)ءيب 2 0 
أى أن (ط)ع > لميب) © > (ب)© > 0- (م)ع . هذا يوضم أن (3)ع ك ())ع ك5 (8)4 
ويكل تركيب الدالة الماز ايدة باطراد بم . 


إذا كانت كر متصلة فى / وكانت 0 < 8 » فيوجد 0 < (8)8 » محيث أنه إذا كانت 
(8)8 >|سر »| وأن رعبربعدء فإن ع > |(جر)يم_(*)س | بما أن عر قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى يم » فيوجد تقسيم ,5 الفئرة ف ميث أنه إذا كانت © نكر يرا للتقسيم ,2 » 
فإنه لأ حاصل جمع ريمان اشعلتجز » يكون 
5 :5)9- ه14 ] | 
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الآن نفرض أن (.ث ,. .. ,:) ,م4) >> 8 تقس الفترة ف لنقط ميزة تكون تكريرا للتقسيم ,ط 
محيث أن (8)8 14> (_يز - ين) صناة ونفرض أن : عددا طبيمياً كبير ١‏ لدرنجة أن 
(- - ية) كصذ > :/2 
حينتذ تكون الفترات المتعاقبة 
[كبدظ]ى. .. ,1/1 +8 بضك] , . . . :[/1 +5 ,ش] (31.11) 
فقط لم أى نقط مشتركة ء ( أنظر شكل ١م‏ ) . لكل #4« ,... ,1 د/ تتقارب المتعايمة 
المتناقصة ((,رم) ©) إك (ع4)ع ومن ثم نفترضص أن كبيرة لدرجة أن 


(ماار|| صمزع) + رذ)ع ع (ميم)© ع (ذاع8 (31.12) 
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((شكل ١م-‏ 4) رمما الدالتان *كرو تر 


عماجو 


22+ 


1/7 +ع 


عنصر * ى كل يقبع 
واحدة 6 قيب 


أن 


إما لفترة أو لغتر 


تين فى ( )١١ - "١‏ . إذا كانت * تنتمى 
تحصل على )رح (*)*كراء وت > * 55خ أو نحصسل عل 


إلى فثرة 


ص 
31 
- 
لسسس< 11آ]- ‏ الصصن 
5 + كا 
اه 
م ع 
سين 
َو 
2 حاث 
1 ##سدم > ذه 
1 
: 
2 3 
ينا 
532 
ا 0 
ثُّ 1 
: 
2 3 
سمدم عِ 
جيه 2 
1 8 
مسر 
ع 
3 
به 
بمصمر 
[عنى 
- 
لكك 
5 


ع )> (1/2) +1-غ لبعض 7+4 ,. . . ,1,2 - ع ويكون فى هذه الخالة ‏ (ع8), ح (ا)*/ 
(آنظر شكل ١م‏ - 4) . وإذن 
ء > |(ع)*/- رع)را 
إذا كان العنصر عد تنتمى إل فتر تين فى ( )١١ - #١‏ ء فإن 1/0 +6 > ع > ,) لبعشس 
0-1 ,... ,1ح 6 ونستنتج أن . 
((>)ميه -1](سة)] + («)سي؟ ()] - ()*[] 
إذا أشرنا لتعريف الدالة ب فى ( ١م )١١‏ ء فتجد أن 
(© - ع): (سسية)] + (( - ع ) -1)()] - () *[ 
مما أن (8)8> اسه - | و |*-٠|>8)8(‏ فنستتج أن 
(ن - )” إلمه)/ - («)مر|+ ((ه - عم - 1) |(ه)ر - (ع«)م| > |(«)*7- )را 
ع > ((غ -ع): +( -ع)1 -1إع > 
ننيجة لذلك » نحصل عل التقدير . 
ع كد إدع غ : |()*/-(0)]|) مده د ء|*م-غ|| 
مما أن © دالية خطية محدودة فى (7)© فينتج أن 
6 > |(*)ي - زوين | (31.14) 
حسب العلاقة ( وم - ١١‏ ) نجد أن . 
|| شع > الالسذاع - (ما)ع) - ليب )© -(ميب)0]| 
عند 7 ,... 2,2 ح 2 . باستخدام © الدالة *ثر المعرفة بالدالة ( ١م )١‏ ونتذكر 
أن 0 ع (40)م » نحصل عل 


>66 


(السماع -(6)عا(ه)1 يل - ردن | 


لكن الحد الثانى من الطرف الأيسر هو حاصل جمع ريمان - اشتلعجز (ج ,كرءط)5 للدالة / 
بالنسبة إلى م بالتناظر للتقسيم 2 الذى هو تكرير اتقسيم .2 وإذن نحصل على 


26> مين -ع م :5)عا+ | 18 :)146-51 | | > | 6059- 14 | 


أخيرا » باستخدام علاقة ( )١4 - #١‏ » نجد أن 
ع(2 + 14) > | ماه -هه 1 ]| | (31.15) 
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مانأ 0 <ع اختيارية والطرف الأآيسر عن ( ١١ - 5١‏ ) لا يتوقف علها فنستنتج نت ج أن 


46 ]| -6)0 
ش وهو المطلوب إثباته 
من المهم » لبعض أغراضى » معرفة أن هناك تناظر! أحاديا بين داليات خطية موجبة 
محدودة فى (7)© ودوال متزايدة باطراد عمودية معينة . ويمكن التأكد من أن تركيبنا لتوضح 
أنه ينتج دالة متز ايدة بم بحيث أن 0 بج (6)ج وأن ع متصلة من المين عند كل نقطة داخلية 
للفترة ل مبذه الخواص الإضافية » يوحد تذاظر أ حادى بين داليات موجبة ودوال متزايدة . 
تمرينسات : 
5 -(آ) إذا كانت 0 < ى ٠‏ وضم مباشرة أن 
0- بك »| موذا 


أى النتائح لهذا الباب تستخدم ؟ 


”١‏ - (ب) إذا كانت 2 > © > 0 وعم أن ار 
0- به “ل | مولا )2 
مأذا يحدث إذا كأنت 0 ع م ؟ َك 


١م‏ (ج ) ناقش وى "(مد- 1)جه ذل هذا 
(؟-(د) إذا كانت 0 < »6 ء وضم أن 
0 من تقل | مررن 
ماذا يحدث إذا كانت 0 - ه ؟ . 


١م#-(ه)‏ بفرض أن “(جم+1)حم-(»*)كم عند [0,1]>* ©» ويفرض أن 
ح (+«)ثر عند 0 ح +« وأن 1 ع ()ث/ر عند [6)0,1* أثبت («)ر + (82)/ ليع 
(0,1]ءع» وأن 


اك 75 1 ع يدك )رم 1 


١‏ (و) بفرض أن *” مجم -(«).م عند [0,1]ع* وبفرض أن0 > (« )بر 


5 


- به )مم ]| ستاعدعة (مام |0 
+١‏ (ز ) نفرضص أن (يرع) متتابعة لدوال متّز ايدة فى [8 ,4] والى تتقارب بانتظام إلى 
دالة م فى [5 ,4] . إذا كانت دالة متزايدة كر قابلة التكامل بالنسبة إلى ريم لكل 2ع أثبت 
أن ثم تنكون قابلة التشكامل بالنسبة إلى م وأن 


+48 1 ! دزا - ع ر ! 


١م-(ح)‏ أعط مثالا لتوضح أن الاستنتاج فق المثال السابق ر بما يفشل إذا كان التقارب 


١م‏ - (ط) إذا كانت 0 < ووضم أن ”(1+»)/2 - ,4 *(0 00" وآ 


١؟‏ - (ى) بفرض أن “رو مشتقاها الحزئية ,/[ متصلة فإن عند (4 ,) فى [4 ,6] ا [6 ,4] 
استخدم نظرية التبديل ١م‏ - و إلى 


2 نه 0 16 | 


وفاضل للعصول عل برهان آخر لنظرية 9م - لا . 

"١‏ -(لك) استخدم النظرية الأساسية 8٠‏ - لم لتوضيح أنه إذا كانث متتابعة (ي/م) لدوال 
تتفارب فى ؛ لدالة كر وإذا كانت المشتقات (:م) متصلة وتتقارب بانتظام فى / لدالة بم 
فإن “كر موجودة وتساوى م ( هذه النتيجة تكون أقل حموما من نظرية م٠‏ - ه » 
لكن من السبل إثباتها ) . 

و» - (ل) نفرض أن (...ىج,.....مى4 هى سرد لأعداد قياسية فى 8. نفرضش 
أن ,ب معرفة بأن تكون مساوية للواحد الصحيح إذا كانت (1:....,7©* ومساوية 
صفرا خلاف ذلك . حينئذ يرث قابلة لتكامل ررممان فى # والمتتابعة (/) تتقارب باطراد لدالة 
ديرشلت غير المتصلة الى تكون مساوية واحدا صميحاً فى ©70 ومساوية صفر! فى ©1510 ». 
ومن ثم اللباية الاطرادية لمتتابعة دوال قابلة لتكامل ربمان لا تحتاج لكونها قابلة لتكامل 
ريمان . 

"١‏ -(م) بفرض أن م دالة ثابتة متزايدة باطراد فى [8 ,4]  -‏ . إذا كانت كر 
أى دالة قابلة للتكامل بالنسبة إلى مه فى /ل » فإننا نعرف .|| / || يأنها 


عه |6 | - دارا 
وضح أن و الخواص العمود ه الآتية تكون صحيحة . 
0 


(ب) إذا كانت 0 ح (<) كر لحميعم رع ء فإن 0-,[م] ؟ 

(ج) إذا كانت عقعء » فإِت م[/| اءا > لاا 

(د) الصا ارا لاضع ملاع اماطلاداراا! * 
لكن » من الممكن أن يكون 0 ح و||كر|] بدون كون 0 > (*)ثر لحميم 3ع« (هل 
هذا مكن أن يحدث عند * > («)ع ؟) . 

١م-(ن)‏ إذا كانت ع منزايدة باطراد فى /ى » وإذا كانت لالع«28/ و كر » 
دالتين قابلتين للتكامل بالنسبة إلى عي »6 فإننا نقول أن المتابعة (م) تتقارب ف المتوسط 
( بالنسبة إلى م ) فق حالة كون 


0 جى]م- را 
( الدلالة هنا هى كما فى القّرين السابق ) . أثبت أنه إذا كانت (,7) تتقارب ف المتوسط 
إلى كر » فإن 
46 ]جدهة | 


أثبت أنه إذا كانت (.) متتابعة لدوال قابلة التكامل وتتقارب بانتظام فى كي إلى كر » 
فإنها تنقارب أيضاً ف المتؤسط إلى كر . فى الحقيقة يكون 
رإا, || ((م)ع -(6)ع! ك :م - ذا 
لكن » إذا كانت ل تدل عل الدالة فى مثال (#١‏ » وإذا كانت 1/0(72)-.8 
فإن المتتابعة (.8) تتقارب ف المتوسط [ بالنسبة إلى * > (*)ع ] إل الدالة صفر » لكن 
التقارب ئيس منتظما فى 7 . 
١م‏ -(س) بفرض أن * ع (*)ع فى [2 ,0] ع- / وبفرضص أن (1) متتابعة لفترات 
مغلقة فى محيث أن (1) طول ,1 هو 1/2 » (ل) 0-...1.01 ٠‏ (كلة) كل 
نقطة * فى / تنتمى إلى كثير لامها من ..1 . نفرص وب معرفة بأنها 
6< (.,1<-(غ*)مل 
مآ 4 ,0 ع- 


ثبت أن المتتابمة (:1) تتقارب ف المتوسط [ بالنسية إلى د (*)9] إلى دالة الصفر 


فى #اء لكن المتتابعة (.]) لا تتقارب بانتظام . فق الحقيقة » لا تتقارب المتتابعة (,/) عند 
أى نقطة . 


-(ع) بغرضص أن م متزايدة باطراد فى [5 ,4] - / إذا كانت 6 و ثر قابلتين 


لكين 


لتكامل بالنسبة إلى بج فى ل إلى # تعر ف حاصل الضرب الداخل (9 يكز )الداكتين ف ,كر .بالقانون. 
صمهة حدم | -(ة بن 


أثبت أن كل الحواص لتعريف م - 7 تكوت متحققة ماعدا (11) . إذا كانت م دير 
هى دالة الصفر فى ل » فإن 0 ح ( كركر ) » لكن » ريبما يحدث أن 0 ع (كركر) لدالة كر 
لا تتلاثى فى أي مكان فى ل . 

١م"‏ - (ف) عرف «|| || بألها . 


“[مموة "رمن | ] اما 


حيث أن *"(/ ,) - .|م|1 . أثبت متباينة اشفارتز 
ش "لأا ءااراا ك إ(ط )ا 

( نظرية م - 7اء نظرية م - م) : وضح أن اللواص السودية م - ه تظل 
قائمة » ماعدا أن 0 > ي||م] لا تدل على أن 0 -(*)ثم لكل *فى فى . أثبت أن 
دا/|| ““((م)ع - (ط)ع) ك ءارا 

١‏ -(ص) بفرض أن 10>" وأن يم و ثر قابلتان التكامل فى /ل بالنسبة إلى دالة 
متزايدة بم فنقول أن المتتابعة (,/) تقتر ب فى متوسط تربيع ( بالنسية إلى مم فى 7 ) إلى كر إذا 
كانت 0 حير - را 

)١(‏ وضح أنه إذا كانت المتتابعة تقار بية بانتظام فى ا ء فالها أيضا تقتر ب فى متوسط 


قر بيع إلى نفس الدالة , 
(ب) وضح أنه إذا كانت المتتابعة تقترب فى معوسط تربيع فإنها تقترب فى المتوسط إى 
نفس الدالة , 


(ج ) وضح أن تمرين #١‏ - س يبرهن أن التقارب فى متوسط تربيع لا يدل على تقارب 
عند أى نقطة الفترة قى : م 

رد إذا أخذنا »فى ثمرين #١‏ سا ص ه 12 طولها 1/22 وإذا وضعنا 50207 
فإن المتعابمة (.8) تتقارب ف المتوسط » لكن لا تتقارب فى متوسط تربيع » إلى دالة الصفر 5 

١م"‏ - (ق) أثبت أنه » إذا كانت المشتقة النونية © عتصلة فى [8 ,4©] ء فإن صورة 
التكامل لنظرية تايلور 7١‏ - ه والنظرية الآولى القيمة المتوسطة ٠م‏ - 4 بمكن استخداءها 
لمصول عل صورة لاجرائج قباق المعطأة فى م - + . 

١‏ -(ر) إذا كانت [4 , ©] سس جد/ .[5 ,4] ع- .ف وإذا كانت ث/ متصلة فى 71 كا ل 


؟. 


إلى ©# وكانت م قابلة نتكامل ر مان فى و » فإن الدالة ‏ » المعرفة فى دل بأنها 
عه (0800 )1 | - اط 


متصلة ىق 22 . 


١م‏ -(ش) يفرص أن ع دالة متزايدة فى [5 ,4] ح وك إل # ونفرض أنه لكل + 
ثابتة فى [4 ,6] ح يل » يكون التكامل 


(مهة 19 | - مام 


موجود . إذا كانت المشتقة الحرئية 1 متصلة قى ف حثرة ءِ فإن المشتقة 7 موجودة 
ق ية ومعطاة كايل . 


يه وم | دوم 


١‏ -(ت) بفرض أن [4,6] > و/ و [4 ,6] ح وك . وبفرض أن القيمة الحقيقية 
لدالة بم تكون اطرادية فى عل وأن # اطرادية فى يف » و أن كر متصلة فى دل كا ى . عرف 
© فى ول ه 2 على وك بالتعريغين 


و1 | -80 ,مه وبمار | -0)ت 


ثبت أن © قابلة للتكامل بالنسبة إل #4 فى وى ء وأن 7 قابلة للشكامل بالنسبة إلى م 
فى و/ وأن 


)عه 6ه -0)ة 60 
يمكننا لتأكيد هذه المعادلة الأخيرة فى الصورة . 
ممعة زهمة فهر | !| دمع زصعة وهز | | 
"١‏ -(ث) بفرض أن وكاو كاوثم كافى تمرين ١م‏ اتث. إذا كانت ب فى 
(7)© (أى أن » ب دالة متصلة فى و إل. 8 ) بفرضى أن (2)0 دالة معرفة فى يي 
بالقانون 
عه (0) 00 بعال | > ()(ه)1 


ثبت أن 3 هى تحويل خطى فى (:7)© إل (7)© معى أنه إذا كانت “نو ,ب » تنتميان 
إلى 000 26 فإن 


ا" 


(!) (©)7 تنتى إل (6002© . 

(ب) ()1 + (م)7 - رل + م)1 

(ج) (2)9© > (ج7)0 عند عه . 

إذا كانت 23,51 ج) :|( ,5)/]) هده 34 . فإن 7 محدودة معى أنه 

(د) رامااقة كدبزا(»)1|] عند (6©)3عب 

*١‏ -(خ) بالاستمرار فى دلالة القّرين السابق » وضح أنه إذا كانت 0 < م » فإن 
37 ترسل المجموعة 

م كءراما|: (0)37ء مح ,8 

إلى فئة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى (م7)© ( أنظر تعريف م7 - 5 ) لذلك » 
إذا كانت (.ب) أى متتابعة لدوال فى ره » فإنه توجد «جابعة جزثية (يم) محيث أن 
المتتابعة ((.©16) تتقارب بانتظام فى ىل . 

١م-(ذ)‏ بفرض أن ىف و د/ معرفان كا سبق وبعرض ان / متصلة فى .ل 2 
إلى 8 . إذا كانت ب فى (,7)© » ونفرضص أن (ج)5 هى الدالة المعرفة ى وى بالقانون 

جك (9 ,00 م)1 .]| - ()(م)5 

وضح أن (8)0 تنتمى إلى (72)© » لكن ء ف الحالة العامة » 58, ليست تحويلا شيا 
بمعى أمرين #١‏ سا ث. وبالرغم من ذلك أثبت أن ك ترسل المجموعة ,8 فى أمرين ١م‏ - م 
إلى فئة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى (د7)© . أيضاً إذا كانت (.م) أى متتابعة فى 
,8 » فستوجد متتابعة جزئية حيث أن ((.ب)5) تتقارب بانتظام فى د (هذه الننيجة هامة فى 
نظرية المعادلة المكاملية غير اللطية ) . : 

١م‏ -(ض) وضح أنه إذا عرفنا و © و © و م© عند كر ىق (5)© بأنها 

00 سنك 
((17)0+1)1- 60 

فإن © و 1 © و © داليات خطية موجية محدودة فى (23)©) . اعط دوال متزايدة باطراد 
د و دج واى# تمثل هذه الداليات اللطية كتكاملات ريمان اشتلتجز . وضح أن الاختبار 


الدوال ,ع ليس مهددا وحيداً ما لم يكن 0-(0),# وأن بع متصلة من امين عند كل 
نقعلة داخلية من 1 . 


. 


مشروعات ب 
"١‏ (©) هذا المشروع يثبت الوجود لحل وحيد لمعادلة تفاضلية من الرتبة الأولى 
تحث وجود شرط لبشتز . نفرض أن 1428# مفتوحة وتفرص أن 8# +-42:/ متصلة 


وتحقق شرط يشمن : |"«سسبر] ق ك |(ثرز ,#د)ثر -(ثز ,6د) كر | لجميع ننقط (2 ,*) و(لز ,:3) 
فى 52 . نفرص 4 خخلية مغلقة 


(8 > إة-ر| ره > | - :| :(2 ,5)) 1 
مخترية فى 92 ونفرضص أن 8 ك> 840 » حيث 384 5 | (نز ,*)ثر| عند 2,9(61) 


)1غ( إذا كانت [ه+» .ه-4]-2 فإننا نرف 6 ع (تا/ى؟ عند رع»ج وإذا 
كانت ع2 ع فتمرف 


عه ((#)سيو )ا | +ة - (ع) 


عند "رء د . أثبت بالاستنتاج أن المتتابعة (.ب) معرفة جيدا فى فى وأن 


00 1 8 زط - ).ها 
نم *"إه- ا 0 ك |(»)ده - ).ها 
لكل [©* ., 


ب أثبت أن كلا من الدوال .ب معصلة فى فى وأن المتتابعة (.ي) تتقارب بانتظام 
فى ل إلى دالة © . 


(ج ) استنتج أن الدالة ب متصلة فى ء وتحقق 8 > (28) يب ٠»‏ وأن 
اك ((00 )1 | +ة - زعام 
لحميع برع . استنتج أن © قابلة التفاضل فى 7 و تحقق 
١‏ زع جاعم ((<«)ب ,<)] - (م'ب 
(د) إذا كانت ث متصلة فى /ى و تحقق 
((ع«اس )] ع )ان بطع رماب 
مند كل 7©* أآثبت أن 
عع عم اله ((مال 6 | +ط- ران 
(ه) إذا كانت © كا فى (ج ) وكانت طو كا فى ( د ) ء أثبت بالاستنتاج أن 


ه.؟ 


نه اماس - هام | | > > مان - مام] 
"له - مرا براك - و1 > 
ومن ثم !مر" “كاسع رإن- م » ومن ذلك ينتج أن («)ض ح (:«)و 
لكل [رع* 
الباب الثانى والثلاثون ل تكاملات غير معينة ولا نهائية : 
كان يوجد فق الأبواب الثلاثة السابقة فرضان دائمان : كنا نتطلب كون الدوال محدردة 
وكنا نتطلب كون نطاق التكامل مدمجا . إذا أسقطنا أيا من هذين الفر ضين فإن نظرية التكامل 
القادمة لا تستخدم بدون بعضض التغيير ٠»‏ بما أنه عدد من التطبيقات الحامة الى يكون فيبا من 
المستحسن المباح لأحد أو كلتا هذه الظواهر المديدة . سنشير هنا إلى التغييرات الى بمكن 
دوال غير محدودة : 


نفرص أن [6 ,4] ح / فترة فى 2# ونفرص أن كر دالة حقيقية القيمة ومعرفة على الأقل 
عندءا *« تحمقق 56 >ه . إذا كانت كر قابلة ا [6 .ها لكل هع 
تحقق 8 5 © > © » ونفرض أن 


]1 (32.1) 
'سنعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى [5 ,4ه] ح ف بأنه نهاية المقدار ى/ عندما مجم , 

١ - 57‏ تعريف . نفرس أن تكامل ريمان فى ( 8م - ١‏ ) موجود لكل © فى 
[4,5) . نفرض أنه يوجد عدد حقيق 7 بحيث أنه عند كل 0 < م يوجد 0 < (8)8 
حيث أنه إذا كانت ( 8)8 + © > » >» فإن ع > | 7 سم | . فى هذه الحالة نقول أن 7 
هى التكامل غير المعين للدالة كر فى [8 ,©] > /ى وأحيانا نرمز للقيمة 'ث/ هذا التكامل غير 
المعين بأنه 

0 كن 
()م ْ 00 ٌ (32.2) 
مع أنه من الممتاد بكثرة عدم كتابة إشارة + فى الحد الأسفل . 

؟" - + أمثلة . (أ) نفرض أن الدالة كر ممرفة فى [8 ,4) ومحدودة فى هذه الفترة . 

إذا كانت ثر قابلة لتكامل ريمان فى كل فترة [8 ,6] حيث 8 5ك © > ها ء فإنه من السبل 


امن 


ملاحظة ( تمرين #م -أ) أن التكامل غير المعين (  #«‏ + ) موجود . أى أن الدالة 
(«/1) تله > (<) رالا تكامل غير معين فى الفثرة [ 1 و 0] . 

(ب) إذا كانت *«/1 ح (د«)ير عند # فى الفترة [1 ,0) وإذا كانت © ف الفترة 
[1 ,0) فينتج من النظرية الأساسية 4-٠‏ ومن حقيقة كون كر هى المشتقة للوغارييم أن 


1 
© ع165- ع ن ع1 - 1 عه! - ز | - 


مما أن 6 108 يصبح غير محدودة عند 0<+- »© »ء فإن التكاءل غير المعين للدالة ع فى الفترة 
[0,1] غير موجود . 

(ج) نفرض أن ** - (*)/ عند # فى [1 ,0) . إذا كانت 0>» عفإن الدالة متصلة 
لكا غير محدودة فى 11 و 0) . إذا كانت 1 - كج © » فإن كر هى مشتقة للدالة , 


عير 1 
1+ 


-(2«ا)ع 
ينتج من النفارية الأساسية #٠‏ - هم أن 
وت 1) متدويق 8 
1+ : 
إذا كانت »© تحقق 0 > » > 1 - »ء فإن 0 ج:*”ح عندما 0 ج م ويكون الدالة كر تكامل 
غير معين ومن الناحية الأخرى » إذا كانت 1 > بن فإن '*"© ئيس لا نهاية محدودة عندما 
0 ج » ومن ثم فإن الدالة/ر ليس لا تكامل غير معين . 
تتعلق المناقشة السابقة بدالة غير معروفة أو ليست محدودة عند النقطة الطرفية اليسرى للفترة , 
من الواضح كيفية معالجة السلوك المأثل عند النقطة الطرفية الى . أحياناً مم أكثر بالحالة الى 
يكون فها الدالة ليست معرفة و ليست محدودة عند نقطة داخلية للفترة » ونفرضص أن م هى نقطة * 
داخلية للفترة [6 ,4] ونفرض أن كر معرفة عند كل نقطة للفترة [8 ,2] ماعدا رما عند مر . 
إذا كان كلا التكاملين غير المعينين 


]ا 


موجودين فإننا نعرف التكامل غير المعين الدالة كر فى الفترة [8 ,] بأنه حاصل جمعهما و يمفهوم 
الباية » نعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى الفترة [8 ,4] بأنه 
إنا حم 
حك ()/ مل عه 2 أ 1 (32.3) 
قدول جهومة وال +0« » 
من الواضح أنه إذا كانت هاتان اللهايتان موجودتين » فإن اللهاية الواحدة 


ا 


إعه )7 5 1 0 1 (32.4) 


+0جسع 


موجودة أيضاً ولا نفس القيمة . لكن ء وجود الباية ( ؟5 - ؛ ) لايتضمن وجود ( ؟«-") . 
فثلا » إذا كانت كر معرفة عند 0 54« ,[1 ,1-]ع عر بألا 1/3 ح (*)كر ء فإنه من السبل 
ملاحئلة أن 


:- مزجا (-ن)(نج) -» (ف)'] +ع( !ا 
لكل ع تحقق 1 > ع > 0 . لكن » قدرأينانى شال (9+«-؟) (ج ) أنه إذا كانت 
3- ح » » فإن التكاملين غير المعينين 


غير موجودين . 
الشرح السابق يوضصح أن النهاية فى ( “٠‏ - 4 ) ربما يكون موجوداً بدون كون الماية 
فى ( ,م - م ) موجودة . عرفنا التكامل غير المعين ( الذى أحياناً يسمى تكامل كوثى ) للدالة كر 
المعطى بالصيغة ( م#» - م ) . الهاية الموجودة فى ( ؟” - + ) مهمة أيضاً وتسمى بالقيمة 
الأساسية لكوشى للتكامل ويرمز له بالرمز 
ظَ 
عه 160 | (كج) 
من الواضح أن دالة ها عدد محدود من نقط ليست معرفة أو محدودة عندها يمكن معالجتها بتجزء 
الفترة إلى فتر ات جزئية مبذه النقط كنقط طرفية . 
تكاملات لا نهائية : 
معرفة ى (© < <«: ©#ع بر إل 2 و كانت قابلة لتكامل ر يمان في [© ,»] لكل © < © » 
فنفر ضى أن 7 هو التكامل الجزق المعطى بأنه 
أعة . (32.5) 
سنعر ف الآن « التكامل اللانهاقٌ ء للدالة كر عند © < * بأنه الهاية التكامل م #/ عندما © تزداد . 
؟م -” تعريف. إذا كانت ثر قابلة لتكامل ررمان على [© ,©] لكل © < © » فنفرض 


أنى7 أنه التكامل الجزق المعطى يالصيغة ( «إم - ه ) . يقال لعدد حقيق 7 أنه تكامل لانهانٌ للدالة 


4 


كر على (4 << : +4 إذا كان يوجد لكل 0 < عم ع عدد حقيق (8 )24 حيث أنه إذا كانت 
(ع)24 < » فإنع > |.# - # | فى هذه الحالة ترمز إلى 4# بالرمز 


)32.6( 7 0 10 0 


يجب ملاحظة أن تكاملاتلانهائية تسمى أحياناً « تكاملات غير معينة من النوع الأول » 
نفضل المصطلح الخالى » الذى يرجع إلى هاردى7*؟ » لأنه أسهل ومواز للاصطلاح المستخدم 
فى حالة المتسلسلات اللانهائية . 

«م - ع أمثلة . (أ)إذا كانت */1 - (*)ثر عند 0 < 4 < * فإن التكاملات 
الجزئية هى 

هعها-» وها جه ل | - يآ 
2 5 


ما أن © 108 تصبح غير محدودة عندما ©+ جح فإن التكامل اللانهائى للدالة كر غير موجودة . 
(ب) نفرضص أن **-(*)/ عند 0 < © < * وأن 1 كد» . إذن 


+ + 1 2 : 
ام-1 حل ح يرق ]1 
إذا كانت 1 - < بن ء» فإن 0 < 1 + 0 والتكامل اللانبا لايوجد . لكن ء إذا كانت 
1[ >ن» فإن 
اميم 2 عت 
تح حيري 5 1 


(ج) نفرض أن *-م-(5)/ عند 0 < * بإذن 


(131-*6)- - يرل و 


0 
ومن ثم التكامل اللانهال للدالة كر فى (0 < * : «) موجود ويساوى الواحد الصحيح . 
من الممكن أيضاً اعتبار التكامل لدألة معرفة فى كل 82 . فى هذه الحالة نتطلب أن /ر 
تكون قابلة لتكامل ر.مان على كل فثرة محدودة فى 72 وثعتبر البايتين 


عه 100 | يصئل < عه 10 1 | (32.74) 
5 1 ونا - جه 1 ب[ (32.70) 


(#د) جيفرى هاردى ( لالإلم1 ل 19579 ) كان أستاذا بكميردج وكان عميد الرياضيات الانجليزية 
لوقت طويل ٠‏ قدم مساهمات كثيرة وعميقة ألى التحليل الرياضى ٠‏ 


5 


من السبل أن ثرى أنه إذا كانت كلها هاتين الهايتين موجودتان لقيمة واحدة للمقدار » فإن © 
كلتا البايتين موجودتان لكل قي © . ف هذه الخالة نعرف التكامل اللانبائى للدالةكر على الفراخغ 
2 بأنه حاصل جمع هذين التكاملين اللامهائيين 
ع4 100 | بيوظ جعة 1 | يست -عة وار | 32.9 
و كا فى حالة التكاملات غير المعينة يكون وجود كلا البايتين فى ( «« - م ) متضمتا 
وجود الباية 
4 ()/ 1 5 3 75 | ا | ا 1 (32.9) 
وتساوى ( +" سم ) » ( +م - 4 ) . تسمى الباية فى ( +« - و ) » أن وجدت ؛ غالبا 
بالقيمة الأساسية لكوثى للتكامل اللانجالى على الفراغ 2# ويرمز له بالرمز 
5 12 (متص) (32.10) 
لكن » و جود القيمة الأساسية لكوثى لا يتضمن و جود التكامل اللانباق ( «” - م ) يلاحظ 
هذا باعتبار د - (:) كر » لذلك 


0--162- عع | 


لجميع © أى أن القيمة الأساسية لكوثى التكامل اللامهال عند د - (*)'/ر موجودة وتساوى 
الصفر » لكن التكامل اللانهال هذه الدالة غير .«وجودة » حيث لايوجد أى من التكاملات 
اللاجائية فى ( *7 - 7 ) . 


وهود التكامل اللانهاتى : 
سنحصل الآن عل شر وط قليلة لوجود التكا.لى اللانهاق فى الفعة (© < * : ع . هذه النتائج 


بمكن استخدامها أيضاً لتعطى شروطاً لتكامل اللانماق فى الفراغ © » حيث أن الأخير يشمل 
اعتبار التكاملات اللانبائية على الفثتين (»<<* : «؟ و (© ك + : بد ندون أول معيار كوثى . 


١م‏ - ه معيار كوشى . نفرضص أن قابلة التكامل على [© ,2] لكل © << » . إذن التكامل 
اللامبائى 
1 
موجود إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع 6( )ك1 نحيث أنه إذاكانت( ع )2 < »© < ثْ فإن 


ان 


1 


البرهان . تعبت ضرورية الشرط بالطريقة العادية . نقرض أن الشرط متحقق ونفرض أن ,7 


)32.11( 7 


تكامل جز معرف عند ]2 © 7 بأنه 
7ض 
يلاحظط أن (,1) هى متتابعة كوشى لأعداد حقيقية . إذا كانت (ي4) تهذا ح م 
و كانت 0 < ع »ء فإنه يوجد ( )7 محيث أنه إذا كانت ( ع )/<5 » فإن ع > ل - ]| . 
نفرض أن 2])8(1+1 +» ,(16)8) مده - (34)8 وأن (ع)74 < » . إذن يوجد عدد 
طبيعى ( )27 < * بحيث آن »© > ” + © 5 (8) لذلك يعطى التكاءل الجزثى .20 كما يل 


ا ا 
ومنها ينتج أن 28 >إمظ -1| وهو المطلوب إثباته 
فى الحالة الحامة حيث 0 < (<) كر لجميع © < © مدنا النتيجة الآثية باختبار مفيد . 
5-9 نظرية . نفرض أن 0 < (*)ر لكل 4 < جد و أن كر قابلة للعكامل على [© ,4] 
لكل » < »ء . إذن التكامل اللانبان للدالة عر موجود إذا ع إذا فقط كانت الفئة (2 > ©:.1) 


محدردة . فى هذه الحالة ا 
[ه :1 ]| مدر 


البرهان : الفرض بأن 0 < (*)ير يدل على أن .1 دالة مثز ايدة بإطراد للعدد » . لذلك » 
يكرن وجود 1 1111[ مكافثاً محدودية (2 < 2: .11 


«» - + اختبار مقارئة . نفرض أن م و عر قابلتان للتكامل عل [6,6] لكل © < ع 
وأن (*)م ك |(+*) | لكل » < + . إذا كان التكامل اللامبائى للدالة م موجوداً »فإن التكامل 
اللامبائ للدالة كر موجود وأن 

|] 0> 1 © 


البر هان . إذا كانت 5 > »© ك » ء فينتج من مفترض (.م - ه) أن |ثر | قابلة للتكامل 


على [8 ,©] وأن 
5 ] > انا ]| > | ]ا 


؟1١‎ 


نتج من معيار كوشى ( 06 - ه ) أن التكاملين للانهائيين للدالةر » |/| موجودان وبالإضانة 


إلى ذلك نجد أن 
]|>انا ]> ]| 


وهو المطلوب إثبساته 
"٠‏ - م اختبار مقارنة للهاية . نفرض أن ع و ث/ر موجبان وقابلان للتكامل على [© ,2] 
لكل © < م وأنه 


لكك ون 
0 ار (32.12) 


حينئذ يكون كل من أولا أحد من التكاملين اللانبائيين م -:] ,م *2] موجود . 
البرهان . وحسب الملاقة ( 8م - ١+‏ ) نستنتج أنه توجد أعداد موجبة 8 > 4 » 
© < غك بحيث أن 
<< :0م ()جق ع (ع«)/ > (عر)اعوم 
اختبار المقارنة ( «م - +7 ) وهذه العلاقة يوضسان أن كلا من أولا أحد من التكاملات الهائية 
8 "1 ”12 موجود . بما أن كلا من جو ثر قابلة للتكامل فى [4 .8] » فينتج المطلوب . 
وهو المطلوب إثباته 
"١‏ - 4 اختبار ديرشلت . نفرض أن ل متصلة عند © < * ونفرض أن التكاملات الجزئية 


1] 2 2 


حدودة.» وأن م تنناقض بإطراد إلى صفر عندما مه + ج بر . إذن التكامل اللانهاق ج/ 2 
موجود . 


البرهان . نفرض أن 4 حداً للفئة (4 < © :|7 |) . إذا كانت 0 < 8 » فتفرض 
(8) 5 عحيث أنه إذا كانت (ع) 2 < + ء فإن 4 5/2 > (*)ب 5 0 . إذا كانت 
(6)8 < »© - 5 ء فينتج من آمرين ( ٠.‏ - ن ) أنه يوجد عدد ي فى الفترة [6 ,6] بحيث أن 


]0 2 م 
حسب التقدير 
2 > ا -ءة| > |1 ] | 


1 ؟ 


ينتج أن 


8 


م | 


عند © < م وكات كلا مهما يزيد عن المقدار ( 4)8 . إذن بمكنئئا استخدام معيار كوثى 
(#متة ) 1 وهو المطلوب إثباته 


!م١‏ وأمثلة . (أ) إذا كانت (2* + 1/)1 ح (8*) عر و 1/«2 - («)ع عند 
0 < » < + فإن (<)ع ك (*)عر > 0 . ما أننا قد رأينا حالا فى مثال ( 78 - 4 ) (ب) 
أن التكامل اللانهاق رك (1/2) :1 موجودة فينتج من اختبار المقارنة ( +# - 7 ) أن 
التكامل اللانهاق دك ((2+ + 1/)1) “17 موجود أيضاً ( يمكن توضيح هذا مباشرة بملاحظة أن 


7 2 1 6 
1 تنةا عت © ها كك - عل تر 17 | 


وْأن 2 < 6 1811 كلل عندما 0+ جاح ) 


(ب) إذا كانت “* »م - (م)مط و * م (*)عم ء فإن (*) ع ك (*) / ك5 0 عند 
1 < * . لاحظنا فى مثال ( 8م - 4 ) (ج ) أن التكامل اللالباق برى *-ع "5م موجود » 
ومن ثم ينتج من اختبار المقارنة ( ؟-* ) أن التكامل اللالهائى يرك **- “12 موجود أيضاً . 
هذه المرة » يكون حساباً مباشراً للتكاملاث الجزثية ليس مكنا » باستخدام دوال أساسية . 
لكن » سيرى فيا بمد أن هذا التكامل اللاتائق يساوى ج12 

(ج ) نفرغى أن 0 < م وثعتبر وجود التكامل اللاماق 
إذا كانت 1 < مر » فإن الدالة المراد تكاملها يكون المقدار 1/2 مسيطراً عليها » وقد لاحظنا 
فى مثال ( +م - 4 ) (ب) أنه تقارب . فى هذه الحالة بدل اختبار المقارنة على أن التكامل 
اللانبان يتقارب . إذا كانت 1 > م > 0 ؛ فإن هذا الاسئدلال يفشل » لكن » إذا وضعنا 
“د افع ح («) كرء 1# ح )ب فإن اختبار ديرشلت ( مع-4 ) يوضح أن التكامل 
اللانهاقق موجود . 


(د) نفرغى 2ب تنه (2<) كر عند 0 < * ونعتبر تكامل فريسنل(*) 


() أوجستن فريسئل ( لمغلا 1‏ /9لم1 )4 كان فرنسيا فيزيائيا رياضيا » وساعد فى أعادة 
(ثبات النظرية الموجبة للضوء التى قد قدمت قبل ذلك بواسطة ميجينز ٠‏ 


ندرا 


عه تعمل | 
0 
من الواضح أن التكامل عل [1 ان 

اطي تغير المتغير ( ١8 - "٠‏ ) ع نحصل عل 

بغ هلد 1 
- يدل 
0 كلذ 

المغال ا مجع و ومن 


ينتج أن بدك 2 وزو “1 موجود . ( بحب ملاحظة أن الدالة المراد تكاملها لاتقتّر ب من صفر 
عندما »+ جه 2 ) 


(ه) نفرص أن 1 < © ونفرض أن (7)0 معرفة بالتكامل 


بل تل يراع ]1 - (»ه)1 (32.13) 
لإثبات و جود هذا التكامل اللامانٌ » نعتبر الدالة 1/2 > (#«)ع عند 1 < بر . وحيث أن 
1+ 6-1 *- 
2-60 ون - بشت يروز[ 
م صدمجع 8 سقضط: 


ينتج أنه إذا كانت 0 < ع-فإنه توجد (1)8 بحيث أن 
(6) 1 > ع5 ١‏ التبرم ع احعير» ع > 0 

ما أن التكامل اللاتمالق برل 2< "خخ موجود » فنستئتج أن التكامل ( «م - م١‏ ) يتقارب 
أيضاً . الدالة الهامة المعرفة عند 1 < © بالقانون ( م - ١‏ ) تسمى دالة جاما . سنبين سالا أنه 
إذا كانت 1 > » » فإن الدالة المراد تكاملها أى *8«* م تصبح غير محدودة فى جوار 0 ح بر 
لكن ء إذا كانت » تحقق 1 > 4» > 0 » فقد رأينا فى مثال «م - م« (ج ) أن الدالة 
“يلها تكامل غير معين عل الفترة [1 ,0] . بما أن 1 > *-6 >0 لجميم 0 < د » فقد 
أثبعنا حالا أن التكامل غير المعين 


1 
01 1-ه م .| 
+0 


0 
على الصورة ( ؟* - ١١‏ ) بشرط تفسيره كحاصل جمع 

وول تلع رسع | حبرل تسعيرعسع / 

04 


لتكامل غير معين و تكامل لانمهاق 
انا 


تقارب مطلق 2 
إذا كانت قابلة لتكامل ريمان فى [© ,4] لكل © < م ء فينتج من نظرية ( 0م - 4 ) 
(1) أن إكمر] ء القيمة المطلقة تلدالة حر » تكون أيضاً قابلة لتكامل ران فى [6 ,4] عند © < 6. 
ينتج من اختبار المقارنة ( + - 7 ) أنه إذا كانت التكامل اللانماقق 
عه اضرا | (32.14) 
موجود » فإن التكامل اللاتماققى 
٠ 0 4‏ (32.15) 
موجود أيضاً ويكون محدداً بالقيمة المطلقة ( 55 - ١4‏ ) . 
؟”" - 19 تعريف . إذا كان التكامل اللانهالق ( +" - ؟١‏ ) موجودء» فنقول أن كر 
قابلة للتكامل مطلقاً على (4 < .+ : د » أو أن التكامل اللائباق ( «م - ١١‏ ) متقارب. 
تقارباً مطلقاً , 
قد لاحظلنا أنه إذا كانت كر قابلة التكامل مطلقاً على ( © << : : + 4 ٠‏ فإن التكامل 
اللامائى ( ١١-5‏ ) موجود . المكس ليس ء صميحاً » لكن ء كا يلاحظ باعتبار التكامل 


اسار 
2 


أثبعنا التتقارب لهذا التكامل فى مثال ( «* - ٠١‏ ) (ج ) . » لكن » من السهل ملاحظة أنه فى كل 
فثّرة 827 ,[(1+) ,1] توجد فترة جزئية طولها 0 < 8 الى فيها 


+< | صنو| 


( ف الحقيقة » رمكن أغذ 25/3 ع 5) . لذك » نجد أن 


فيتا 5 يندا 
(ط .ميلأ ير ...]عه يك ”.| 
جوعا1 22 01-1 5 4 


وإذن ينتج أنظر ( 15 - ١١‏ (ج ) ) أن الدالة #دزعر نف س (:) /ر ليست قابلة للتكامل مطلقاً 
فرق (5 < <«: *) . 


رلة 


27 


نلاحظ أن اختبار المقارنة ( «م - + ) يغبت ف المقيقة التقارب المطلق للتكامل اللانهائى 
إلدالة كر على الفترة (+ ر©] 


16 


تمارين : 

؟” -(1أ) بفرض أن كر دالة حقيقية القيمة محدودة فى الفترة [8 ,6©] > / و أن كر قابلة 
للتكامل فى [5 ,6] لكل © < » . أثبت أن التكامل غير المعين للدالة /رق / موجود . 

؟* - (ب) بفرض أن كر قابلة للتكامل فى [5 ,6] لكل © < » وأن التكامل غير المعين 
|/].:1 موجود . وضح أن التكامل غير المعين 10.7 موجود ء لكن العكس ربما لا يكون 
صميحاً . 

١‏ -(ج ) نفرض أن كرو ع قابلة للتكامل فى [5 ,6] لجميع (6.ه)ع» . إذا كانت 
(«)م ك | (*) ر] عند [6 .,ه]- دع وإذا إذا كانت ع ها تكامل غير عمين فى آم ء فإن 
الدالة حر يكون ذا تكامل غير معين . 

و؟م-(د) ناقش التقارب أو التباعد التكاملات غير المعينة الآتية : 


( عشي[ 2 صاعكي] 

0 (د) عع | 

1 5“ م١‎ 0-38 

!م - ( ه) حدد قي © و م الى عندها تتقارب التكاملات الآنية : 

)عه م ب 2 من | 

(ج) عه ”» - () عله "لع ممت" | 

؟* - ( و) ناقش انتقارب أو التباعد التكاملات الآثية . أى التكاملات تتقارب مطلقاً : 
4 د | (ب) ‏ عه حي | 

رج) نه #سلنامة ر (د) ‏ صوتمفك | 

رم مض ]| (ى سعتطيعت | 


؟؟ - (ز ) لأى قي © و م تتقارب التكاملات الآنية ؟ . لأى قيم يكون التقارب مطلقاً ؟ 
01 0 ب 0 / 


عه | (د) عل ب | 


املكن 


١‏ -(ح) إذا كانتث/ قابلة التكامل فى أى فترة [» ,0] عند 0 < 6 ٠»‏ أثبت التكامل 

ع “:] اللانهان موجود إذا وإذآ فقط كان التكامل اللانباق /-:] موجوداً . 

+#-(ط) اعط مثالا يكون فيه التكامل اللانهاق 12/7 موجوداً لكن فيه الدالة كر 
ليست محدودة فى الفئة [0 < * : «) . 

"١‏ - (ى) إذا كانت ثر إطرادية وكات التكامل اللانماق ل[ "15 موجوياً » فإن 0 < () بد 


ملد مه+ ج دع 
الباب الثالث والثلاثون ‏ تقارب منتظم وتكاملات لا نهائية : 
من المهم فى تطبيقات كثيرة اعتبار تكاملات لانهائية فيها الدالة المراد تكاملها تعتمد على 


بارامتر . ولعالجة هذه الحالة بسهولة نذكر أن » المفهوم لتقارب منتظم للتكامل بالنسبة إلى 
البار امّر له أهمية أولى . سنيحث أولا الخال الي فيها البارامتر ينتمى إلى فترة [8 ,9] 2ت فى , 


مم - ١‏ تعريف. نفرضص أن كر دالة حقيقية القيمة » ومعرفة عند (2 ,«) حيث © < *« » 
8 > + ك » . نفرض أنه لكل ؛ ف الفترة [8 ,»] ع فى يكون التكامل اللانباقٌ 


عه 16.9 | - 0ط (33.1) 


موجوداً . نقول أن هذا التقارب منتظم على ل إذا كان يوجد لكل 0 < م عدد (2/)8. 
محيث أنه إذا كانت ( 8)/ة < مو زع: » فإن 


ع > اك 0 | - )| 


المييز بين التقارب العادى التكاملات اللانهائية الممطاة فى ( #م - ١‏ ) والتقارب المنتظم 
هو أن (44)8 بمكن اختياره حيث لايتوقف عل القيمة 4 فى / . سنترك للقارىء كتابة التعريف 
لتقار ب منتظم للتكاملات اللانبائية عندما ينتمى البارامتر + إلى الفثة ل <2 : #) أو إلى الفئة 2 . 


من المفيد و جود بعض اختبارات للتقارب المنتظم للتكامل اللانهاق . 


«م - 8 معيار كوذى . نفرض أنه لكل 'رجعع » يكون التكامل اللائباق ( «م - 9١‏ ) 
موجوداً . حينئذ التقارب يكون منتظماً فى 7 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع عدد (ع)2 
محيث أنه إذا كانت (2)8. < + < ذو [ء: ؛ فإن 


عه 0 مز | | (33.2) 


م8 


نثر ك البرهان كتمرين . 
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ممم اختبار 34 لقير اشتر اس . نفرض أن ثر قابلة لتكامل رمان على الفترة [© .4] 
لكل »© < » وكل 3ع . نفرض أنه يوجد دالة موجبة 844 معرفة عند © < © محيث أن 
3ع ,ه د ع +767 (*«)كلة > |( :)را 


وحيث أن التكامل اللانهاقٌ يدك ()84 ”14 موجود . حينئذ » لكل رعغ » يكون التكامل 
فى ( ٠‏ ) تقاربياً مطلقاً ويكون التقارب منتظياً فى ل . 


البر هان . التقارب للتكامل 
تع مم عهاه سانا | 


لتيجة مباشرة لاختبار المقارنة والفروضس » لذلك » يكون التكامل المنتج للدالة (4)م تقاريباً 
مطلقاً عند رج . إذا استخدمنا معيار كوثى مع التقدير . 


0 1 || > عه |( )م | 3 | 4 0 1 | | 
بمكننا بسبولة إثبات التقارب المنتظم فى ل وهوالمطلوب إثباته 


اختبار 4ه لقير اشر اس مفيد عند ما يكون التقارب مطلقاً وأيضاً منتظماً » لكن بحث 
الحالة التى فيبا التقارب ليس تقار باً مطلقاً منتظياً ليس دفيقاً بدرجة كافية . لهذا » نرجم إلى 
اختيار مناظر لاجتيار ديرشلت ( ؟”" - 9 ) . 


##م ل 4 اختبار دير شلت . نفرض أن كر متصلة ف ( ,*<) عند 2.20 + وعند + فى الفثرة ى 
ونفرض أنه يوجد مقدار ثابت 4 محيث أن 


رع بميء ممزر مع إعه و مار ] | 


نفرض أنه لكل رع » تكون الدالة ( ,)ب متناقصة بإطراد عند © < * وتقتّرب إلى 0 
عندما + ج 2 بانتظام حيث 'رح].. إذن التكامل 
نه (0 35 ©( )1 - | - (50 


يتقار ب بانتظام ق ل . 


البرهان . نفرض أن 0 < ع توتختار (8) محيث أنه إذا كانت (ع )2 2< د وأن 
3ع؛ » فإن 24/ع > 2 ,<)ب . إذا كانت (5)8 < »< 5 »ء فينتج من رين 
( .مح ن) أنه يوجد لكل رع » عدد (5)4 فى الفترة [8 ,6] محيث أن 


3168 


)ع م 
ع 660 |( ت)» -عة (1 :)90 :0ل | 

لذلك » إذا كان (ع) < م < ثم وكان 3ع1 ٠»‏ فتحصل على 

ع > 24( ,)م > | 4 (2 ,)©( ,) 1 | 
وإذن ينتج انتظام التقارب عن معيار كوثى ( *« - 8١‏ ) . وهو المطلوب إثبائه 

 - ”«‏ أمثلة . (1) إذا كانت كر معطاة بالتعبير 

8ع ,0 6 ,)1 
وإذا عرفنا ' 3< +1) > (*)34 » فإن («)44 > |(2 ,)ير | ء بما أن التكامل اللانبان 
للدالة 4 فى الفترة (*+ ,0] موجود »© فينتج من اختبار 34 لقير اشتراس أن التكامل 


اللاهاق 
5 605 0[ 
1+2 6 


يعقارب بانتظام عند 2 ع1 . ١‏ 1 
(ب) نفرض أن كبر »6 > ( ,#)ثر عند 0 < با » 0 < م . يلاحظ أن التكامل 


يتقارب بانتظام عند # ف الفترة [8 ,0] لأى 0 < 8 . لكن ٠»‏ التقارب ليس منتظياً فى 
(0 <؛: #ءع1 . (انظر مرين م«مأ). 
(ج) إذ! كانت عد له 7ه ح (م ,)ير عند 0 < ع و 0 < 9< غم ء فإن 
مدي ا تع عه |( ,3)/| 
إذا وضعئا ”-م - ()84 »ء فإن اختبار 24 لثير اشاس يثبت أن التكامل 


دل عد ملة “تم | 


3 
تعقارب بانتظام عند 0< ب < + وحصاب بسيط يثبت أنه يتقارب إلى *-(2, +1) . ( لاحظ أنه 
إذا كانت 0 ح + ء فإن التكامل لايتقارب أبداً ) . 


( د ) اعثير التكامل اللانهاقق 
0< جمر يرب ؟ للع عدي 1 
3 0 


الملشقرة 


حيث نفسر الدالة المراد تكاملها بأنها تساوى واحداً صحيحاً عند 0 ح عد . ما أن الدالة المراد 
تكاملها يسيطر علماءفيكنى إثبات أن التكامل على + > 8 يتقارب بانتظام عند 0 < + . لايستخدم 
اختبار اه لثير اشتراس هذه الدالة المراد تكامئها . لكن إذا أخذنا +« طذه ع (2 ,*«)/ر 
و *«ر*”م ح (ه ,بد)ب » فإن فروض اختبار ديرشلت تكون متسققة . 
تكاملات لا نهائية تتوقفه علي بارامتر : 

نفر ض أن كر الدالة متصلة عند (4 ,*) ومعرفة عند © < ب وعند + فى الفثرة [8 ,©»] ص ىر , 
وبالإضافة إلى ذلك » نفرض أن التكامل اللاتهاق 

عه 1009| - 500 (33.1) 

موجود لكل “رج . سنوضح الآن أنه إذا كان هذا التقارب منتظماً » فإن م تكون متصلة 
فى ف وبمكن حساب تكاملها بتبادل ترتيب التكامل . سنثبت نتيجة ماثلة للمشتقة , 


مم - 4 نظرية . نفرض أن كر متصلة فى (4 ,*) حيث © < د وأن 4 تقع فى الفترة 
[8 ,»] ح / وأن التقارب فى ( 70 - ١‏ ) يكون منتظماً فى ل . حينئذ / متصلة فى ل . 


البرهان . إذا كانت 26 >” » نفرض أن م معرفة فى كر بأنها 
0 | - )5 
ينتج من نظرية ( 51 - + ) أن بي متصلة فى ل . بما أن المتتابعة (ير”) تتقارب بانتظام إلى / 
فى ل » ينتج من نظرية ( 74 - ١‏ ) أن # متصلة فى ل . وهو المطلوب إثباته 
«م - 7 نظرية . تحت الفرضص للنظرية السابقة » يكون 
ش 4 إنه 20 1 | ١‏ عل 0 
الى بمكن كتابها فى الصورة 
5 نه )1 1 8 - يق إنه 0 1 1 (33.3) 
البرهان . إذا كانت يرم معرفة كما نى البرهان السابق » فينتج من نظرية ( "١‏ - ه ) أن 
5 نه 0 م1 |1 - 4 0[ 
حيث (ر,) تتقارب بانتظام إلى 4 فى فى » حينئذ نظرية ( 7١‏ - 9 ) تفيت أن 


1 


8 8 
غك )1 | مينا - به )1 | 
بربط العلاقتين الأخيرتين ؛ نحصل على ( 8#97--” ) , وهو المطلوب إثباته 
مم -- م نظرية . نفرضص أنكرومشتقاتها الجزنية بكر متصلة فى (2 ,) عند 4 < جراء *# 
فى الفترة [8 ,] - / . نفرض أن ( 7 - ١‏ ) موجودة لكل رج وأن 
عه 100 | -6)0 
بتقارب بانتظام فى / . إذن ا تكون قابلة للتفاضل فى / وأن © - م . بالرموز : يكون 
عه 20 إدعهوع) | 
البرهان . إذا كانت م7 معرفة عند ترج بآنها 
عه 169 | حر)يظ 
فينتج من نظرية ( ٠م‏ - ”7 ) أن بي قابلة للتفاضل وأن 
دك 2 1 -0)م 


من الفرض نجد أن المتتابعة (يم”1) تتقارب فى ”ل إلى ”ا وأن المتتابمة (”,ر) تتقارب بالتظام فى لل 
إلى © . ينتج من نظرية ( م؟ -00 ) أن 4 قابلة التفاضل فى ل وأن © ح ”ر . 
ش وهو المطلوب إثباته 


«م ‏ 4ه أمثلة . (أ) نلاحظ أنه إذا كانت 0 < ث » فإن 


عه م | 
0 1 
وأن التقارب يكون منتظياً عند 0 < ىم < + . إذا كاملنا كلا الطرفين لهذه العلاقة بالنسبة إلى # 


عل ل 5[ ,9] حيث. 6 > > 0 تبلا بريه 9-90 ) » نحصل على القاثون 
عه (نة حسم" | ]”] دي 1 ”| - ززع وها 


عدت 1 
13 0 
( لاحظ أن الدالة المرّاد تكاملها الأخيرة بمكن تعريفها بأن متصلة عند 0 >< ع ) . 


(ب) بدلا من التكامل بالنسبة إلى # » نفاضل قتتحصل رسمياً على . 


4“ 


ما أن هذا التكامل الآخير يتقارب بانتظام بالنسبة إلى + » بشرط 0 < مغ < + »ء فإن القانون 
يظل صصيحاً عند 0 < # . بالاستنتاج تنحصل على 


ل أ 
0< 101 01 62 ]2 


بالإشارة إلى تعريف الدالة جاما » المعطاة فى مثال ( «م - ١؛‏ ) («) . للاحظ أن 
ام -(4+1)] ١.‏ : 1 : 
(ج)2 إذا كانت 1 < » عدداً حقيقياً وكانت 0 < <<« 2 فإن 1006 عي م احهير 
ومن ثم تكون '- “يرح ()/ , دالة متصلة عند (< ,0) . و بالإضافة إلى ذلك يلاحظ أله يوجد 
جوار المقدار * الى يكون فيه التكامل 
ل تير | 0 
تقاربياً بانتظام . ينتج من نظرية ( #م - 4 ) أن الدالة جاما تكون متصلة على الأقل 
إذاكانت 1 < » . (إذا كانت 1 ك » > 0 » فإن نفين الاستنتاج يمكن إجراؤه » لكن حقيقة 
كون التكامل غير معين عند 0 ح بد يحب أن يؤخذ فى الاعتبار ) . 
(د) نفرس أن 0  <‏ » 0 < ة ونفرضص أن / معرفة بألها 
و تللظ سم | - ربوج 
إذا كانت 0 < + » فإن هذا التكامل يتقارب بانتظام عند 0 < ه وإذن يكون كذلك التكامل 


علا 05© كي ع (ن)مآ] 
وبالإضافة إلى ذلك ٠‏ يثبت التكامل بالتجزىء أن 


جرع بر تلت 0 - 75 5 
تسد لها طزه 4 ] *] تبه عم وده *-م | 
0 


2-0 +12 
إذا فرضنا »+ جح حر » نحصل عل القانون 
0 ده , يسود - يرل بدن ومن *-ع | ممم 
0 
لذلك ء يوجد مقدار ثابت © محيث أن 
0مده ممع © +()/ب) سماعءعتى 2 ()آ1 


كان 


لحساب الثابت © » نستخدم الحقيقة ألى تقول أن 0 - (0)/ وأن 0 ح (0) هها معش . 
و نستنتج أن 0 - © . ومن ثم » إذا كانت 0 < 4 و 0 <ل » فإن 


اننا قاو ى- 


ات | - ()/) مها عدم 


(ه) ا ونلاحظ ء كا فى مثال ( «مسه ) (د) 
أن التكامل يتقارب بانتظام عند 0 < + أى أن النهاية متصلة عند 0 < م . إذا فرضنا أن -+- 0 ج م 
نحصل على القائون الام 


ير علق ]5 (33.4) 


تكاملات لا نهائية كتتابعات : 
نفرض أن (,) متتابعة لذوال حقيقية القيمة الى تكون معرفة عند © < ب . سنفرض أن 


التكاملات اللانبهائية ./ “12 موجودة جبيعها وأن ((+*),]) مذ (*)/ ؛ن111 موجودة 
لجميع © < :د . نرغب فى أن نتمكن من استنتاج أن التكامل اللانبائى للدالة م موجود وأن 


م إسلادر ب[ (33.5) 


برهنا فى نظرية ( "١‏ - 7 ) عل أنه إذا كانت (يم) متتابعة لدوال قابلة لتكامل رممان تتقارب 
بانتظام فى فترة [© ,4] إلى دالة كر » فإن كر تكون قابلة لتكامل ر مان و أن التكامل الدالة كر هو 
النباية لتكاملات الدالة كر . النتيجة المناظرة ليست بالضرورة سميحة فى حالة التكاملات لانبائية » 
سنلاحظ فى "مرين ( +* سى ) أن ألدالة النبائية لاتحتاج إلى تكامل لانهائى لما . و بالإضافة إلى ذلك 
ر بما يفشل التساوى حتى إذا كان التكامل اللانهان «وجوداً و كان لكل من الطرفين فى (م«مه) 
معى » ( كمرين مم - ك ) . بالمثل » الامتداد الواضح لنظرية التقارب المحدودة ( «١‏ - م ) 
ربما تفشل لتكاملات لانمائية . لكن ء توجد ننيجتان مفيدتان هامتان وتعطيان شروطاً نظل تحنها 
معادلة ( «# - ه ) صحيحة . سنستفيد لبرهناهما من نظرية التقارب المحدودة ( 9١م‏ - "م ), 
النتيجة الأولى هى حالة خاصة من النظرية المشبورة التى ترجع إلى ليبيج ( حيث أننا نبحث حالة 
تكاملات ر مان اللانمائية » فإئنا نحتاج لإضافة الفرص بأن النباية قابلة للتكامل فى الخالة الأكثر 
عموماً لنظرية ليبيج للتكامل ء» يكون هذا الفرض الإضافى غير مطلوب ) . 
مم - ٠١‏ نظرية تقارب مسيطرة. نفرض أن (يكر) متتابعة محدودة لدوال حقيقية 
القيمة » وأن ((6)2) صمظا- («)م 2 ع لكل © < ب وأن كز و كرا ء ل © 5 قابلة 
لتكاءل ريمان فى [» ,4©] لكل » < © ونفرض أنه توجد دالة 84 لا تكامل على © < *« وأن 
(«اكقة > |(م)م| عند لازع م إن حد ير 


1-1 


حينئذ كر لما تكامل عند © < + وأن 
إسفدر ]| (33.5) 


البرهان . ينتج من اختبار المقارنة ( «م - * ) أن التكاملات اللانهائية 


د 1 5 
موجودة . إذا كانت 0 < ع فنفرض 8 تكون مختارة بحيث أن ع > وبق "بر التي ملها ينتج أن 


1 ه ااا 


بما أن (()./) مئاع (*)م لكل [5 ,ه] © + فينتج من نظرية التقارب انحدودة 
(#سم ) أن مل *] مسنا حم ؟1 . وإذن نجد أن 


2#[ [-1 ب[ ]>< .| 
الذى يكرن أقل من 38 عندما # تكون كبيرة كيرا كافياً وهو المطلوب إثباته 
١١ - "١‏ نظرية تقارب إطرادية . نفرض أن (بر) متتابعة محدودة لدوال موجبة فى الفئة 
(2 < ه 1 المتز ايدة بإطر اد معي أن («) سر ك ()ر عندلا عم وأن © < *« وبحيث 
أن بر وكل ير ا تكامل على [© و ©] لكل 2 < م . إذن الدالة البائية كر لها تكامل على الفئة 
4 < + : *) إذا وإذا فقط كانت الفئة (29 © :11*76 محدودة . فى هله المالة 


]سف (”]] معدت ] 


البرهان . مما أن المتتابعة (./) مز ايدة بإطراد ء فنستنتج أن المتتابعة نك 0 
ىأرف مد ايقل بإطرالة . إذا بدا ال عه : د ء فإن نظرية التقارب 
السيطرة ( حيث ‏ - 144 ) تنبت 

سدم ] 


و بالمكس » نفرض أن الفئة لتكاملات لانبائية محدودة ونفرض أن '5 هى الأعل هذه الفثة , 
إذا كانت © < © ؛ فإن نظرية التققارب الإطرادية 1م - + تثبت أن 


[ك لاب -ى إميه- ] 
بما أن 0 < ير » فينتج أن 5 12 م 00 لمحورترا 
حسب نظرية ( +« - 4 ) يكون التكامل اللانهاق للدالة كر موجوداً وأآن 


لدلت0 و > 


ارا 


002 الاك م | مياه - 7 
+1 إصنه 5 [ إمبه) مناه - 
وهو المطلوب إثباته 
تكاملات لا نهائية مكررة : 
حصلنا فى نظرية ( م - 7 ) عل تنيجة بررث اتبادل ترتيب التكامل على المنطقة 


(8 ك : ع » ,+ ك »: (4  4)*,‏ من المرغوب فيه أيضاً إمكانية تبادل ترتيب التكامل 
لتكامل لامباق مكرر . أى أن » نرغب ف إثبات المتساوية 


يتك |4 0 1 1 | فق 39 0 1 | 1 | (33.6) 


تحت فروض مناسبة . كان نتيجة ذلك أن شرطاً بسيطاً بمكن إعطاؤه محيث يثبت أيضاً العقارب 
' المطلق للتكاملات . لكن » لى نبحث التكاملات اللاتبائية المكررة الى لاكون «الضرور ة تقاربية 
مطلقة » نحتاج إلى مجموعة أكبر تعقيداً من الشروط . 


«م  ١8‏ نظرية . نفرض أن /ر دالة موجبة معرفة عند (/ ,+*) ومحقق © < 7 , 4 < 8« . 


:.نفرض أن 
44 إبجه 700 1 8 3 نه 2 1 (33.7) 
لكل »© < ث6 وأن 
مه إه مه ل] ][-ه إعههده؟  []:][.‏ دم 


لكل » < 8 . إذن ء إذا كانت أحد التكاملين المكررين فى معادلة ( 8م - ١‏ ) موجوداً » 
فإن الآخر يكون موجوداً أيضاً ويكوئان متساويين 


البرهان . نفرض أن التكامل الموجود فى الطرف الأيسر من ( ## - 5 ) موجود . 
بما أن كر موجية » يكون 


+ مه 
1 
لكل » < 5 و » < : . لذلك ء ينتج من اختبار المقارنة ( 9 -17) » أن 


4 إعه 0 1 1 م إعه 1/00 0 


كفنا 


باستخدام علاقة ( 9م - 07 ) » نستنتج أن 


سمه ]]” ]عه همسر ]ا 


لكل ©  <‏ . وبتطبيق نظرية ( «م - + ) نجد أنه بمكننا أخذ الأباية عنما ©+ جح 5 ٠ه‏ وإذن 
التكامل المكرر الآخر موجود أيضاً ويكون 


4 3 0 ل | 1 [:ه 0 > | ١‏ 


إذا كررئا هذه المناقشة واستخدمنا معادلة ( «م ‏ ب4) » نحصل على المتباينة المكسية لذلك » 
يجب أن تظل المتباينة *صحيحة وهو المطلوب إثباته 
مم ب ١#‏ نظرية . نفرض أن - متصلة عند 0 < + ,4 < 2 وأنه يوجد دالعان موجبتان 

ا و 4ق بحيث أن التكاملين اللانهائيين 2# “+1 و 24 *2] موجودان . إذا ظلت المتبايئة 
©»ع) به<عد ,()لظ(ع»)4ة > |( .)| (33.8) 


صيحة 2 فإن التكاملين المكر رين فى ( #" - 5 ) موجوادن ويكوئان متساويين . 

البر هان. . نفرض أن م معرفة عند 4<0 ,6< بأنها )ا )14 زر ,ء) راوع 
بحيث أن 

)1 (») 214 ك و راع ع 0 
بما أن 7 محدودة فى كل فترة [8 ,0] » ينتج من المتبايئة ( © - 8 ) و اختبار 44 لثير اشثر اس 
( »م - م) أن التكامل 
ش دك 2 ,)ع8 / 

موجود بانتظام عند [8 ,م] عع . باستخدام نظرية ( #من*ن ) » نلاحظ أن معادلة (+-”) 
تظل صمديحة ( حيث كر حل محلها ب ) لكل » < 8 . أيضاً اختبار المقارنة ( 7-5 ) يثبت أن 
التكاملين المكررين فى (#7-1) موجودان ( بعد كتابة م يدلا من /). فستنتج من نظرية ١-88‏ 
أن هذين التكاملين المكر رين الدالة مم متساويان . لكن هذا يغبت أن التكاملين المكر رين للدالة /ر 
موجودان ومتساويان . وهو المطلوب إثباته 

النعائج السابقة تبحث الحالة الى يكون فيها التكاملان المكرران تقاربيات تقارياً مطلقاً . 
الآن تقدم تنيجة تبحث حالة تقارب غير مطلق . 

م" - 4 ١‏ نظرية . تفرص أن الدالة كر حقيفية القيمة ومتصلة فى الفترة (4 ,':) عند © < جزء 
< م وأن التكاملين اللانهائيين 
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نه 10 ]| هن ع1 | (33.9) 


تتقارب بانتظام عند © < د ء » < *# ء عل الترتيب . وبالإضافة إلى ذلك » نفرض أن م/ 
معرفة عند ,© < 6 ,6 < 2 بأنها 


8 
:4 0 19 | > (8 )ل 
وئفرض أن التكامل اللائها 
(8 ,10 1 (33.10) 
يتقار ب بانتظام عند 0 < 8 . حينئذ كلا التكاملين اللاتهائيين المكررين موجودان و متساويان . 


البرهان . ما أن التكامل اللانهاقق ( مم س ١٠١‏ ) يكون تقاربياً بانتظام عند © < م » إذا 
كانت 0 < 8 فإنه يوجد عدد © < م4 بحيث أنه إذا كانت م4 < 4 فإن 


0 


ء > اه (م 0 -ج4 (8 | | (33.11) 


ا 00 5 , 
* (ة معنن ]]”] عه صعم] 


»دع - 

حسب نظرية ( م - 7 ) والتقارب المنتظم للتكامل الثانى فى ( © - 4 ) » نستنتج أن 
دإ دعا ]]”] -مهه عة | ل 

ومن ثم يوجد عدد » < 8 بحيث أنه إذا كانت 8 < ,م < وق » فإن 


ع> 


زوم 6ط | عن زوق جاص رز | (33.12) 
بربط ( #«م- 1م . (عمسمو)ء نلاحظ أنه إذا كانت 8 < ,8 < وق فإن 
5 | ,8 | 0 ا | 


ومنها ينتج أن نهاية مك (8 ,)8 “12 موجودة عندما مه+ <- 8م بعد استخدام نظرية (م-7) 
للتقارب المنتظم التكامل الأول فى ( 7م - و) ء نجد أن 


؟ 


دك [نه [ق 1 | ع" ح يدك (8 ا 00-0 
© زمه :]ع - 


ددع ]]”] - 


بما أن كلا الحدين الموجودين فى الطرف الأيسر ( م" - ١١‏ ) الما نهايتان عندما + <- 8 
فاستنتج بالوصول إلى الهاية » أن 


٠‏ |ه همس ]] ]ا إه مس ”!ا 


إذا فرصنا أن + ج 4 ء نحصل على تساوى التكاملات غير المعينة المكررة . 
وهو المطلوب إثباته 
النظطرياث المعطاة أعل و المسوغة لتبديل ترتيب التكامل مفيدة غالبا » لكن مازالت تثرك يمالا 
فسيحاً البراعة . وتستعمل مر ار لارتباطها بنظريات التقارب الإطرادية أو المسيطرة ( 6# )١٠١-‏ 
(م#م - .)١ (١‏ 
«م- ١١‏ أمثلة . (أ) إذا كانت 9+ م-(/,خ) »2 فإنه يمكننا أشذ 
ام ح (8/)4 » *-م ح ()24 ونستخدم نظرية ( م«" - ١8‏ ) لنستنتج أن 


044 [:ه 0ك معي 1 / -41 إنه وبر ورزه 0خادع 0 | 
0 0 0 2 


(ب) إذا كانت #**© ع (م ,جاع عند 0 < داء 0 < م ء فتوجد متسقة عند اعتبار 
الحطين 0 - + و 0 عدن . لكن ؛ إذا كانت 0 < © ,0 < 6 و © <م و1200 2 
فتلاحظط أن 


عسي اعمس بي للسدسى للدي اح تداج 


إذا وضمنا 1/*#-م ب (بر)ية ىر 6412م حك ()/ » فإن نظرية ( مم - 18 ) ثبت أن 


زهت [] ]ده زع ).أ 


(ج) اعتبر الدالة ‏ 0*09* ميرت (بر,ج)م .عند 0 <برو 6<0»<* . إذا 
وضعنا *«*»-م ب (ب)]ح و ** عبر ()24 فيمكننا تبديل ترتيب التكامل على ك5 © » 
«رك 0. ماأن 

- 1+2 


(2)14-912ه- 5 هه عد 


5-7 3 + 
لاس سس - 0 1 
5و+2)1 اع.ءء 7 1 


21+92 


اللا 


0 مد ددني م + 
عه إرة هر - ! - وك 6 : 1 
إذا غير نا المتغير برد ح م ؛ نجد أن - 
1 ديل “دع / ح وى “7ع هبر / 
0 0 
و إذن ينتج أن 
5 م 
* 6 1 26 49 ث1 0 
“+1 60 


إذا جملنا 0 ج © فنجد أن التعبير الموجود فى الطرف الأيمن يقترب إلى 272 . تلاحظ فى الطرف 
الأيسر أن الدالة المراد تكاملها تكون مسيطرة بالدالة القابلة للتكامل «-(2ن + 1) . باستخدام 
نظرية التقارب المسيطرة » نحصل عل 

2 - > 4 جر | ذا - 1+7 | دمر 


لذلك نجد أن 4/: ح 72 » الى تنتج اشتقاقاً القانون 


جلا ين "عدي | 
0 
( د) إذا كاملئا بالتجزىء مرتين » نحصل عل القانون 
موا كا + 4 6ه 7 كد - يرك :د وله 5 0 (33.13 
نكا 6 << 0 <ده<ن ف ريكن انع كاقل وي يات ا 
وى 4 هله - ع ]+ره 56م 7ء ع | 
1+2 012 يل 


ري + ماف > ]|- عه [رة 1ع - م |1 أ 2 


نريد إبحاد الهاية عندما 0 <- 6 . وهذا يمكن إجراؤه بوضوح فى التكامل السابق و نحصل 
على يرك (ب/ر وز غد-ى) ,م ا ومن حقيقة كون م 608 '520© مسيطرة بالواحه الصحيح 
عند 0 < براء و كون التكامل بوك ((12”)1/)1+2 موجودا ع فيمكدنا استخدام نظرية 
التقارب المسيطرة ( +" - ٠١‏ ) لنستنتج أن 


ووه م ]0ل 
+1 0 تو |جة 


ف 


التكامل آلثاى أكثر مشقة قليلا لأن” نفس الفط من التقدير 0 أن 


الاكحينا 


005: 
- 1+7 


والدالة المسيطرة ليست قايلة للتكامل » ومن ثم يحب علينا عمل أفضل من هذا . بما أن © 5 نه » 
4 ك | »هأ | عند 0 <رية » فنستنتج أن بز/1 ك | » صو 69م | » ومنها نحصل عل تقدير أدق 


مله 7 6 


1+9 | +1 | 
يمكننا الآن استخدام نظرية التقارب المسيطرة لأخذ النهاية تحت علامة التكامل » لنحصل عل 
ره- 
0 | ذا 
قد وصانا إلى القانون 


عمفته |- ول 
0 


7 000 يه مها عكق - رة 


0 


نريد الآن أن نأخذ الهاية عندما 0 + 0 . لايمكننا هذه المرة استخدام نظرية التقارب المسيطرة 
لأن «ك > دزو + ”213 ليس مطلق التقارب . عم أن التقار بحي إلى الواحد الصحيح عندما 
0ج بن إطرادى » فإن حقيقة كون ‏ أ اعد كنا ارين قد أن التقارب للدالة المراد 
تكاملها الداخلية ليست إطرادياً . لحسن الحظ + قد رأينا سابقاً فى مثال ( «#م- ه ) (د) أن 
التقار ب للتكامل يكون منتظماً عند 0 < © . حسب نظرية ( «م - 5 ) ء للمرة الثانية يكون 
التكامل متصلا عند 0 < 0 ومن ثم نحصل على القانون الآ 


ات دقة ٌ (33.14) 
8 0 


تمرينات : 


مم - (أ) أثبت أن التكامل ير »-ع“ير -:1 يتقارب بانتظام عند 4 فى فترة [8 ,0] لكن 
منزى تارب باتظام ع0 2 م 
«م -(ب) أنبك أن التكامل 
(2) مله ع 
6ه 
تتقارب بانتظام عند 1 < + » لكن لا يتقارب تقارباً مطلقاً عند أى من هذه القيم للمقدار . 
مم -(ج) لأى قم المقدار # تتقارب التكاملات اللانهائية الآتية بانتظام . 


قرفن 


أ لقنا 9 ا 
2 2ن ا رب غ+2ير م 
١ج(‏ »دك غ 05© 1 (د) ‏ علسووم يع 


() الوص#صصم | 007 الوصصصو يي | 


«" (د) استخدم قانون ( #" - ١4‏ ) لإثبات أن * /و( 4 )1 


م«م > (ه) استخدم قانون ( 4# ١‏ ) لإثبات أن #/مل!- بق "7م *:1 عند 0 < 7 , 
حقق التفاضل و أئيت أن 


(1-ه2 :1030 
0 2-1 1د بن تسوجتير ٌ 
0 


+" (و) أثبت الوجود للتكامل جك -+(-+1-2)-12 (لاحظ أن الدالة المراد تكاملها 
يمكن تعريفها بأنها متصلة عند 0 > د ) . أحسب هذا التكامل 
(1) بإبدال 2*-م بالمقدار 4*2 ثم التفاضل بالنسبة إلى 4 » 
(ب) بتكامل نه “--م “17 بالنسية إلى 4 . حقق كل المعلوات 


م بغر ض أن ا معطاة عند #ع؛ بأنها 


عه جد وده “6 ]| - 100 


فاضل بالنسبة إلى 4 ثم كامل بالعجزىء لتغبت أن ()1/2(477-) ح (1)" . حينئذ أوجد (2)4 
بعد تغيير متغير » أثبت القانوت 


0<ع بج واب ع بول ووه “مدع 


(ح) بفرض أن © معرفة عند 0 < ؛ بأنها 


بو #لاتستمدع / -0)ق 
0 


فاضل ثم غير متغير ات لتوضيح أن  26)4(‏ ع (6)4© . حينئذ أوجد (6)4 وأثيت القانون 


الى ركيم - بول عطي 
56 (ط) استخدم ( 4-7 ) ء وقوانين حساب المثلثات الأولية » والمارسة لإثبات أن 


إفرسن 


)غ0( 6<0 1 2 
ل 27 


3 
,0 >4 ,0 - 
0آك0 و1-ع 
(ب) 11> 1 يي *0 205 * أو ]2 
37 : جل 5 
و1 ع |»| قوع 
1]|»|<1 ,0ع 
1خجعمى. 1 ره صن ع سنو ””) 2 
(ج) 1 >م) 1087-2 - ع4 9 ]2 
6+1 1 
01 2-17 0 -- 
ام [*صنة|””*] 2 
)د ١‏ ادع[ 3 ١‏ 2 


مم (ى) عند لاع #4 انفرض أن ير معرفة بأنها 


55 7 كك 1 */1 > (*)مزر 
1-1 ,0 - 


أثبت أن كل 5 ها تكامل عند 1 < # والمتتابعة (,/) محدودة ٠‏ متزايدة باطراد » 
و تتقارب بانتظام إلى دالة متصلة ليست قابلة للتكامل على (1 < +  :‏ ء +«) 


مم - (ك) بفرضص أن © معرفة بأنها 


,82 ك 2 0 1/7 > (تابع 
1 و0 - 


أثبت كل ,رمم ها تكامل عند 0 < :د والمتتابمة (ربم) محدودة و تتقارب إلى دألة ع لا تكامل 
عل 0 < مد » لكن ليس صحيحا أن 


]جه ]من 
هل العقارب اطرادى * . 
عم - (ل) إذا كانت 07+ »)/2 -2)- 2 :)] » أثبث أن 
نلعم + 0 و<بهإعهومز | | 
بده >مط ‏ مبعةإةوه/ |1 ]| 
ومن ثم » استنتج أن 
يفون 


3 نه 0 1 1 1 4 إنه 19 1 / 
مم - (م ) استخدم متاقشة ماثلة إلى التى فى مثال ( ١١#‏ ) (ج ) وقوانينا من 'مرينات 
(ز)ء 0 (خ)ء لإثبات 
مم - (ن) باعتبار التكاملات المكررة للدالة مز وزو **(06+2-م على الربع 0 :< بر ,0 < »د 
أثبت القانون 


6 هدم جه 
رمو ]ىم لع 
0< 0 «4 ربج 1 +4 تي +1 , 


مشروعات : 
عم - (0) هذا المشروع يدر'س دالة جاما » الى قدمث فى مثال ( ؟”- ١١‏ ) (ه) . 
تذكر أن '5 معرفة عند فى 0< بر: ع +ع - 05 بواسطة التكامل 
اكت | -(10 
قد رأينا تو أن هذا التكامل يعقارب عند عع وأن جوبه - 14 

(أ) وضح أن '1 متصلة فى / . 

(ب) أثبت أن ربنم - (1+ع)1 عند طج+* (إرشاد : كامل بالتجزىء فى الفترة 
([©.18). 

ج20 أثبت أن !م -(1 +100 عند برعم 

( د) أثبت أن 1 - (2)]» ...دنا . ومن ثم ينتج أن “1 ليست محدودة على بمين 0 س #د. 

( ه) أثبت أن '1 قابل للعناضل فى / وأن المشعقة الثانية تكون دائماً موجبة . (ومن ثم تكون 
“1 دالة محدبة فى هع . 

(و) بتغيير المتغير + أثبت أن 

3 7 | - يل يدم 2 -(*)1 
##ا ا لل نقدم دالة بيدا لأويلر ٠.‏ تفر ض أن (3 ,)ها معرقة عند ل[ و3 ف 
(0<عر: ء جاعم بأنها ١‏ 


بل 773( 0 > (2 )28 


ارفرضن 


بذا كانت 1 < برو 1 < بد » فإن هذا التكامل يكون معيناً » لكن إذا كانت 1 > +« > 0 أو 
1 > بر > 0 فإن التكامل يكون غير معين 

(أ) أثيت تقارب التكامل عند بر,خ فى ل . 

(ب) أثبت أن (م«د ,)8 > (ر ,)8ه 

رج( أثبت أنه إذا كانت بر ,د تنسيان إلى م » فإن 


-22 
ب “تل وون) 3-1( هأة) 1 >0 ,)8 


لله جتجيسيى | - 7 باه 
( د) بتكامل الدالة الموجية 
جحي لسعم سي بس وهل ر8)] 
على (20< ,0 2؛ قرت رازن ,)01 بم مقارنة هذا التكامل بالتكامل على المربعات 
الداخلية والحارجية ٠‏ استنبط القانون الام 


210010 


( ه) أثبت قانوف التكامل الآتيين : 


72 
33 للع ته _ ”5 هذة) | 


24.0 للخظ اسان سر يي 
12325721 ولد > عه زم مضع / 


مم (7) - هذا المشروع والمشروع الآقى يمطى قليلا من خواص تحويل لابلاس0*) ء 
وهى هامة لكلتا الرياضيات النظرية والتطبيقية . لتبسيط المناقشة » ستركز اهّامنا للدوال 


المتصلةث/ر المعرفة ى (0 <د؛: 2 ع)) إلى الفراغ 8# . تحويل لابلاس نه نعو نار اعرف 
عند العدد الحقيى ى بالقانون 


نه )| - رمي 

طالما يتقارب هذا التكامل . أحياناً للدالة ث بالرمز (م)2 
)0غ( نفتر ص أنه يوب جد عدد حقيق © حيث أن 6©7 ك | (7) | عندما ؛ تكون كييرة كير 
#0 بير سيمون لابلاس حفن - فلي ) © كان الابن لفلاح نورمائدى © ثم أصبح 


هر مشضهور يعمله قَ الميكاتيكا السماوية والاحتمالات . 5 


ارون 


كافياً . حينئذ التكامل الذى يعرف تحويل لابلاس ثم يتقارب عندما © < ى . وبالإضافة إلى 
ذلك » فإنه يتقارب بانتظام عندما ق8+» < : إذا كانت 0 < 8 . 


(ب2 إذا كانت كر تحقق شرط كونها محدودة'المذكور فى جزء (أ) » فإن / تكون متصلة 
وطا مشتقة عند © < ى وممطاة بالقانون 


به 00س | - 10 


[ أى أن المشتقة لتحويل لابلاس للدالة كر هى نحويل لابلاس اللدالة (4) كرة ‏ > (2)5 ] . 
(ج)2 بالاستنتاج » أثبت أنه تحت شرط المحدودية فى (أ) يكون للدالة لما مشتقات من كل 
الرتب عند © < 5 وأن 
به )ست 7 | )0 
(د) نفرص أن م و كر دالتان متصلتان حيث تحويل لابلاس لما هما أى الدالعان مو مر 
تتقاربان عند وى < ى » وإذا كانت 8 و 4 عددين حقيقيين فإن للدالة 6 -ل ره نحويل 
لازلاس يتقارب عند وى < ى ويساوى جه( + زه 


(«ه) إذا كانت 0 < © » وكانت (62) كر -(2)ج » فإن م تتقارب عند م45 < ىوأن 


رمع - (م)ة 
بالمثل » إذا كانت (4/4)/ (1/4) ع (8)4 » فإن 8 تتقارب عند ©/مى < ى وأن 
(هه)] - (و)م 
(و) نفرض أن تحويل لابلاس / للدالة أر موجود عند و5 < 5 ونفرص أن /ر معرفة عئه 
0 > + بأنها مساوية الصفر . إذا كانت 0 < 8 وكانت (8-غ4)ث/ -ر(م)ع . فإن م 
تتقارب عند مى < ى وأن 
(7)5* م ع رو)ع 


بالمثلء إذا كانت (م) ثر 2# سح (4):/ لأى مقدار حقيق 8 » فإن # تتقارب عندما م د ومى<ق 
وأن 
(-7/6 ع رو)م 
عم (8) - هذا المشروع استمرار للمشروع السايق ويستخدم نتائجه .. 


اين 


فترة التقارب )15 100 


,0< ع 1/5 1 
,0< ع عد الل ّ 
به < ق “6-40 ان 
رك < 8 '*"زج - و)/!م” ' اال 
0 5 
07 آلد و 51121 
5 
5 81 207و 01 905 
6< 4 طلداة 
. -3ع 
5 
ب < 8 2-2 ).6 5 
قززة 
.5<0 (1/5) ها عتفض 7 


(ب) نفرض أن “كرو كر متصلتان عند 0 < م وأن ث/ تتقارب عندما مى < ى وأن 
0ج (4)ير “هك عند + ه 4 الجميع وى < ى . إذن يكون تحويل لابلاس للدالة "كر موجوداً 
عند م3 يكون 

100 (5)/ه > )”27 

( ارشاد : كامل بالتجزىء ) . 

(ج) نفرض أن *“ رو “كرو ل متصلة عند 0 < + وأن ثر تتقارب عند وى< ى. بالإضافة 
إلى ذلك نفرضص أن 100" و (0"/0 تقترب من 0 عنسا ص+دج: لكل وى <اى 
إذن يكون تحويل لابلاس للدالة مر موجوداً عند وى < 5 ويكون 

(0)'] -(0) ]و - (2)5و - (5)”] 

(د) إذا لاحظنا أن كل أو جزء الدالة المراد تكاملها هو تحويل لابلاس » فإن التكامل 

يمكن حسابه أحياناً بتغيير ترتيب التكامل . استخدم هذه الطريقة لحساب التكامل 
ذل كضوء 
جو عه 1 
(ه) من المرغوب حل المادلة التفاضلية : 
1[-(0) إاسنو3ع-()2 +9000 

نغرض أن هذه المعادلة لما حل بز حيث أن تحويل لابلاس تمل نز » "بر موجودان عندما 8. 
تكون كبيرة كبرآ كافياً . فى هذه الحالة يحب أن تحقق تحويل بز المعادلة 

1<ى ,(4/)4-1- (5ى)287 +(2)0-(5)لاى 
الى مها ينتج أن 


أمرنن 


5+3 
)5+2(6-1( 


استخدم كسورةً جزئية والجدول فى (1) ممصود على # م0-466-4)ز » الذى يمكن إثباته 
مباشرة كصل للمعادلة التفاضلية 
(و) أوجد الل للمعادلة 
(-(0ر بع(« ,0ح ثبرج”ى 
باستخدام تحويل لابلاس 
(ز ) أثبت أن معادلة تفاضلية متجانسة خطية محادلات ثابتة بمكن حلها باستخدام تحويل 
لابلاس . والأسلوب الاصطلاحى لتحليل دالة قياسية إلى كسور جزئية . 


ع (و)لآ 


يضنا 


الفص ل الساد س 
التلسلات اللانهائية 


مختص هذا الفصل بإئبات النظريات الأكر أهمية فى نظرية المتسلسلات اللانبائية . وبالرغم 
هن و جود نتائج هامشية قليلة هنا » فسنوجه انتباهنا إلى الفرو ض الأساسية . يرجم القارىء إلى 
مقالات أكثر شولا لنتائج وتطبيقات متقدءة . 


سنقدم ف الباب الأول النظريات الأساسية المتعلقة بالتقارب للمتسلسلات الأبائية فى الفراغ 
سوف نحصل عل بعض نتائج ا طبيعة عامة وتساعد فى إثبات التقارب لمتسلسلات و تحقق ممارسة 
خاصة لمتساسلات . 

سنعطى ى باب ه" بعضى « امتبارات ٠‏ مألوفة التقارب المطلق للمتسلسلاث وبالإضافة 
إلى ذلك فإن كلا من هذه الاختبارات ينتج تقديراً كياً مختص بسرعة التقارب وذلك لهمان 
تقارب المتسلسلات الى تطبق هذه الاختيارأت عليا :1 

مدنا الباب الآق ببعض اختبارات مفيدة التقارب الشرعلى ع ويزودنا بمناقشة قصيرة 
للمتسلسلات المزدوجة وحاصل ضرب المتسلسلات . 

نقدم فى باب 07" الدراسة لمتسلسلات الدوال ونثبت الحواص الأساسية لمتسلسلات القوى 
بيما فى الباب الآخير من هذا الفصل سنثبت بعض النتائج الأساسية لنظرية متسلسلة فور بيه 
الباب الرابع والثلاثون ‏ تقارب متسلسلات لا نهائية : 

فى مقررات أولية » ٠‏ تعرف » متسلسلة لانبائية أحياناً بأنها « تعبير ف الصورة 

“ل يي ل ع رع و3 . (234.1) 

هذا « تعريف » ينقصه وضوح ء لكن » بما أنه لايوجد قيمة خاصة بمكننا ربطها قبل هذا النظام 
من الر موز لتدل على إجراء عدد لانهاق من عمليات الجمع بالرغم من وجود تعريفات أخرى مناسبة » 
فسنعتبر المتسلسلة الهائية مثل المتتابعة الحواصل جمع جزئية . 


8 


١ - "4‏ تعريف . إذا كانت (ي) ح كل متتابعة فى الفراغ ”48 ٠‏ فإن المتسلسلة 
اللانهائية ( أو ببساطة المتسلسلة ) المولدة بواسطة ل هى المتتابمة (يرى) - 5 المعرفة بواسطة 
1 1 ح- رق 


,(و* +« -) رج + يع عدرع 


و( + +٠٠0‏ يز + رع« -) 4ن +خ-_يو - بق 


إذا كانت 5 تتقارب » فنشير إلى كينتتفة بأنه حاصل جمع المتسلسلة اللانجائية . تسمى: 
العناصر يرد الحدود وتسمى العناصر برى حواصل جمع جزئية لهذه المتسلسلة اللانبائية . 


من المناسب استعال التعبير ( 4” - ١‏ ) أو أى من أسمد هذه الرموز 


3 2 ار لعز 


كل يشير إل المتسلسلة اللانهائية المولدة بواسطة المتتابعة (م) س كل وأيضاً لتشير إلى 2,5قذ1 
فى ححالة كون هذه المتسلسلة اللانبائية تقاربية . بالمارسة الحقيقية » الاستمال الزوجى هذه الرموز 
لايؤدى إلى إبهام » طالما كان من المفهوم وجوب إثيات تقارب المتسلسلة , 


ويحب عل القارىء الاحتّر اس منعاً للامهام بين الكلمتين ( متتابعة ) » « متسلسلة » . وبلغة 
غير رياضية تكون هاتان الكلمتان قابلتين لتبديل كل منهما مكان الأخرى » لكن » فى الرياضة » 
لايكونان مترادفين حسب تمريفنا » تكون متسلسلة لالمائية هى متتابعة 8, حصلنا عليها من 
متتابعة معطاة ل طبقاً لعملية خاصة ذكرناها أعلاه . توجد طرق أخرى كثيرة لتوليد متتابعات , 
جديدة و « حواصل جمع » ملتصقة للمتتابعة المعطاة ل . يحب عل القارىء أن يبحث فى كتب 
على المنسلسلات التباعدية » المتسلسلات المقاربة ء قابلية المتسلسلات لمع على أمثلة لمثل هذه 
النلريات , 


توجد كلمة أخيرة عن مسائل رمزية . مع أننا نفهرس غالبا المناصر المتسلسلة بأعداد 
طبيعية » يكون » من المناسب أحياناً بدرجة أكثر أن نبدأ من 0 عدم .. من 5 ح م »2 
أو من ح- ” ف مثل هذه الحالة سترمز للمتسلسلات الناتجة أو الحواص جمعها برموز مثل 


ام زا 


انا عم باجنا 
عرفنا فى تعريف ( 19١4‏ + ) » حاصل الجمع وياق. الطرح لمتتابعتين 5 
بالمثل ٠‏ إذا كانت © عدداً حقيقياً وإذا كانت ا عنصراً فى 229 ء فقد عرقنا المتعابعتين 


)مع . مم «(م*©) ح لزه فى © ٠.2“‏ عل الترتيب . تختير الآن المتسلسلات المتولدة 
هذه المتتابعات 5 
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4" - # نظرية . (5) إذا كانت المتسلسلتان (<).ة ٠»‏ (3:)90 تقاربيتين فإن 
(10 +50 ب تتقارب وأن حواصل الجمع تكون مرتيطة بالقانون . 

(.لا) ز2 +0 رغ > (ما+ .6 ) ره 
نتيجة مشابهة تظل "حيحة المتسلسلة المنتجة بواسطة 7 - لز . 
(ب) إذ! كانت المتسلسلة (,2«) 5 تقاربية » © عدداً حقيقياً » 8 عنصراً ثابتاً من +2 » 
فإن المتسلسلتين (منه) 2 ؛٠(١0)‏ 7 تتقاربان ويكون 
() رغ ١ (١‏ «)رة ‏ ,(م)رقء - (ممارة 
البرهان . تنتج هذه النتيجة مباشرة من نظرية ( ١١‏ - ؟ ) ومن تعريف ( غهم8-١).‏ 
وهو المطلوب إثبائه 
ربما يكون متوقعاً أنه إذا كانت المتتابمتان (ي) - ع ٠‏ (,ب) - ا تولدان متسلسلتين 
تقاربيتين » فإن المتتابمة (,ب ٠‏ .:) - لآ ٠‏ 2 تولد أيضاً متسلسلة تقاربية . ولملاحظة أن 
هذا لايكون دائما صميحاً نأخذ (//'(1-) -لا -3 ف الفراغ 2 . 

الآن نقدم شرطاً ضروريا بسيطاً لتقارب متسلسلة . ومع ذلك فهو ليس كاف . 

4" مفترض . إذا كانت (.<) 3 تتقارب فى ”22 فإن 0 - (يع) تهذا . 

البرهان . من التعريف نجد أن » التقارب للمتسلسلة (ي) 5 يعنى أن (مى)1120 
مومعود . لكن ٠»‏ بما أن 

1-_عإل - ررق عد 2 فإن 0 - (عك) تنا ب (يرى) مانا ح- روج 1 

ا وهو المطلوب إثباته 

الننيجة الآئية » ها أهمية كبيرة بالرغم من أنها محدودة فى مجال*. 

4" - 4 نظرية . نفرض أن (ي,) متتابعة لأعداد حقيقية موجبة . إذن المتسلسلة (ي,)5 
تيارب إذا وإذاأ فقط كانت المتتابعة (يى) - 5 الحواصل جمع جزئية محدودة . فى هذه 
الحالة يكون 

(5) صنو > (و) صا 2 ود رغ 
البرهان . ما أن 0 < ,عد » فإن المتتابعة لحواصل جمع جزئية متزايدة باطراد 
+2 لت ود ك ٠١ ١‏ ع رد ع رد 
حسب نظرية التقارب الاطرادى ( ١ - ١5‏ ) » نحد أن المتتابعة 89 تتقارب إذا و إذا فقط كانت 
مخحدودة . وهو المطلوب إثباته 


١ 


. بما أن معيار كوثى الآقى هو بالضيط صياغة ثانية لنظرية ٠١ - ١5‏ »© فسوف نحذف 
برهائه . 

## - ه معيار كوثى للمتسلسلات . تتقارب المتسلسلات (3/)0 قى ”#2 إذا وإذا 
فقط كان يوجد لكل عدد 0 < ع عدد طبيعى ( 6 )34 محيث أنه إذا كانت ( 8 )84 < « < :”7 
فإن : 

م > ]مد ٠ ١+‏ جيب + مدد| > ام - ددا 

مفهوم التقارب المطلق يكون غالبا ذو أهمية عظمى فى دراة المتسلسلات » كا سنوضح 
ؤما بعد . 

#4 - 5 تعريف , نفرضص أن (ي#) ح ‏ متتابعة فى 807 . لقول إن المتسلسلة 
(,*) ؟ تقاربية تقارباً مطلقاً ( أو تقاربية مطلقة ) إذا كانت المتسلسلة ([.»ط|) 7 تقاربية 
فى الفراغ © ء 

يقال المتسلسلة أنها تقاربية مشروطة إذا كانت تقاربية ولكن ليست تقاربية مطلقة . 

من الم ركد أنه لايوجد "مييز بين التقارب العادى و التقارب المطلق للمتسلسلات الى عناصر ها 
أعداد حقيقية موجبة . لكن » رما يوجد فرق بين التقاربين لمتسلسلات أخرى . 

#4" - * نظرية . إذا كانت متسلسلة ى ”42 ثقاربية مطلقة فإنها تكون تقاربية . 

البر هان . من الفرض » تتقارب المتسلسلة ([م<||) ,83 . لذلك » ينتج من لزوم معيار 
كوثى ( 4م - ه ) أنه بإعطاء 0 <ع ء يوجد عدد طبيعى (84)8 محيث أنه إذا كانت 
(74)8 - م دم © حيئئذ 

ع > ||| + +٠ ٠ ١‏ اإعجتدا|+ الحجكد|ا 
طبقاً لمتباينة المثناث » يسيطر اللرف الأيسر طذه العلاقة على 
[إميد + ٠ ٠ ١‏ وبي + دممكدا| 
نستخدم الكفاية لمعيار كوشى لنستنتج أن (ندا2 يجب أن تتقارب 2 
١‏ وهو المطلوب إثباته 


وم -ح أمثلة . )١(‏ نمتير المتتابعة الطقيقية (”ه) س كز » الى تولد المتسلسلة اطندسية 
ملل كج ءلم شولع (34.2) 
شرط كاف للتقارب هو أن 0 - (”4) تآ » الى تتطلب أن 1 > | »© | . إذا كانت 

5 < مماء فإن 


لاا 


7 
1-2 
الى ممكن تحقيقها بضرب كلا الطرفين بالمقدار 2 - 1 وملاحظة الظاهرة التلسكوبية على الطرف 

الآيسر . إذن حواصل الجمع الجزئية تحقق 


ل 
لكام كاى حو ...جمد زمه موا 


ب “يبد 5 لخي بتخكيى (34.3) 
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إذا كانت 1 > |»] » فإن0 ج]**"4| لذلك يدل معيار كوفى عل أن المتسلسلة الهندسية 
#4١‏ - ؟) تتقارب إذا وإذا فقط كان 1 > [4»| . نغرض أن0 ع م فى( +م-م) 
وبإبحاد الثباية بالنسبة إلى 7 نجد أن ( هم - ١‏ ) تتقارب إلى الباية (» 2/)1 عندما 
1 >[|»©]|]. 

(ب) نعتبر المتسلسلة التوافقية (7)1/8 » المعروفة بأنها تتباعه . يما أن 
0 > (/1) تلآ » لامكننا استخدام مفتر ض ( 4+ 7 ) لإثبات هذا التباعد ٠‏ لكى يحب 
تنفيذ استدلال أكثر دقة ع الى سيستنتج من نظرية ( #4 - 4 ) . 

سنوضح أن متتابعة جزئية لحواصل جمع جزئية ليست محدودة . فى الحقيقة » إذا كانت 


2 عد رع 0 فإن 
11 
اك 
وإذا كانت 22 +- وي ٠»‏ فإن 
2ك 11ب ٠ل‏ -طكبك1ر1كر1- 
2 - (2)ددي حتبابي عشب1بة ب ديو 


بالاستنتاج الرياضى » نستنتج أنه إذا كانت 2 حدبية# ع فإن 


ا - (لل):-. 
721+3+ يد 6 2+ ,_رييرق < ربو 


لذلك » تكون المتتابعة الجرئية (.»5) ليست محدودة والمتسلسلة التوافقية لاتتقارب , 
(ج ) تدرس الآن المتسلسلة م الى هى (*1/0) :7 حيث 1 55 م > 0 ونستممل المتباينة 
الأساسية « > 7 » عند 1ع م . من هذا ينتج أنه » عند 51 ط > 0 © فإِن 
1 1 
حي نك 


0 


رع 


3 


وححيث أن حواصل الجمع الجزئية المتسلسلة التوافقية ليست محدودة » فإن هذه اللتبايئة توضح أن 
حواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة (*/85!)1 ليست محدودة عند 1 5 م > 0 . ومن ثم 
المتسلسلة تكون تباعدية عند هذه القم للعدد م 


5 


(د) اعتير المتسلسلة.- م عندما 1 < م . بما أن حواصل الجمع الجزئية اطرادية » 
فيكى أن نوضح أن متتابعة جزئية ما تظل محدودة لكى نثبت التقارب للءتسلسلة . إذا كانت 
22-11 بغ ء فإن وح ب . إذا كانت 3 -1 22 ع وي » ونجد أن 


1 2 1 1 1 
112 > (ط) م5 


وإذا كانت 23-1 ح وعم 6 قتحصل علي 


1 1 4 1 ,1 ,11 
طيج + ميو + 1 > رجي > ( لل بط ج) جيه -به 


نفرضص -"“1/2-<م ؛ ما أن 1 < صراء قيلاحظ أن 1 > 6 >0 . بالاستنتاج 
الريافئى » نجد أنه إذا كانت 25-1 دخ » فإن 
“لكي ب . .لبذي بج + 1 > بو > 0 
ومن ثم يكون العدد  #(‏ 1/)1 هو الحد الأعلى لحواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة -م حيث 
م>1 . ينتج من نظرية ( 4 +4 ) أن عند مثل هذه القيم للمقدار م تتقارب المتسلسلة -م . 
(ه) اعتير المتسلسلة ((1/)82+2) 7 باستخدام كسور جزئية » بمكننا أن نكتب 
ل ا 10 011 
1+ » (6+1)ك #جتم 
هذا تعبير يوضح أن حواصل المع الجزئية تلسكوبية ومن ثم 
ا ل 2 1 0ك 
1م 1 او 22377 


ينتج أن المتتابعة (.5) تتقارب إلى الواحد الصحيح . 


اعادة تنظيمات متسلسلات : 
بعبارة غير دقيقة يكون ممنى إعادة تنظي المتساسلة هو متساسلة أخرى نحصل عليها من المتسلسلة 
المعطاة باستخدام كل الحدود مرة واحدة تماماً » لكن بتغيير التر تيب الذى تترخذ فيه الحدود . 
مثل ذلك » المتسلسلة التوافقية 
1 111 
اي اا 00 
ها إعادة تنظمات 


كان 


1 


نحصل عل إعادة التنظيم الأول بتبادل الحدين الأول والثانى » والحدين الثالث والرابع إلى آخره . 
ِيئا نمحصل على إعادة التنظيم الثانى من المتسلسلة التوافقية . يأخذ و حد فردى » ٠‏ واحد ثم 
« حدين زوجين » » « ثلاثة حدود فردية » وهكذا . من الواضح أنه يوجد إعادة تنظمات أخرى 
كثير 5 مكنة عددها لانبانٌ المتساسلة التوافقية . 

4+- 4 تعريف . متسلسلة (.,() /5 فى ”20 تكون إعادة تنظ المتسلسلة (3) 3 
إذا كان يوجد تناظر أحادى ث/ر للمقدار م على لخ بحيث إن << > ملا 
لجميعم لاع مم 

توجد ملاحظة تسترعى الانتباه ترجع إلى ررمان » وهى أنه إذا كانت (,) :3 ٠تسلسلة‏ 
تقاربية شرطية فى 2 تقاربية شرطية ( أى إنها تقاربية لكن ليست تقاربية مطلقة ) وإذا كانت » 
عدداً حفيقياً اختيارياً » فإنه يوجد إعادة تنظم المتسلسلة (2)” الى تتقارب إلى © . فكرة 
البر هان لهذا الفغرض أولية جداً . تأخذ حدوداً موجبة إلى أن نحصل على حاصل جمع جزقٌ يزيد 
عن © ٠»‏ حينئذ تأخذ حدوداً سالبة من المتسلسلة المعطأة حتى نحصل على حاصل جمع جزق لحدود 
يكون أقل من © » وهكذا . وحيث إن 0-()10ا .» فليس صمباً ملاحظة أله يمكن 
تركيب إعادة تنظيم للمتسلسلة حيث يتقارب إلى © ٠.‏ | 

بمعالجتنا المتسلسلات © نجد فى الخالة العامة » أنه من المناسب التأكد من أن إعادة التنظيات 
لاتوثر فى التقارب أو قيمة الهاية . 

4م - ٠١‏ نظرية إعادة تنظيم . بفرض أن (.) ,7 متسلسلة تقاربية مطلقة فى 207 , 
إذن أي إعادة تنظيم للمتسلسلة (-2,)3 يتقارب بانتظام إلى نفس القيمة . 

البرهان . نفرض أن (<) 7- ء نفرض (,) 5 هى إعادة تنظم للمتسلسلة 
(:) 5 ونفرض أن كك حداً أعل لحواصل الجمع الجزئية من (|.بد|) 5 واضح أنه إذا كانت 
الوح ملو ع هو حاصل جمع جز المتسلسلة (-9) 3 ١‏ حينئة 

3 ع براح +٠٠١‏ إلددا 

ومها نجد أن (-2.09 تتقارب تقارباً مطلقاً لمنصر ما بر فى الفراع ”82 نرغب فى 
إثبات أن بر-+*# . إذا كانت 0<عءء وتفرض أن (7)6 محيث إنه إذا كانت 


(ع)// << ىر ولمع +.2:.0 +« عمد فإِنْ ع>|ءمة-ءا|ا ويكون 


ع “اناا 2 
[جبمسععا 


لكان 


باختيار حاصل جمع جزقٌ م/ للمتسلسلة (-() :3 محيث إن 8>|خة- <| ويحيث إن 
كل ع3 ,...,2* 3610 تفع فى م2 . وبإجراء هذا » نختار # < 7# كبيرة لدرجة أن كل غلا 
الى تظهر فى ع4 تظهر أيضاً فى .5 وإذة , 


ع3 > ء+ اايدا| بل + م > ادح كرا إاء - كلا+ الدد - | ع إاا- ءا 


بما أن 0 <اع اختيارية » فنستنتج أن برح بت , وهو المطلوب إثباته 
تمرينات : 


وم (1) نفرص أن (5)6 متسلسلة معطاة ونفرضص أن (.2:)9 هى المتسلسلة 
الى فيها حدودها هى نفس الحدود ف المتسلسلة (ي6) 7 » بعد حذف الحدود الى فيها 0- يه 

أثبت أن (5)0 تتقارب إلى عدد 4 إذا وإذاً فقط كانت (,2)5 تتغارب إلى 4 . 

4م - (ب) وضم أن التقارب لمتسلسلة لاتتأثر بتغيير عد محدود من حدودها . ( طبع » 

4م - (ج) أثبت أن مجموعات الحدود لمتسلسلة تقاربية الناتجة بإدشال أقواساً تمتوى 
على عدد محدود من الحدود » لانهدم التقارب أوقيمة الباية . لكن » مجموعات حدود فى متسلسلة 
تباعدية يمكن أن تنتج تقارباً . 

وم - (د) أثيت أنه إذا كانت متسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية تحتوى فقط على عده 
محدود من حدود سالبة ء فإنها تكون تقاربية مطلقة . ١‏ 

4م - (ه) وضح أنه إذا كانت متسلسلة لأعداد حقيقية تقاربية شرطية ٠‏ فإن المتساسلة 
لحدود موجبة تباعدية والمتساسلة لحدود سالية تياعدية . 


4م - (و) باستخدام كسور جزئية » أثبت أن 


وه الاك 1 ح 
(0)1<ه» كز صم مح سس 1 

. 1 1 
2 01027 92 


غم -س (ز) إذا كانت :(-2:08 «تسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية » هل )2 تكون 
تقاربية دائما ؟ إذا كانت. .0 < مه » هل صحيح أن (0/02 :2 تكون دائماً تقاربية ؟ 


1 (ح) إذا كانت ' (00) :2 تقاربية وأن ,0 < مه » حينتة هل (,.0.ه/) 5 
تقاربية ؟ 


هم - (ط) تفرض أن (.7008 متسلسلة لأعداد موجبة مضبوطة ونقرض أن 


ا 


لاذء» ,8 ممرفة بأن تكون «/(ي0+--0+يه+ر,ه)لة . أثيت أن (50)5.0 تكون 
دائماً تباعدية . 

84 - (ى) نفرض أن (-4) 7 متسلسلة تقاربية ونفرض أن 2610 ,© » معرفة 
بأنها المتوسطات الموزونة أى 


مها ٠ ١ ١+‏ +يه2 + يه 
(1 7:1 


إذث (2)0 تتقارب وتتساوى (00) © . ش 
4 - (4) امرض أن (.7)6 هى متسلسلة لأعداد موجة ومتناقصة باطراد أثبت أن 
(©) :35-1 تتقارب إذا وإذاً فقط كانت المتسلسلة . 
ا 
نتقارب . تسمى هذه الننيجة أحياناً باختبار تكثيف لكوثى . [ إرشاد : هم الحدود فى مجموعات 
كافى مثالى ( 4م - م ) (ب » د) ]. 
4 - (ل) استخدم اختبار التكثيف لكوثى لمناقشة التقارب للمتسلسلة م (1/7) 7 
4" - (م) استخدم أختبار التكثيف لكوثى لإثبات أن المتسلسلات 
1 1 
( م10 ع10)(: 2-6 اص لد 
---- :ريف 
( يه1 م10 ع2()15: ع1 عه2()1 عه1), ُ 
تباعدية . 
4م - (ن) أثبت أنه إذا كانت 1 < »© » فإن المتسلسلتين 


ا 
تقار بيعان 
4 - (س) نفرضص أن (.4) متتايعة متناقضة باطراد لأعداد موجبة . أثيت أنه إذا 
كانت المتسلسلة (722)02 تقاربية » فإن 0> (ممه) دوا . هل المكس ميم ؟ 


4؟ - (ع) إذا كانت 0-(ه)سظا فإن (.ه)< و (,.ه2 +.5)0 تتقاربان 
عا أو تتباعدان ممأ . 


دان 


الباب الخامس والثلاثون ‏ اختبارات لتقارب مطلق : 
حصلنا فى الباب السابق على بعص نتائج متعلقة بدراسة المتسلسلات اللانهائية » وخاصة 
الحالة الهامة الى فيها تكون المتساسلات تقاربية مطلقة . لكن » باستثناء معيار كوثى وحةاّة 
كون حدود متسلسلة تقاربية تقترب إلى صفر ء لم نثبت أى شروط ضرورية أو كافية لتقارب 
المتسلسلات اللانهائية . 
سنععلى الآن بعض نتائج بحيث يمكن استخدامها لإثبات التقارب أو التباعد لمتسلسلات لانهائية, 
وبسبب أهميئها » سنمير انتباهاً خاصاً التقارب المطلق . يما أن التقارب المطلق المتسلسلة (,<*) :2 
فى ”2 يكون مكافتاً لتقارب المتسلسلة (|.*||) :2 لعناصر موجبة فى الفراغ 8# » فن الواضح 
أن النتائج الى تثبت التقارب لمتسلسلات حقيقية موجية ا قائدة خاصة . 
يوضح اختبار نا الأول أنه إذا كانت الحدود لمتسلسلة حقيقية موجبة تكون مسيطرة 
بالحدود المناظرة لمتسلسلة تقاربية » فإن المتسلسلة الأولى تكون تقأربية . وتعطى اختبارأ للتقارب 
المطلق الذى تحب أن يصوفه القارىء . 
وم - ١‏ اختبار المقارنة . نفرض أن (.) - ع و (م) -للا متتابعتين حقيقيتين 
موجبتين ونفرض أنه لأى عدد حقيقي 46 يكون 
1 ح ١‏ عور الوم (35.1) 
حينئذ التقارب المتتابعة (.() !5 يضمن التقارب المتتابعة (-<) ث3 ٠‏ 
البر هان . إذا كانت ((ع)80 ,1) مناد < «  <‏ فإن 
عم > برو + +0٠‏ رجول بود + ٠ل‏ ربوا 
الى مها يكون المطلوب إثباته واضحاً وهو المطلوب إثباته 
وم- 9 نهاية اختبار مقارنة . نفرص أن (.<)- 6 و ()- لآ متتابعتين 
(1) إذا كانت العلاقة 
0 6د (منز/م:) تنا (35.2) 
صحيحة » فإنِ (.) 5 تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت (0(«0 .3 تقاربية . 
(ب) إذا كانت النهاية فى( 8 - + ) صفراً و كاتت ٠‏ (.09) :2 تقاربية » فإن (50) .8 
تقاربية . 
البرهان . ينتج من ( هج - 5 ) أنه لعدد حقيى ما 1 <©6 وعدد طبيعى ما م » 
يكرن 


يان 


- 7 101 ملا© ك ,2 ع مل[(ء/1) 
إذا استخدمنا اختبار المقارنة ( ه” - ١‏ ) مرتين ء نحصل عل المطلوب إثباته والمذكور ى 
جزء (1أ) . برهان الجزء (ب) يكون ماثلا وسوف يحذف . وهو المطلوب إثباته 
اختبار الجذر والنسبة : 
الآن يعطى اختبار] هاماً يرجم لكوئى : 
وم -صم اختبار جذر : (أ) إذا كانت (.2)-72 متتابعة فى “2 وكان يوجد 
عدد موجب 1 > م وعدد طبيعى 4 نحيث إن 
6ح م عم مك ”'زمدز| (35.3) 
فإن المتسلسلة (5) ,3 تكون تقاربية مطلقة . 
١ب‏ إذا كان يوجد عدد 1[<م وعدد طبيعى 4" محيث إن 
م جر م ”اما (35.4) 
فإن المتسلسلة (,) 75 تكون تباعدية 
البرهان . (أ) إذا كانت ( ه# ”7 ) تظل صحيحة ء فتحصل على ٠‏ "م بع ||| 
الآن عند 1 > + > 0 » تكون المتسلسلة (”5 تقاربية » كما لاحظنا فى مثال ( 4 -م ) 
)1غ( ومن ثم ينتج من اختبار المقارنة أن (30) ,3 تقاربية مطلقة . 
(ب) إذا كانت ( هم - 4 ) تظل قائمة » فإن * < [[م| . لكن » ما أن 1 < برع 
فن انسلا أن 0 > (|إمد|) دمنا وهو المطلوب إثباته 
و بالإضافة إلى ذلك » نجد لإثبات التقارب المتسلسلة (.<) ”7 ٠»‏ أن اختبار الجذر يمكن 
التقوبمات النظرية أيضاً . 
هم - 4 نتيجة . إذا كانت م تحقق 1 > م > 0 وإذا كانت المتتابمة (/<) - 24 
تحقق ( 0+ -)ء فإن حواصل الجمع الجزئية 36 < ” ,5 » تقترب من حاصل الممع 
(,<) 8 - وى حسب التقدير 
عا < ١‏ م1 ا 7 - 5 || (35.5 


البرهان . إذا كانك 2 < »« < 2 فتحصل على 


حدس سرج .ل جتخر يك إإمنيا| +٠ ٠ ٠‏ إإبممك|| بك مود ٠٠‏ لمكا - |إمه- مكلا 


الآن تأخذ الهاية بالنسبة إلى 72 لحصول على ( هل ه) . وهو المطلوب إثباته 
من المناسب غالبا الاستفادة من التغيير الآقى لاختبار الجر . 
وم ه تيجة . انفرض أن (2) 26 متابعة فى ”8 وضع 
ش55 00 356 


طالما تكون هذه الهاية موجودة . إذن (22) ,2 تكون تقاربية مطلقة عند 1 > / وتكون 
تباعدية عند 1 < # . 
البرهان . ينتج أنه إذا كانت الهاية فى ( هم - ؟ ) موجودة وأقل من واحد يح » 
فإنه يوجد عدد حقيق ع حيث 1 > و" > م وعدد طبيعى 44 بحيث إن 
اح ممعم م كع "مدا 
فى هذه الحالة تكون المتسلسلة تقاربية مطلقة . إذا كانت هذه الماية تزيد عن الواحد الصحيح » 
فإنه يوجد عدد حقيى 1 < ج” وعدد طبيعى له محيث إن 
< وعم .7< **” ااا 
أى إنه فى هذه الحالة تكون المتسلسلة تباعدية . وهو المطلوب إثباته 
هذه النئيجة بمكن تعميمها باستخدام اللهاية الأعلى بدلا من الهاية . سنثر ك التفاصيل كتمرين . 
بالاختبار الآتى يرجع إلى دالمبيرت (*) 
وم- 4 أختبار نسبة . (أ) إذا كانت (.<)-2 متتابعة لمناصر ليست أصفاراً 
فى الفراغ ”22 و كان يوجد عدد موجب 1 > م وعدد طبيعى كا بحيث إن 
التعضنا 35 
< 0 7/507 7ع دا 035.7 
فإن المتسلسلة (2) ,2 تكو تقاربية مطلقة , 
(ب) إذا كان يوجد عدد 1 2< م وعدد طبيعى هه محيث إن 
1-6 ا كم التعضل| (35.8) 


فإن المتسلسلة (.<) :2 تكون تباعدية , 


(*) جين لروند دالمبيرت ( 1197 - 1١88‏ ) كات ابن شيفاليرد ستوشز. أصبح سكرتيراً 
للأكاديمية الفر نسية وموجهاً رياضياً لدائرة المعارف . ساهم فى الديناميكا والمعادلات التفاضلية . 


15 


البرهان . (1) إذا كانت ( هم ؟ ) تظل صميحةء فإن مناقشة أو لية للاستنتاج تثبت أن 
العدا| "” > إإسبعءا لكل 1 < م . ينتج أنه عند 72 < :م تكون الحدود المتسلسلة 
مسيطرة محدود متوالية هندسية بعد ضر بها فى ثابت ولتكن (”7) ,3 حيث 1>: > 0 
تستنتج من اختبار المقارنة ( هم - ١‏ ) » أن (-3) ,3 تكون تقاربية مطلقة . 
(ب) إذا كانت ( هم - م ) صحيحة » فإن مناقشة أولية للاستنتاج - توضح أن 
أاعندا| *” < |أسبع«|| عند 1 < مم 
بما أن1 ح م » فن غير الممكن أن نمحصل على 0 > (|.«||) 1135 » لذلك لايمكن المتسلسلة 
أن تتقارب . . / وهو المطلوب إثباته 
ه” - با نتيجة . إذا كانت ” محقق 1 > > 0 وإذا كانث التعابمة (/,خ) -<غع7 
تحقق ( ه” - 7 ) عند # < م ء فإن حواصل المع الجزئية تقترب من حاصل لمع 
(م) رحو حسب التقدير , 
«١ < 1>‏ :10 اسا كد > |اد - وا (35.9) 
البرهان . تدل الملاقة ( ه« ‏ ؟ ) عل أن إإمن| * > |اعبد|| عند 2 دم 
لذلك » إذا كانت غ2 < #4 حت 70 فنجد أن 
السدا| + +٠ ٠ ١‏ التحمدا| > || ميد + +٠٠ ١‏ دبمدا| > إإءه - .اا 


اسلا كب > مد (*-*م+...+ت,+م) ع 
ومرة أخرى نأخذ اللهاية بالنسبة إلى 4 لتحصل على ( هم - ه ) . وهو المطلوب إثبائه 


و" - م فتيجة . نفرضص أن (م) -26 متتابعة فى 228 ونضع 


(التعضا) مون - 


طالما وحدث الهاية . إذن المتسلسلة (يا) 15 تكون تقاربية مطلقة عند 1 > م وتباعدية 
ميد 1< م 1 

البرهان . نفرض أن اللباية موجودة وأن 1 > ” . إذا كانت ,م تحقق 1 > ,م > م 
فعندئذ يوجد عدد طبيعى ع حيث إن 


4 0 بمب لضا 
امد 


فى هذه الحالة تثبت نظرية .( هم - 5 ) التقارب المطلق للمتسلسلة . إذا كانت 1 < م » وإذا 


101 


كانت دي محقق « > ي” > 1 »ء فإنه يوجد عدد طبيعى 6 محيث إن 


الما 
1ج + ه10 وا 
: اضدا 


وى هذه الحالة يوجد تباعد للمتسلسلة . وهو اللمطلوب إثباته 


اختبار راب : 


إذا كانت 1 ح 7 » فإن كلا من اختبارى النسبة والجذر يفشل والمتسلسلة إما أن تكون 
تقاربية أو تكون تباعدية . [ أنظر مثال 0 - ١5‏ ( د) ] . يكون من المفيد لبعض أغراض 
الحصول على صيغة أكثر دقة لاختبار النسبة همالة التى فيها 1 > م . النتيجة الآنية » الى ترجع 
إلى راب(*) » تكون عادة مناسبة . 
وم« 4 اعتبار راب . (أ) إذا كانت (.«)- 2ج منتابعة لمناصر غير صفرية 
من ألفراغ ”80 و كان يوجد عدد حقيى 1 < »© وعدد طبيعى كم محيث إن 
< عم 24-) عي لض 230 
17 « 2 أ[ ا 
فإن المتسلسلة (.) '5 تكون تقاربية منتظمة . 


2 لضا 
ا - "١‏ 101 2 0 ا )05.11 


فإن المتسلسلة () ,83 ليست تقاربية مطلقة . 
البرهان . (1) نفترض أن الملاقة ( + - ٠١‏ ) تظل قائمة » فتحصل على 
ح ا عمة ‏ عرزا -»)- ادا 2ه -) > اإممسزاعا 
ينتج أن 
- عا شر 0< |إهد|| 1 ح-ع) 2 الدمدن|| ع - إاهدا(1 -) (35.12) 


التى منها ينتج أن المصابعة (إر..مد] 4) تتناقض عند ع د ع . ججمع الملاقة ( 18-8 ) 
عند ...ب - عط وملاحظة أن الطرف الأير يكون تلسكوبياً » نجد أن 


(إإتط|اع +٠ ٠ ١‏ لإعند|)(1 ح») 2 الدجما| » - إ[عذ| (1 - 16) 


(©) .جوزيف راب -1١8٠1١(‏ -6وم١ا)‏ ولد فى أكران ودرس فى زيورخ . اشتغل فى كل 


أ-؟ 


ما يوضح أن حواصل الجمع الجزئية من (|بد]) 1 محدودة ويثبت التقارب المطلق للمتسلسلة 
)0 
(ب) إذا كانت الملاقة ( هم - ١١‏ ) تظل قالمة عند عه < # ء فما أن 51 © » 
المدا| (1 -») ج |اصر| (ه -2) د |اديهدا » 
نجد أن المتتابمة (إد.مد|| م) تتزايد عند ع < # ». ويوجد عدد 0 < م مبحيث إن 
كز د م 0/< ايمرا 
بما أن المنسلسلة التوافقية (/1) ,3 تتباعد » إذن (م2) :2 لابمكن أن تكون تقاربية مطلقة . 
وهو المطلوب إثباته 
ه"- ه١١نتيجة‏ . إذا كانت 1 < © وإذا كانت المتتابمة ‏ (,«)- 2 محقق 
( ه#- ٠١‏ ) »ع فإن حواصل المع الحزئية تقدّرب من حاصل جم 5 المتسلسلة (*) 9 
ع د م 1 سم جك د اد - وز 3513 


البرهان . نفرض أن 2 جح < 4م وتجمع المتباينات الناتجة من (75- ١‏ ) عند 
,...0+11 -غ 28‏ نحصل عل 


(أسكدا| + +٠ ٠ ١‏ السمضد||)(1 -») ع الحجددا| :5 - البدد|| « 
ومن ثم نجد أن 
ا جب ك ||مدلا+ ٠ ٠ ٠‏ + |إدمضدا| ك |إدد - بلدا 


بأخذ اللماية بالنسبة إلى 2 ء نحصل على ( هو#-م 1 ) . وهو المطلوب إثباته 
فى التطبيق لاختبارات راب » ر ما يكون مناسباً استخدام الصيغة الآنية و الأقل حدة للهاية . 
و" - ١١‏ نتيجة . نفرض أن (ري) -36 متتابمة لعناصر غير صغرية من الفراغ 7ج[ 
و تضم 
((لتعضا- )م )سناد (35.14) 
امد 
طالما وجدت هذه الباية . حية"ذ تكون (.2) !5 تقاربية مطلقة عند 1 < © وليست تقار بية 
مطلقة عند 1 > © . 


لئان 


البرهان . نفرضص أن الباية ( وم - ١8‏ ) موجودة وتحقق 1 < © . إذا كانت ,© 
أى عدد حيث 1 < ,© < 4 » فإنه يوجد عدد طبيعى 4 محيث إن 


الاج م نمع (لنظا_ )» >> 01 


إذن »© ينتج أن 


61 العهتا 
6 < ى, 11> 
ير 4 سا 


وتوكد نظرية ( 70 - 4 ) التقارب المطلق للمتسلسلة . بالمثل نتناول الحالة الى فيا 1 > © 
ستحاف . : وهو المطلوب إثباتة 
اختبار التكامل : 
تقدم الآن اختبارا قوياً » ينسب إلى ما كلورين(*) » لمتسلسلة أعداد موجية , 


و« 9؟! اختبار تكامل . بفرض أن ثر دالة متصلة » متناقصة ٠‏ وموجبة فق الفترة 
(21:) . إذن المتسلسلة ((8)) 50 تتقارب إذا وإذا فقط كان التكامل اللامباف 


(:4 9)] 00 - يك )1 َ ْ 


موجوداً فى حالة التقارب نجد أن حاصل المع الجزئى ((6)/) 32-1 - .2 وحاصل الجمع 
((06 32-1 - و يحققان التقدير 


41 10 | دودددنة )1 1 (35.15) 
لبرهان . مما أن /ر متصلة موجبة وتنئاقص ف الفترة [6 .3 - 6/] » فينتج أن 
(1- )1 دن هال | > )/ (35.16) 
يجمم هذه المتباينة عند 724 .... و3 ,2 ع ع/ نحعصل عل العلاقة 
سد كيه 1)0 | ك ()[-يه 
الى توضح أن كلا أولا أحد من الهائتين 
(») كولن ماكلورين ( ١94‏ - 1745 ) كان تلمينآً لتيوتن وأستاذآ فى أدنيره . و كان 
الموجه للرياضيات البر يطانية ى عصره وساهم ى كل من الندسة والفيزياء الرياضية . 


؟ه؟ 


(:4 100 0 5-500 
موجود . إذا كانا موجودين » فنحصل يحمع العلاقة (ه )١5-‏ عند 88 ,. . . ,1+ عي على 


ددرت - مق > 4ل 1 كك م + رد 


ومبا ينتج أن 
4 100 ]د هددودية نم ' 2 


إذا أخذنا الباية بالنسبة إلى 7# فى هذه المتباينة الأخيرة » نحصل عل ( هم ه١),‏ 
وهو المطلوب إثباته 


كيفية تطبيق النتائج فى النظريات (ه” - )١‏ إلى إه” - )١8‏ عل المتسلسلة م 
الى قدمناها فى مفال ( 4م - م ) (ج ) . 


ه" - 15 أمثلة . (أ) سنستخدم أولا اختبار المقارئة . مع المل أن المتسلسلة التوافقية 
(1/8) :3 تتباعد » يلاحظ أنه إذا كانت 1 ك م » فإن 7 > 2 ومبا 


بعد استخدام اختبار المقارنة (ه#*- )١‏ ©» لستنتج 57 -. م الى هى (1/5) 5 
تتباعد عند 1 ك5 ضر . 
(ب) اعتبر الآن الحالة 2 ح م » أى المتسلسلة (1/02) 5 . نقارن هذه المتسلسلة مع 
المنسلسلة التقاربية [(1 +1/8)8] :2 الموجودة فى مثال ( 4 - م ) ( ه) . بما أن العلاقة 
1 1 
000017 
نظل صميحة والحدود الموجودة على اليسار تكون متسلسلة تقاربية » فلايمكننا استخدام نظرية 
المقارنة مباشرة . لكن » بمكن استخدام هذه النظرية إذ! قارئا الحد النوفى من المتسلسلة 
[(1 )21172 بالحد ( النونى + ١‏ ) من المتسلسلة (1/82) 73 . بدلا من هُدَا نستخدم 
اختبار تهاية المقارئة ( ه” - ؟ ) وثلاحظ أن 
ل 1 0 0 ١‏ 
5+1 (08+1)م 42م (0+1)م 
مما أن الباية لخارج القسمة هو الواحد الصحيح وبما أن [(72:]1/)26+1 تتقارب فإن 
المتسلسلة 0 تتقارب أيضاً . 


0001 
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(ج ) نعتبر الحااة 2 < م . إذا لاحظنا أن .2م < مي عند 2 < م فإن 


فبتطبيق مباشر لاختبار المقارنة نحد أن (”1/8) ,3 تتقارب عند 2 < م . بالتعاقب » بمكننا 
استخدام اختبار ثباية المقارنة ونلاحظ أن " 


إذا 2 < م » فإن هذا التعبير يقير ب إلى صفر ف (هم-١)(ب)'‏ 
أن المتسلسلة (7)1/89 تتقارب عند 2 < م . 


باستخدام اختبار المقازنة » لابمكننا المصول على أى معلومات تتعلق بالمسلسلة - م عند 


2> م>1 مالم مكنا إيحاد متسلسلة معر وف صفة تقاربها و الى بمكن مقار نه بالمتسلسلة فى 
هذا المدى , 


( د) تفرض اختبازى النسبة والجذر بتطبيقهما عل المتسلسلة - م . نلاحظ أن 


8 اف 2 */ 07 )ع 6 
من الآن المعروف ( انظر مثال ١4‏ - م ) (ه) أن المتتابعة 0 تتقارب إلى الواحد 


الصحيح . وإذن نحصل عل 
-7()». 


ومن هذا نيحد أن اختبار الجذر ( فى الصورة الموجودة فى النتيجة هم - ه ) لايمكن تطبيقه . 


تك مك 2 ل 15 25 لوك اك اكاك 
#زي/ 1 +1) “(5+1») "م *1+يج) 


وبما أن المسابمة (*(/1 +1)) تتقارب إلى الواحد الصحيح » فنجد أنْ اشتبار النسبة 
( فى الصورة الموجودة ف الثتيجة ه” - م ) لا يطبق . 

( ه) إذا يكمنا + نستخدم اختبار راب المتسلسلة م لقي صصيحة للمقدار م أولا » نحاول 
استخدام نتيجة ( هم - 1١١‏ ) . تلاحظ أن 


وه 


إذا كانت «رعدداً صحيساً » فإنه يمكننا استخدام نظرية ذات الحدين لمصول على تقدير تمد الأخير . 
فى الحقيقة 
لوح للحمامض د طعوون وابوة ا لشتين ىرع 
1 +20 عسي 1)-( إل 2 )» 

إذا أخذنا اللهاية بالنسبة إلى 8 » نحصل على م . ومن ثم توضصح هذه النتيجة لاختبار راب 
أن المتسلسلة تتقارب لقي حسحيحة من 2 < م ( لكن إذا كانت نظرية ذات الحدين معروفة 
لقم غير صحيحة للمقدار م » فيمكن تحسين هذا ) . 

(و) أخير؟ » نستخدم اختبار التكامل للمتسلسلة - م . نفرض أن م -0)/ 
وتتذكر أن 

,(1) 108- (2) ع10 ع )ق | 
1 
87 مين لآ دق 1" 
1*م همم. (1 0-00 م 1 
من هذه العلاقات نرى أن المتسلسلة - ور تتقارب إذا كانت 1 <ا م وتتباعد إذا كانت 
1ع مر. 
تمرينات : 
هوم - (]أ) أثبت التقارب أو التباعد للمتسلسلة الى حدها النونى معطى كا يل : 


٠ 
1 


1 7 
(أ) وبوروجج ٠‏ 0 وبججع 
مج ( 20 (د ( ,70/2 
(ه) 1-2 + مس (و) 1[:2+صم)تم] 
( 0 (ح) «([1+س)ر*1-) 


ه” - (ب) لكل من المتسلسلات التقاربية فى مرين ( هم - أ ) » أحسب الباق فى حالة 
أخذ أرابعة حدود فقط . إذا أردنا أن نحدد حاصل الجمع ضمن ١/٠٠٠١‏ © كم حداً يجب 
أن تأعذ ؟ . 1 


و - (ج ) ناقش التقارب أو التباعد للمتسلسلات التى حدها النو ( عنسدما 7 تكون 


كبير ة كبر آٌ كافياً ) ممعلى بأنه 
(1) ”لمهم 5 5-0 
زج) ***[م همل )د( «م*0 ير يول] 
(ه) *[معه1م] ( و) '-5(2 عماعه)(ه عيه0)م] 


كنج؟ 


هم - ( د ) ناقش التقارب أو التباعد للمتسلسلات الى حدها النوف 


2 ل ( 2 ب تعثير 
زج) ‏ عسدم) ٠‏ (د) ” وزمهه0) 
)ه) عم (١‏ اج !عر 


وم - ( ه) أثيت أن المتسلسلة 


1 م 1 
3 +751727342517 


تكون تقاربية » لكن كلا من اشتبارى النسبة و الجذر يفشل ف الاستخدام . 


هم (و) إذا كان 6 وك عددين موجبين © فإن 
1 
ك2 


تتقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 1 ك بر . 
هم - (ز) أختير المتسلسلات التى حدها النون هو 


ااال ا#صسسس 1 
١ 3-:5-07.6--)28+1( (0)‏ 0 
لقان" لش خط اك (28) 2-4٠٠١‏ 
م و بيق...3.5 9 +5725 


هم - (ح) المتسلسلة المعطاة. بأنها 
١‏ لتقي (فنها. (ة) 


تعقارب عند 2 < م وتتباعد عند 2 ك5 تر . ٠‏ 


هم - (ط) نفرضس أن () جر متتابغة فى + ونفرضص أن م معرفة بأنها 


(*""|اجد||) منى سنا م 


إذة .)ع تكون تقاربية مطلقة إذا كانت 1 > م وتتباعد إذا كانت 1 < # , 
الأعل (,() 8108 ظقف[ ح يه لمتعابعة محدودة لأعداد حقيقية عرفناها فى باب م١‏ , هى العدد 
الوحيد ه ذو الخواص (4) إذاكانت < > لة فإن « ك ره لميع للا« كبيرة كبرآ 
كافي؟ » (ق1) إذا كانت >صد فإن رطع مر لأعداد كثيرة عددها لانهاق لزع 


هم > (ى) نفرضص أن (,) -200 متتابعة لعناصر غير صفرية الفراغ #0 ونفرضص أن 


م معرفة بأنها (||-:2||/اا...د|[) 


(أ) أثبت أنه إذا كانت 1 > + » فإن المتسلسلة (.5) 02 تكون تقاربية مطلقاً . 


(ب) اعط مثالا لمتسلسلة تقاربية مطلقة حيث 1 < م . 

(ج) إذا كانت 1< (إست باضه ء أثيت أن المتسلسلة (-22)3 ليست تقاربية 
مطلقة , 5 

وم - (ك) نفرض أن (.) > متتابعة لعناصر ليست صفرية للفراغ 20 وتفرضش 
أن © معطاة بواسطة (([.د||/|أ...د|| -2)1) مناه ذا - م 

(أ) إذا كانت 1 > » ثبت أن المتسلسلة (.3:)2 ليست تقاربية مطلقة , 

(ب) اعط مثالا لمتسلسلة تباعدية حيث 1 < © . 1 

(ج) إذا كان1 <(0|ءاالا..ص|-2)1):مذهنا أثبت أن المتسلسلة (.) 5 تكون 
تقاربية مطلقة , 

ه* - (ل) نفر سن أن 2-2 نحيث أن دبع علد لرع الى أثيث أن المتسلسلة 
(2.0 تككون تباعدية إذا كان ّْ 


1 


وم - (م) نفرض أن 0< م عند ارزع ير ونفرض أن كول + ع > (مت/ربيد -1)1 6 
حيث 0<م »؛ (إا) محدودة . إذن المتسلسلة )2 تتقارب إذا كانت 1 <ج وتتباعد 
إذا كانت 1 > مه . 


ه» - (ن) إذا كانت 0 < ي ٠»‏ 0 < م » فإن المتسلسلة 


6 )5 |" )ونه نيا 


3 ؟‎ +1()5+2( ١٠٠٠١ (0+م)‎ 
)6+1()4+2( ٠-١ )4+«( 


تتقارب عند 1 -+ م < © وتتباعد عند 1 + مرك و . 
م" - (س) أثيت أن المتسلسلة 201(2/28+1(1) 1 فكون تباعدية . 


وس )0 ثفر سن أن 0< وثفرض أن (7 عمل/بدعه1-) أدذ دنا دم 
أثبت أن (,*)2 تتقارب إذا كانت 1 < " وتتباعد إذا كانث 1 > م , 
0” - (ف) تفرض أنه لا أحد من الأعداد © وه ,© اليس عدا حيساً سالباً أو صفرآ 1 
أثبت أن المتسلسلة فوق المندسية 
.2 +1()6+ )2 من جمه, (لعمؤرجم)ه طه 
(1()6+2 +ع)3!6 (216)6+1 لم1 
تقاربية مطلقة عند 8 -4 4» < © وتياعدية عند م ل »ع > ع. 


«* - (ص) نفرص أن 4.2<0م ونفرض أن (.2)4 تتقارب . كون متسلسلة 


مه؟ 


تقاربية (,ة) 5 حيث نين محيث أن 0-(طليم) سنا ؛ ومنثم بين أن (7)0 
تتقارب بسرعة أقل من (يم):5. (ارشاد : نفرض أن (,4) هى حواصل الجمم الجزئية 
للمتسلسلة (.م) 7 وأن 4 هى نمايتها . عرف لسر ولد( نمدم دربم دم 
هم - (3) نفر ص أن 642<0 ونفرض أن (.4) 7 تتباعد . كون متسلسلة تباعدية 
(,0) 5 حيث 0 < ,8 بحيث أن 0+-(هلة) سنا ع ومن ثم (.2)6 تنباعد بسرعة أقل 
عن (2)0 (ارشاد : تفرض أن 1< يليك -,8 0 م بورق ) 
هم - (ر) نفرضص أن [...,رم,,1 ترمز إلى المجموعة لأعداد حقيقية الى 
لايظهر رتم 6 فى الجزء العشرى ها . أثبت أن المتسلسلة (م#/1) 2 تتقارب إلى عدد أقل من 
0 . إذا كانت (... ,.:م ,روم هي الجموعة الى تنهى بالرتم 6 ؛ فإن (ي«/7)1 تنباعد , 


مشروعات : ' 

ه؟ - © بالرغي من أن حواصل الضر ب اللانهائية لاتظهر بغالبية مثل المتسلسلات اللانمائية » 
فلها أهمية فى اختبار ات كثيرة و تطبيقات . البساطة » سوف تركز اهُامنا هنا على حوزاصل الفرب 
اللامبائية الى حدودها 0< . إذا كانت (يم)- لم متتابعة لأعداد حقيقية موجبة دقيقة » 
فإن حاصل ضر ب لانائ » أو المتتابعة لحواصل صرب جزئية » المولدة بالمتتابعة 4 هى المتتابعة 
(0©) م الممعرفة بأنها. 

د٠٠‏ و(ه14© > )يميم تيم ريه خ ترم 
٠.9‏ و[إج6ية ٠٠٠‏ 4ه > )مهرمع 2 رو 
إذا كانت المتتائعة م تتقارب إلى عدد ليس صفراً » فتسمى نباية . بأنه حاصل الضرب لحاصل 
ألغبر ب اللانبان المولد بالمتتابعة 4 . نقول فى هذه الحالة أن حاصل الضر ب اللانباقٌ يكون تقاربياً 
٠٠‏ يك * * * 014244 أو ,(©) 11 11 
ألدلالة على كلا م ونباية ضر . 
( ملاحظة : المتطلب أن ##0ض هنا[ ليس ضرورياً لكنه تقنيدى ٠.‏ لأنه يغبت أن 
خواص معيئة لحواصل ضرب محدودة تطبق أيضاً على حواصل ضرب لانهائية ) . 
(1أ) وضح أن شرطاً ضروريا للتقارب لاصل ضرب لانهال هو أن 1 (يه) تنا 
0<ديه 1-5 هو تقئارب مه 10 ل 


(ج ) حواصل الضرب اللالهائية غالباً لها حدود على الصورة ينه + 1 - ي© . حفظاً 


ا 


هل كندنا القاكم_ + كرض أن 1-جيه ‏ ركل يزعي . إذا عافن معدي © آنيت أن 
شرطاً ضر ورياً كافياً لتقارب حاصل الضر ب اللانهاق هو التقارب للمتسلسلة البائية (يد) :5 » 
( ارشاد : استعمل نباية اختيار المقارنة م سم 0( . 

(د) نفرض أن 1-<.يو . وضح أنه إذا كانت المتسلسلة اللانبائية (.) :5 
تقاربية مطلقة » فإن حاصل الضرب اللانهاق (1[)1+1 يكون تقاربياً . 

(«) نفرض أنه 1-<يم” وأن المتسلسلة (.ن) ب تقاربية . إذن شرط ضرورى 
وكاف لتقارب حاصل الضرب اللانماق (+11)1 هو التقارب المتسلسلة اللانهائية 
دي > . (ارشاد : استخدم نظرية تايلور ووضح أنه يوجد مقداران ثابتان موجبان 
8 ,كل نمحيث أنه إذا “كانت ق>إنا فإن *82 كد (ن+ 1)عما- يعد تيسم 


الباب السادس والثلاثون ‏ نتائج ابعد للمتسلسلات : 
الاختبارات المعطاة فى باب ه8 كلها لها الخاصية الى تثبت أنه » إذا توفرث فروض معيئة 
فإن المتسلسلة (-<) :3 تكون تقاربية مطلقة . من المعروف الآن أن التقارب المطلق يثبت . 
التقارب العادىي ٠»‏ لكن يتضح حالا من فحص دوال خاصة 6 مثل 


0١‏ ات 
ااا 2-2 


أن التقارب يمكن حدوثه حتى ولو فشل التقارب المطلق . لذلك يكون من المرغوب به 
الحصول على اختبار ينتج معلومات عن تقارب عادى . توجد بكثرة مثل هذه الاختبارات الى 
تستخدم 'ماذج معينة من المتسلسلات . ريما الاختبارات القابلة للتطبيق فى الخالة العامة بدرجة 
كبيرة هى الى تنسب إلى أبل(»؟ ودرشلت . 


لإثبات هذه الاختبارات ٠‏ نحتاج إلى مفترض يسمى أحياناً قاعدة الجمع الجزق لأنها تناظر 
قاعدة التكامل بالتجزىء المألوفة » فى ممظم التطبيقات » تكون المتتابمتان 7 ,لد متتابعتين 
فى الفراغ 8# ٠‏ لكن النتائج تظل صحيحة عند كون ك2 ,3 متتابعتين فى الفراغ مج[ 
ويستخدم حاصل الضرب العددى أو عند كون من 1 ,ل متتابعة حقيقية والأخرى 
تكرن دجي . 


(») نيلس هارك أبل ( ١4-16٠٠‏ ) كات الإبن لرجل دين نرويجى فقير . برهن عندما 
كان عمره ااسنة فقط عدم إمكانية حل المعادلة من الدرجة الخامسة بواسطة الجذور . هذا 
العبقرى الذى عل بنفسه أيضاً بحث بحثاً بارزاً فى المتسلسلات والدوال الناقصية قبل موته المبكر 
بمرص السل . 


لور 


+م- ١‏ مفترض أبل . نفرض أن (0)-3 فى 3غ (ر)للا ق20 
متتابمتان ونفرضص أننا نرمز لحواصل الجمع الجزئية (-9) :2 ( بالرمز (.5) . إذا كانت 


5 عد امه فإن 


5ن - 2) + ( وك > سق جة) > رود / 1 (36.1 


البرهان . برهان هذه النتيجة يمكن إعطائؤه بملاحظة أن ._بو- بور وبمساواة 
الحدود على كل جانب من المتساوية . سنثر ك التفاصيل للقارىء . وهواللطلوب إثباته 
نستخدم مفتر ى أبل لنستنتج أن المتسلسلة (ملام) :5 تكون تقاربية فى حالة كون كلتا 
المتسلسلتين (ي) 3 م (ر) 3 متباعدتين ١١‏ 
م ب 7 اختبار درشلت . نفرضص أن حواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة (,<() ,5 محدودة . 
(1) إذا كانت المتابعة () -ع2 تقترب من صغراء وإذا كانت 
أحمنة - م[ ر2 (36.2) 
تقاربية » فإن المتسلسلة (مر) 5 تقاربية . 
(ب) فى الخالة الخاصة » إذا كانت (.<) - غ2 متابعة تناقضية لأعداد حقيقية موجبة 
وتعقارب إلى صفر » فإن امتتابعة (ملإ:*) .3 تكون تقاربية . 
. البرهان . (1أ) نفرض أن 8 >||رو[1 لكل تر . ياستخدام (58 )١-‏ ؛ تحصل 
على التقدير ْ 
ايده - وسا ير + اا ممستلا > إزدة يل (36.3) 


إذا كانت 0-(.<*) من[ ء فإن الحدين الأوليين الموجودين فى الطرف الأمن يمكن”' 
جعلهما صغير ين بدرجة اختيارية بأخذ « و80 كبير ين كيرا كافياً . أيضاً إذا تقاربت المتسلسلة 
(-0) » فإن معيار كوشى يؤكد أن المد الأخير فى هذا الطرف يمكن جمله أقل من »© 
بأخذ (ع)864 < 4 < «1١‏ . ومن ثم يدل معيار كوثى على أن المتسلسلة . (,لا.) :5 تكون 


تقار بية 5 
(ب) إذا كانت . .. +< هو« < رعراااء فإن المتسلسلة ى ( 4م - ؟ ) ثكون تلسكوبية 
وتقاربية . 1 وهو الطلوب إثبائه 


.م - م نتيجة . فى جزء (ب) ء نحصل على تقدير اخلطأ 


8ج > لام بغ - لاود م 
حُُ 3 
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حيث 8 هى المد الأعلى لحواصل الجمع الجزئية (090 :8 . 
ألبر هان . حصلنا على المطلوب حالا من علاقة ( م - #) . وهو المطلوب إثباته 


الاختبار الآتى يقوى الفرض على المتسلسلة (70) :7 » لكن يضعف الفرض عل (,) :5 
- 4 اختبار أبل . نقرضأن المتسلسلة (,ن) 7 تتقارب ى27 
(1) إذا كانت المجابعة (0*) > 6 فى 1 بحيث أن المتسلسلة 
أحمن - :| 2 (36.2) 
تقاربية » فإن المتسلسلة (-ام*) /2 تكون تقاربية . 
(ب) بوجه خاص » إذا كانت المتتابعة (.*) - إطرادية وتقاربية إلى بد فى #ر » 


حينئذ المتسلسلة )2 تقاربية . 


البرهان . (1) من الفرس ٠»‏ تتقارب حواصل الجمع الجزئية برى للمتسلسلة (بز)2 
إلى عنصر ما 5 فى 20 . ومن ثم توجد 8 محدودة خاصة بالفئة ‏ (ل2ج :|45 وبأخد 
0<ع نجد أنه يوجد (1/)9 سحي أنه إذاكانت (ع)رل2 < م »ء فإن م > إزه- مو 


الآن الفرضص الآن بأن ( + - ١‏ ) تقاربية يدل على أنه إذا كانت لالع م فإن » 
الم ->ء:*) ٠. ٠١+‏ +( ح وع) + ريد - أ 
0-1 
أدبع< - يد ب +اسا َه 

وإذن ك>|.«| لقيمة ما 0< هر . وبالإضافة إلى ذلك » يوجد (ع)رلز عيث أنه إذا 
كانت (ع)ركاز < +< يمر » فإن 

ع >> إرد - ببند| ب -_ إ.د - بم (36.4 
نفرض الآن ((ع)د/! ,(20:)6) مده - (ع)رلة بحيث أنه إذا كانت (م)رلخ < بر< ام 

السكم - مكد || 
قن - كمد || + ||كمة > د دمونة|| + || كيرد - مكبد<|| ع 


أأنسمة ج خإ| أ-:| + |اع|| امد - سهد + اه - معز| أبيم| > 
ع(8 + 24) ع عم + ززع + مزاع 


لذلك ء يواسطة مفترض أبل ( م - ١‏ ) » إذا كانت (2:)6 < م < وم فينتج 


بكسن 


|5 (د - ب) 1 +ع(8 +24) > لاه أذ 


8( إبود- 8 6 +ءع(8 + 24) > 
'ع(2)4+8 ع 
حيث استخدمنا ( م - غ ) فى اللطوة الأولى . وهذا يثبت التقارب المتسلسلة (إلإ:<) ,2 لأن 
0<دع واغتيارية . 
(ب) إذا كانت المتتابعة (ي,*) إطرادية وتقير ب إلى ب » فإن المتسلسلة ( 6م - ١‏ ) 
تكون تلسكوبية وتقترب إما إلى .*- * أو إلى «- و* . وهو المطلوب إثباته 
إذا استخدمنا نفس الءنوذج من المناقشة فيمكننا إثبات ت تقدير اللملأ الآنى : 


5 - 0 نتيجة . حصلنا فى جزء (ب) »© عل تقدير اللطا 
مها هجاح - و دكا > نهد ب - «» | 


متسلسلات متعاقية ( أو متناوبة ) : 

يوجد نوع هام بوجه خاص المتساسلات الحقيقية التقاربية الشرطية » أى الى حدودها تكون 
بالتعاني مرجي مااي . 

- 5 تعريف . متعابعة (22) كن لأعداد حقيقية غير صفرية تككون متعاقبة إذا 
كانت' الحدود ...,2 ,6-1 ,.*"(1-) أعدادها حقيقية كلهأ موجبة ( أو كلها سالبة) 
إذا كانت متتابعة (.*) -- 26 متعاقبة » فنقول أن المتسلسلة (.«) :5 الى ثولدها متسلسلة 
متعاقبة , : 

من المفيد أن نضع ,"(1-) > ود ونتطلب أن 0<ح2 ( أو 2,>0 ) لجميع 
٠. 1-2120‏ يمكن دراسة التقارب للمتسلسلات المتناوبة بسبولة إذا أمكن استخدام 
النتيجة الآنية الى برهها ليبناز . 

7-5 اختبار متسلسلة متناوبة . نفرض أن (-2) >2 متتابعة تناقضية لأعداد 
ريه ا يك 0 > (,2) دسناً 58 حينئذ المتسلسلة المتعاقية (ج"(1-)) 2 تقار بية 5 
وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت ى هى حاصل الجمع هذه المتسلسلة وأن ور هى حاصل لجمع 
الجرثى النوى » فإذن نحصل عل التقدير 

ممح ك إءو -- و| (36.5) 
لسرعة التقارب ش 


ننس 


البرهان . هذا ينتج مباشرة من اختبار درشلت ( +8 ) (ي) إذا أعذنا "(1-) - يل 
لكن تقدير الخطأ المعطى فى نتيجة ( 85 - م ) ليس دقيقاً مثل التقدير فى ( 0-7) بمكننا أيضاً 
الشروع مباشرة لتوضيح الاستنتاج الريامى أنه إذا كانت « < وم » فإن 
إدمة| عد إمج "7" "(1-) هج ٠‏ «حيبية مدة]| > إد - دوأ 
هذا ينتج كلا من التقارب والتقدير ( 56م - ه ) وهو المطلوب إثباته 
-ه أمثلة . (أ) المتسلسلة (1(/0-))2272 تسمى أحياناً بالمتسلسلة التوافقية 
المتعاقبة » ليست تقاربية مطلقة . لكن » ينتج من اختبار المتسلسلات المتعاقبة أنها تقاربية . 
(ب) بالمثل » المنسلسلة (1(*//7-)) 30 زقاربية » لكن ليست تقاربية مطلقة , 
(ج) نفرص أن 8+ .ونفرض أن يرجم . إذن » بما أن 
ع( - ع1) ماو - دض + ع1) ملو ع عر تويزو جز ومع 2 
فينتج أن 
عد ماه - يد( + 2) ملو ع [عره ومع + +٠٠ ١‏ جر وم ]جر دزو 2 


ومن ثم » إذا كانت َ*«ّ ليست مضاعفاً صميحاً للمقدار ,2 فإن 


عام ياف 0 كك ب بير وو ب. . .+ ير ومن 1 (36.6) 
1أ5 2 ّْ 


لذلك » إذا كانت (2 © 121:8»» ع فإن 


ممم ك اعة همه +٠ ٠ ١+‏ ع قم| 
يمكننا حينئة استخدام اختبسار درشلت (4م8- ؟) ( ب) للستنتج' أن المنسلسلة 
005 (1/0) ,2 تتعقارب لكل (2 ع عا : +1 2] وعد . نلاحظ أن هذه المتسلسلة تتباعد عند 
217 - بر عند بعش 2ح ع[ 

( د) نفرض,أن # عبر ونفرض أن بيع ع . حينئد بما أن 


1 عد( + ع٠)‏ ومع - جد( - ع1) ومه > ع سنو 1 ملو 2 
ينتم أن 
+ 1) ومع - نش وم > [عن ملو + +٠ ٠ ١‏ عد ضاكاءة مله 2 
ومن ثم » إذا كانت ليست مضاعفاً ميحاً للمقدار +27 فإن 
عد( + ١‏ ) وم» - رز ومع 


تت تت يور رزو + ٠٠ ٠١‏ + عر واو 
د 5112 2 


لون 


لذلك » إذا كانت (2 ع1: 261217« »2 فإن 


كت 
إعد صنه| 


كا سيق + يثبت اختباردرشلت تقارب المتسلسلة 
قله (:1/7) 2 المي 2ع 1: 26121 
نلاحظ أن هذه المتسلسلة تتقارب عند ج21 - عد عله جرع . 
(«) نفرض أن (,ز) -18 مصابعة فى الفراغ 822 عناصرها هى 
(1,0-)- ور ,(0,1)-يظا ,(1,0)>>< اا 
0 رولا > هجولا ٠.00‏ و(1- ,0) > ولا 
لاحظنا الا أن المتسلسلة (7() ,3 لاتتقارب ء لكن حواصل الجمع الجزئية ها .5 محدودة ٠‏ 


فى الحقيقة يكون ١/2‏ >.|.و|]1 . إذن يوضح اختبار درشلت أن المتسلسلة «ا(72/)1/8 
تكون تقاربية فى 87 


> إعم جو + ٠ ٠ ١‏ + عد صلو| 


متسلسلات مزدوحجة : 

يكون أحياناً ضرورياً أن نعتبر حواصلجمم لانهائية تعتمد على رقين صسميحين . تتطور النظرية 
مثل هذه المتسلسلات المزدوجة باخئز الما إلى متتابمات مزدوجة » أى أن كل النتائج فى باب ١6‏ 
الخاصة بالمتتابعات المزدوجة ,مكن تفسيرها للمتسلسلات المزدوجة . لكن » سوف لالستلتج من 
نتائج باب ١4‏ » وبدلا من ذلك » سوف نركز انتباهنا إلى المتسلسلات المزدوجة التقاربية 
المطلقة » حيث أن هذه المتسلسلات هى الموذج للمتسلسلات المزدوجة الى تظهر كثيراً جداً . 

نفرض أنه لكل زوج (ثر,ة) فى الإزكالز عنصر ررد فى الفراغ مجم . تعرف 
حاصل اجمع الجز النى رتبته (81,70) أى رق بأنه 


رد 2 2 حتمرد 
111[ 
وكا فى تعريف 4+ - 1١‏ ء سوف تقول أن المتسلسلة المزدوجة (,) :5 تتقارب إلى عنصر 


“د فى “2 إذا كان يوجد لكل 0 <ع عند طبيعمى (2/4)8 نحيث أنه إذا كانت 
(ع)4ة < :م وكانت (ع)84 ح »« فإن 

> |حمد - || 
وكافى تعريف غ7 - * ء سوف نقول أن المتسلسلة المزدوجة () 77 تكون تقاربية مطلقة 
إذا كانت المتسلسلة المردوجة (إن||) :12 فى 82 تقاربية . 


نا 


نوضح كتمرين أنه إذا كانت المتسلسلة المزدوجة تقاربية مطلقة » فإنها تقاربية وبالإضافة 
إلى ذلك » المتسلسلة المزدوجة تقاربية مطلقة إذا وإذآ فقط كانت الفئة 


لد 7 ,0 : ||بندا| 1 مط 36.7 


فئة مدودة لأعداد حقيقية . 


نرغب فى ربط المتسلسلات المردوجة بالمتسلسلات المكررة ع لكأن سوف لناقش فقط 
المتسلسلات التقاربية المطلقة . النتيجة الآنية أولية جداً » لكها تعطى معيارا مفيدا للتقارب 
المطلق المتسلسلات المزدوجة , 

4-5 مفترض . تفرص أن المتسلسلة المكررة || ,3712 تتقارب , إذن 
المتسلسلة المزدوجة (,*) ,3 تككون تقاربية مطلقة . 


البرهان . من الفرضى تتقارب كل متسلسلة ||| :5:2" إلى عد موأجب ‏ 18© [ رزه 
وبالإضافة إلى ذاك ٠‏ تنقارب المتسلسلة (ر,م) 7 إلى عدد 4 . من الواضح أن 4, . حد أعلى 
للفئة ( 5م ا ), ٠‏ وهو المطلوب إثباته 

٠١ - "4‏ نظرية . نفرض أن المتسلسلة المزدوجة (,:) 7 تتقارب مطلقاً إلى # فى 0ج . 
حينئذ كلتا المتسلسلتين المكررتين . 


تتقاربان أيضاً إلى + 


البرهان . من الفرضص نجد أنه يوجد عدد حقيق موجب 4 يكون حداً أعلى إلفئة فى 
(+” - ؟) . نلاحظ أنه إذا كانت 8 ثابتة » أن 


ه > اسا بغ ب > اءدا بغ 
لكل 7# فى 28 . من ذلك ينتج أنه » لكل 2 © » تتقارب المتسلسلة الفردية (م8) 52-1 
تقارباً مطلقاً تعنصر ,رز ق1+0 
إذا كانت 0 < 6 ء فنفرض (م)ج بحيث أنه إذا كانت (ع)20 < م« ,نم ٠‏ فإن 


ع > || - ممموا|| (36.9) 


و-حسب العلاقة 


له 0 ددا 5 
ا ا دور بق خبط رق جممة 


كس 


لل +. +٠٠‏ معد يل + رهد يل - (مة) ينا 


ولو 4 ٠‏ «لدولر + رباك 

إذا عبر نا إلى الثهاية فى ( +م - 4 ) بالنسبة إلى 8 » نحصل عل العلاقة 
د 
1[ 


ما يغبت أن حاصل الجمع المكرر الأول فى ( 5” - م ) موجود ويساوى ©« . يستتخدم برهان 


(ع)14 < «١‏ و6 ع 


ماثل لحاصل الجمع المكرر الثااى . وهو المطلوب إثباته 
توجد طريقة إضافية لجمع المتسلسلات المزدوجة الى سنعتبر ها » وذلك بالجمع على الأقطار 
حا ارط 0 


١١-*4‏ نظرية . نفرص أن المتسلسلة المزدوجة (/<) 50 تتقارب مطلقاً إلى 
»د فى عجر . إذا عرفنا 


ا ع مو + را ح ربز 2 حي 


لجز 
فإن المتسلسلة (») :75 #تقارب مطلقاً إلى * . 
البرهان . إذا فرضنا أن 4, هى أعلى الفئة ى ( 5م 7 ) فتلاحظ أن 

ه > اس| بغ 1 > ااعذ| ربع 
ومن ثم تكون المتسلسلة (,)) 75 تقاربية مطلقة ؛ يتبق أن توضح أنها تتقارب إلى بفرض أن 
0<ع نفرض أن 24 بحيث أن 

4> اساة بز >ء-م 

إذا كانت 24 < » يس ء فينتج أن |إبمد - ممذلا لا يكون أكيز من حاصدل الجمع 
(إر|) 3 المأخوذ عل كل الأزواج (ثر ,م) التى تحقق أما «, > 1> 84 أو » > > 34 


إذن ع>|إممد - مولا »© عندكق حم ربس . ينتج من هذا أن م > |إممدد - + توضح 
مناقشة مشاهة أنه إذا كانت 22/4 < 2 فإن 


> 


مده - عط 2 
2 
ومنبا ينتج أن (3 ع » وهو المطلوب إثباته 
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حاصل ضرب كوشى : 


فى عملية حاصل غير ب متسلسلتين قوى وتجميع الحدود طبقاً القوى » ينتج ء طبيمياً جدا ' 
طريقة جديدة لتوليد متسلسلة من متسلسلتين معطيتين . بهذا الارتباط من المفيد رمزياً أن نأخذ 
الحدود للمتسلسلة ذات أدلة ....,0,1,2 


١١ - "9‏ تعريف . إذا كانت (:) مث و (:2) 370 متسلسلتين لانهائيتين فى الفراخ 
”2 حاصل ضربهما كوثى هو المتسلسلة (»*) 23-٠‏ © حيث 


0 + با 1ه > 8 رسيو ١‏ ولو ل بروج + ولو ح بير 


هنا ندل النقطة على حاصل الضر ب القياسى فى”88 . مكننا بطريقة مشامبة تعريف حاصل ضرب 
كوثى المتسلسلة فى الفراغ +[ والمتسلسلة فى الفراغ "جر ١‏ 


ربما يفشل » مع قليل من الدهشة » ححاصل ضر ب كوثى لمتسلسلتين تقار بيتين فى أن تتقارب 
لكن » يلاحظ أن المتسلسلة 
اك فر 
1+ ةودن 
تقاربية » لكن الحد النونى فى ححاصل ضرب كوثى هذه المتسلسلة فى نفسها هو 


إحطلبء عل + حرج |« 


بما أنه يوجد 1+م حداً داخل القوسين وكل حد يزيد عن (2+/1 © فإن الحدود 
فى حاصل ضر ب كوثى لاتقتر ب من صفر مما يثبت أن خاصل ضر ب كوثى لايمكن أن يتقارب . 


6" - 18 نظرية . إذا كانت المتسلسلعان ,نم32 ء ,2 27-6 تتقاربان مطلقأ 2 ,نر 
فى “#2 ء. فإن حاصل ضرب كوثى لما يتقارب مطلقاً إلى 2 . لز . 


البرهان . إذا كانت . . . ,2 ,1 ,0- زر » فنعرض أن رن ٠‏ ,بوت ريد . تدل المعطيات 

على أن المتسلسلتين المكررتين ||ب]|| م2 270 تتقاربان . من المفترض :م - هاء تكون 

المتسلسلة المزدوجة (,*) :5 تقاربية مطلقة للعدد الحقيى 6 . باستخدام نظريى 5م - ٠١‏ 
وهم - ١وء‏ نستنتج أن كلا من المتسلسلتين 

تتقار بان إلى *« . يرهنا حالا على أن المتسلسلة المكررة تتقارب إلى 2 . نز وأن المتسلسلة القطرية 

كوثى المتسلسلتين (,2) 5 و (بنو)'3 وهو المطلوب إثياته 


كن 


فى حالة 1 >> 82 فقد برهن مرتنمى7*) على أن التقارب المطلق لأحد المتسلسلتين يكون كايا 
لإثبات التقارب لحاصل ضرب كوثى . وبالإضافة إلى ذلك وضح ميز اروأن المتوسطات المسابية 
لحواصل الجمع الجزئية لحواصل ضرب كوشى تتقارب إلى تيز ( أنظر مرينى © - اس ع ) . 
تمرينات : ش 

5م - ( أ) اعتير المتسلسلة 


حيث نوخذ الملامات مثى . هل تتقارب ؟ 
5م - (ب) نفرض أن ©2264 عند 10> ونفرض أن 94> . إذا كانت 
المتسلسلة (”«/يه) 5 تقاربية » فإن المتسلسلة (6«/له)5 تكون أيضاً ثقاربية . 
5م - (ج) إذا كانا 4م عددين موجبين مضبوطين » فإن المتسلسلة 
لفطك رن جر 


تقار بية 


5 - ( د) ناقس المتسلسلات الآتية التى حدها النوى هو 


. ليا 
0( مرج 0 69 #ارريسم 
ع 1م 
(ج ( اا *1-) ١د‏ شد 


وم - (ه) بغفرض أن (4) 75 متساسلة تقاربية لأعداد حقيقية . أثيت أنه أما .)2 
تتقارب أو أعط مثالا عكسياً » عندما تعرف ورظ بأنها 


 )1(‏ «يه 0 (ب) (0 <مه) «ايمله 
(ج) #سملويه (د) (0دمه) «اليوله 
(ه) سو"نم )و (امه| + 1)ليه 


تباعدية . 


(©) فرائز ( س . ج ) مرتنسى ( 1187-1١8٠‏ ) تعل فى برلين ودرس فى كراكؤ وفينا 
سام أساماً فى الحندسة ونظرية المدد واجير . 
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دم - (ز) أسقط الفرضص بأن (.2) متناقصة أثبت أن اختيار المت مسلة المتعاقبة 
(5+ - 7 ) رما يفشل . 
5 - (ح) إذا كانت 75677 ء تفرضن 


0 


م 


© معرفة يأنها 
مهما ط4...+ 


أثبت أن () متتابعة متناتصة لأعداد موجبة . تسمى الهاية © هذه المتتابعة بثابت أيلر ويساوى 
تقريبياً 0.577 . أثبت أنه إذا وضعنا 


فإن المتدابعة (/8) تتقارب إلى 2 ج10 ( اراد : 2عه1+ يه -ين 38/2 ) ' 
+ - (ط) نفرض أن (--2)0 متسلسلة مزدوجة معطاة كا يل 
ل السليسيا 


0-3 إذا ‏ 2-1-يم-يم 
ح-_ خلاف ذلك 

أثبت أن كلا حاصل الجمع المكررين موجودان » افير منساويين وأثبتٍ أن حاصل 
الجمع المزدورج غير موجود . لكن » إذَا دلت . (..5) عل حواصل الجيم الجرئية » 
فإ (.5) ةا موجودة. 

5 - (ى) أثبت أنه إذا كاتت المتسلسلة المكررة والمسلسلة المزدوجة المتسلسلة (,ه) 3 
موجودتين فإنهما متساويان . أثبت أن وجود اللمتسلسلة المزدوجة لايدل على وجسود المتسلسلة 
الككررة » ف الحقيقة لا يدل وجود المتسللة المزدوجة حتى على أن 20 (رمسه) متلا 
لكل م , 

5 - (4) أثبت أنه إذا كانت 1 < مر » 1 < © ٠‏ فإن المتسلسلة المزدوجة 


1 1 
0-5 0ت 
تكون تقار بية 
- (ل) بتقسيم (2:)1/«2 إلى متسلسلتين للأجزاء الفردية والزو.جية أثبت أن 
0 
1 0 لال به 
.م - (م) إذا كانت 1>|»| و 1>إ5| ء أثيت أن المتسلسلة 


١‏ م عه 7 عبتن ةقجتعو+ط+ه 
تقار بية . ماهى الهاية ؟ 


فين 


5" - (ن) إذا كانت (.2,)5 »© )752 تقاربيتين » فإن ‏ (17)062 تكون 
تقاربية مطلقة وأنه 
07 2 زه رذ 1ع مضه رق 


وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب *(.6+.72)0 زيكون 


“نيط رة) + نيه رة ] ع *[5(2 + م ) ر3) 

- (س) أثبت نظرية مرتنس : إذا كانت (75)0-2 تتقارب تقارباً مطلقاً إلى 4 
كانت (22080 تتقارب إلى 8 ٠‏ فإن حاصل غرب كوثى لما يتقارب إلى هلله . 
( إدشاد : نفرضص أنه يرمز لحواصل الجمع الجزئية بالرموز © ..8 ,.ه عل الثر تيب أثبت 
أنه 0-(هية- )سنا و 0- رظي )سنا . ) 

5 - (ع) أثبت نظرية سيزارو : نفرص أن (.7)4 ٠‏ تتقارب إلى 4 وأن 
(2.)80 تتقارب إلى 8 . ونفرس أن (53)0 حاصل ضرب كوثى لما . إذا كانت (©) 
هى المتتابعة لحواصل جمع جزئية من (7/)0 فإن . 


هف ج ( ٠ ١+‏ .جين +رح) ل 


( إرشاد : اكتب رليك +٠04‏ رظية حي + ٠‏ .رن ع قم هذا الجيع إلى ثلاثة أجزاء » 
واستخدم الحقيقة الى تقول إن 4ه يله و 8ه .8 ) 


الباب السابع والثلاثون ‏ متسلسلات دوال ': 


ستقوم الآن مناقشة المتسلسلات اللامبائية لدوال » وذلك بسبب ظهورها المتكرر وأهميها - 
مما أن التقارب لمتسلسلة لاهائية يعامل يفحص المتتابعة الحواصل جمع جزئية فإن الاستفسارات 
الخاصة .متسلسلات الدوال تكون الإجابة عليها بفحص الاستفسارات المناظرة لمتتابعة دوال . 
وهذا السبب » يكون جزهء من لباب الحاضر هو مجرد ترجمة لحقائق أثيتناها قبل ذلك لمتتابعات 
ودوال إلى مصطلحات ورموز للمتسلسلات . هذه هى الخالة » مثال ذلك ٠‏ عند جزء الباب 
المتعلق بالمتسلسلات لدوال عامة . لكن تظهر فقط فى المزه الثانى من الباب » حيث ننساقش 
متسنسلات القوى » بمضص صور جديدة بسبب الميزة اللخاصة للدوال الى تحعويها . 


لام - ١‏ تعريف . إذا كانت (,8) متتابعة لنوال امعرفة ق فثة جزئية 12 الفراغ 1+7 
بقيم فى الفراغ 84 » و كانت المتتابعة الحواصل جمع جزئية (50) المتسلسلة اللانهائية (0/) :7 
معرفة عند +د فى 2 بأنها 


فين 


و(*)ر > (ع«)اده 
و[(5)0 + («م  ]-‏ (ععرز + (»)ر - (ع«)يد 


ا ا ا ااا ا ا ا 0 ا ا لا ل كد ال ذم قااشا ف 


وها" روتجاوة هر 6ك كو" اهب "تا الهم يه كنعو و قاخ ايه هر هر بهل ها هه كه هذا هس“ ووه ب 


نقول فى حالة كون المتتابعة (,5) تتقارب فى 2 لدالة حمر ء أن المتسلسلة اللائهائية لدوال 
(6) 2 تتقارب إلى /ر فى 2 . ستكتب غاليا 

ان ا 20 
لئر مز إما إلى المتسلسلة أو دالة اللهاية » إن وجدت . 


إذا كائث المتسلسلة (|(*)/]|) :5 تتقارب لكل *« فى 2 فنقول إن (2.)0 تقاربية 
مطلقة فى 2 . إذا كانت المتتابعة (,ى) تقاربية منتظمة فى 2 إلى ك/ر » فنقول إن (3/)0 
تقاربية منتظمة فى 2 » أو أنها تتقارب بانتظام إلى /ر فى 2 . 


أحد الأسباب الرئيسية للاهّام ممتسلسلات دوال تقاربية منتظمة هى حة التنائج الآنية الى 
تعطى شروط تغيير ترتيب عمليات الجمعم وعمليات أخرى للهايات . 


5-9 نظرية . إذا كانت ير «تصلة فى “2 2 إلى 826 لكل 5627 وإذا 
كانت (22)04 تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 -فإن كر تكون متصلة ىق 2 . 

هذا تحويل مباشر لنظرية ( 4؟ - ١‏ ) للمتسلسلات . النتيجة الآنية هى ترجمة لنظرية 
(لمط-ب؟). 


9«-# نظرية . نفرضص أن الدوال لقيم حقيقية اعم ,م ع قابلة لتكامل 
ربمان - اشتلتجز بالنسبة إل دالة اطرادية مم فى الفسّرة [8 ,#] ح ل . إذا كانت 
المتسلسلة (72) :2 تتقارب بانتظام إلى كر ىق فإن كر تكون قابلة لتكامل ريممان - اشتلتجز 
بالنسبة إلى م وتكون 

ك مه م 
46 | 5 -هه1 | (37.1) 

الآن نعيد صياغة نظرية التقارب الاطرادى «١‏ غ إلى صورة المتسلسلات . 

بم 4 نظرية . إذا كانت الدوال الموجبة ./ قايلة اتكامل ريمان فى الفسترة 
[5 ,4] ع / وإذا كانت حواصل الجمع لا (10) 2-2 قابلة لتكامل ر يمان » فَإِن 
7 / 1 / (37.2) 


نفس 


بو لاسي و رجه سي وو ووس كك 
نحصل عليها بالتفاضل حداً فحداً للمتسلسلة المعطاة عر هذه النتيجة هى نتيجة مباشرة 
لنظرية هج" > هو , 

ام« -ه نظرية . لكل 726198 ع نفرضر أن ثم دالة لقيم موجبة ى الفرة 
[8,م] ح / ولا مشتقة ؛/ فى /4 . نفرض أن المتسلسلة اللانمائية (2.)40 تتقارب 
عند نقطة واحدة عل الأقل من الفترة / وأن متسلسلة المشتقات (15) :3 تتقارب بانتظام 

ل . إذن توجد دالة حقيقية القيمة كر فى / محيث أن (32)10 تتقارب بانتظام فى في 
ا تكون كر الها مشتقة فى ل وأن 


)37.3( 0 


اختبارات لتقارب منتظم : 

بما أننا قد أثبعنا بض نتائج لتقارب منتظم لمتسلسلات ٠»‏ فسنقدم الآن اشتبارات قليلة 
بمكن استخدامها لإثبات تقارب منتظم . 

ب" - ؟ معيار كوثى : نفغر ضص أن )5 متتابعة لدوال ى ا 1 إلى “غ2 . 
المنسلسلة البائية (1)7 تكون تقاربية منتظمة فى 2 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 
0 < هع 2 (ع)24 محيث أنه إذا كانت (84)8 < « < 7 فإن 


ع > دلا + +٠٠ ١‏ سك + كم (37.4) 
برهان هذه النتيجة ينتج فى الخال من ( ١١-1١17‏ ) ء الى هى معيار كوثى المناظر للتقارب 


المنتظم لمتعابمات 3 
بام - * اختبار 34 لقيرشتراس . نفرضص أن (.34) متتابعة لأعداد حقيقية ليست 
سالبة بحيث أن 342 > واا| لكل لا © . إذا كانت المتسلسلة اللانجائية (84) 8 
تقاربية » فإن (.6) 2 » تكون تقاربية بانتظام فى 2 . 
البر هان , إذا كانت # < 7 » فنحصل على العلاقة 
جا + +٠٠١‏ ملظ كك دإ|ءك/|ا+ +٠٠ ١‏ مالكلا ك داادر + +٠٠:‏ ورا 
ينتج النص من معيار كوثى ( 74 - ٠‏ ) » ( بام - > ) والتقارب للمتسلسلة (8/12) ,3 . 
وهو المطلوب إثباته 
النتيجتان الآتيتان مفيدتان جداً لإثبات تقارب منتظم عندما يكون التقارب غير مطلق . 
نحصل على برهانبما بتعديل برهانى ( 5م -.؟) » ( 74 - 4 ) وستتركان كتمرين 
بم - م اختيار درشلت . نفرض أن" (/) مصابعة دوال فى 89 2 إل “1 


تففن 


بحيث تكون جميع حواصل الجمع الجزئية 
لذلتنا 2 


محدودة فى نطاق 2 - عمودى . نفرض أن (.©) متتابعة متناقصة لدوال فى 2 إلى 1 
بحيث تتقارب بانتظام ى 2 إلى صفر » حينئذ تتقارب المتسلسلة (/0©) 2 بانتظام فى 2 ,. 


بام - 4 اختبار أبل . نفرض أن (2/) 7 متسلسلة دوال ى ”228 إلى 126 
بحيث تتقارب بانتظام فى 2 . نفرض أن (0©) متتابعة اطرادية لدوال حقيقية القيمة فى 2/ 
ومحدودة ف النطاق 2 - العمودى . حينئذ تتقارب المتسلسلة (,/.م) 30 بانتظام فى 2 . 

ببس« اء و أمثلة . (1) اعتبر المتسلسلة (7/”*) 52-1 . إذا كانت 1 5 | * | » فإن 
7 > 2/”*| . بما أن المتسلسلة(1/77) ,2 ثقاربية » فينفج من اخعبار 34 افير شر اس 
أن المتسلسلة المعطاة تقاربية منتظمة فى الفترة [1,1-]. 

(ب) المتسلسلة الى حصلنا عليها بتفاضل المتسلسلة فى ( أ) حداً فحداً هى («/'-"<) .م5 
لايستعمل الاختبار 44 لقير شتر اس فى الفترة [1,1-] لذلك لا بمكننا استخدام نظرية 
( بام -ه ) . ف الحقيققة » من الواضح أن هذه المتسلسلة للمشتقاث لا تتقارب عند1 - * . 
لكن » إذا كانت 1 > م > 0 » فإن المتسلسلة الندسية (' ”)2 تتقارب . بما أن 


5 95 قير 
11 


عند م > || ٠‏ فينتج من اختبار - 84 أن المتسلسلة الناتجة من التفاضل تكون تقاربية 
منتظمة فق الفئرة [# ومع . ب 

(ج ) تطبيق مباشر لاختبار- 14 (حيث (1/82 - ,3/4 ) يثبت أن © هأ (1/87) 5-1 
تقارية منتظمة لكل د ىق 2 . 

( د) حيث أن المتسلسلة التوافقية (/1) /2.تتباعد » فلا بمكئنا استخدام اختبار- 214 إلى 


1 تلد (1/7) 0 (37.5) 


لكن » ينتج من المناقشة فى مثال ( 5م - لم د ) أنه إذا كانت الفترة [ 8 ,4 ] /ى محتواة 
فى الفثر: المفتوحة (2 ,0) » فإن حواصل الجمع الجزئية ا 58 :32-1 > (5.)2 تكون 
محدودة بانتظام فق الفترة فى . ما أن المسابعة (/1) تنناقص إلى صغر » فيثيت اختبار درشلت 
( 0م -م) أن المتسلسلة ( بم - ه ) هئ تقاربية منتظمة فى ف . 

(ه)اعتبر *" زم/*(1-)) ,52 ف الفترة [0,1]-5 . بما أن العمود تمد النوى 
فى 5 هو 1/5 ء فلا بمكئنا استخدام اختبار فيرشتراس ٠»‏ ويمكن استخدام اختبار درشلت 


مضنا 


إذا أمكننا إثبات أن حواصل الجمع الجزئية (*”1("6-)) 37 محدودة وبالتعاقب يستخدم 
اختبار أبل لأن ((1(77-)),2 تقاربية والمتتابعة المحدودة (*” ©) تتناقص باطراد فى [ 
( لكن ليست تقار بية بانتظام إلى صفر ) . 
متسالسلات قوى : 

سوف نتجه الآن لمناقشة متسلسلات قوى . هذا نوع هام من متسلسلات دوال ويتمتع بخواص 
ليست حيحة فى حالة متسلسلات عامة لدوال ,. 

١١-0‏ تعريف : يقال لمتسلسلة لدوال حقيقية (7) 5 إنها متسلسلة قوى حول 
© ح *« إذا كانت الدالة 7 فى الصورة 

"زع - )سه -(2)م] 

حيث © ورك تنتمى إلى 8 وححيث .... ,0,1,2 2 8# , 

لغرض التبسيط لمفهومنا » سنعتبر فقط الخالة عندما 0 ح ع . هذا لايفقد الحالة العامة » 
مع ذلك ء» لان التعويض © 2 -ح " حول متسلسلة قوى حول © إلى متسلسلة قوى حول 0 . 
أى أن عءندء! نذكر متسلسلة قوى » فسوف نقصد متساسلة فى الصورة 


+ امه +٠00‏ جره مه > "ليه ريثم (37.6) 
0 


وبالرغم من أن الدوال المذكورة فى ( 07+ - ١‏ ) معرفة على كل الفراغ 3# » فايس. من 
لمتوقع أن تتقارب المتسلسلة ( ام - ١‏ ) لجميع #افى .. مثال ذلك » مكنا باستخدام اختبار 
.النسبة ( ه” - م ) إثيات أن المتسلسلات 


"ا 7 2 21 


10 0ع_ 0م 


تعقارب عند 1 فى الفئات 
8 .,1(1>إن|: عع 40١,‏ 

عل الثّر تيب . أى أن الفئة الى فيها تتقارب متسلسلة قوى ربما تكون صغيرة » متوسطة أو كبيرة. 
لكن » لا يمكن لفئة جزئية اختيارية من 8 أن تكون الفئة الدقيقة الى فيها تتقارب متسلسلة 
قوى 2 كا سنوضح . 

إذا كانت (,8) متتابعة محدودة لأعداد حقيقية غير سالبة ء فإنتا نعرف الباية الأعلى المتتابعة 
(«8) بأن تكون الأدق لأعداد مثل « محيث أن « > مط لكل لازع م كبيرة . كبراً كافياً . 
يكون هذا الأدنى محدداً وحيدا . ويرمز له بالرمز 

(مظ) دنا دمتا 


فا 


أعطيت بعض ميزات وخواص للهاية الأعلى لمنتابعة فى باب )١8(‏ » لكن الثى ٠‏ الذى نحتاج 
معرفته فقط هو (3) أنه إذا كانتت (2) هناة صلا< 0 2ء فإن ن ديم لكل لأأعم ٠‏ 
كبيرة كبراً كافياً ء» (لذ) أنه إذا كانت (مط) مناى دلا > بر فإن مط > «١‏ قم كثيرة 
عددها لانماق للرع بر 
15-0 تعريف . نفرضص أن ("ي.م)7 متسلسلة قوى . إذا كانت المتتادعة 
(|مه|) محدودة 2 تفضمع (*”"|مه|) دده دمعنا - م ء إذا كانت هذه المتتابمة ليست محدودة 
. نضع دم+ م . نعرف نصف قطر التقارب للمتسلسلة (*6-2) 2 كا يلى 
0 م إذا © عدم 
م1 - إذا + > م >0 
مداع إذا 0م 
فثرة التمارب هى الفترة المفتوحة (1,# -) , 
سوف تبرر الآن التعبير هو نصف قطر التقارب » . 
م« ١"‏ نظرية كوثى - هادامارد(*) . إذا كان 4/4 نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى 
(”بديج) 5 »2 فإن المتسلسلة تقاربية مطلقة إذا كانت 4 > |*| وتباعدية إذا كانت 
١ 0 .|*|<‏ 
البرهان . سوف تتناول فقط الخالة الى“ فيا مه :> # > 0 ٠‏ ثاركين الحالتين 
+ - 2 ,12-0 كتمرينين . إذا كانت ل > | | > 0 فإنه يوجد عدد موجب 1 > م 
حيث أن 2ه > || . إذن | | > م ولنلك ينتج أنه إذا كانت ” كبيرة كبر كانياً » 
فإن |دإن ع ""|مهء| . هذا يكاقء النصس : 
1 *ه > |"عبه| (37.7 
لكل « كبيرة كيرا كافياً . بما أن 1 > 6 » فينتج التقارب المطلق للمتسلسلة ("ه) ,2 
من اختبار المقارنة ( هو" - ١‏ ) ,. 
إذا كانت م/1 - 2 <إع«| » فإنه توجد قي كثيرة عددها لالهائى لازرع يم الى عندها 
تكون |<[/1< ""امه1 . إذن1<|"<يه| عندقم كثيرة عددها لانهاق » ومن ثم 
لاتقئر ب المتتابعة ("3.ة) إلى صفر . وهو المطلوب إثبائه 
(*) جاكويز هادامارد ( ٠) ١55-١46‏ كان لوقت طويل عميداً للرياضيينالفر نسيين 
سمح له بالدخول لمدرسة التكنولوجيا حيث ثال أعلى الدرجات خلال القرن الأول . كان غلفاً 
لهارى بوينكار لأكاديمية العلوم ويرهن نظرية العدد الأولى فى عام ٠ ١855‏ بالرعم من أن 
هذه النظرية قد أثبتها جاوس قبله بسنين كثيرة » له إسهامات أخرى فى نظرية العدد » التحليل 
المركب » المعادلات التفاضلية الجزئية وحى عل النفس . 


فيضن 


سيلاحظ أن نظرية كوشى - هادامارد لات: ن متسلسلة القوىتتقارب عند ع |ع: | . 
دي تثر و 
ى الحقيقة » أى شىء بمكن يحدث كا يتضح من الأمثلة الآنية : 
لا 1 ليا 1 نا 
7 عطة تا (37.8) 


بما أن 1-(*"”)سهنا -1١4(‏ م (ه))ء فإن كلا من متسلسلات القوى المذكورة 
ها نصف قطر التقارب مساو للواحد الصحيح . لا تتقارب متسلسلة. القوى الأولى عند النقط 
1+-ير و 1--2 ٠‏ المتسلسلة الثانية تتقارب عند 1 س حت « وتتباعد عند 1 عل 2 * , 
ومتساسلة القوى الثالثة تتقارب عند كل من 1 حي » 1 + - # . ( أوجد متسلسلة 
فرى فها 1 ح 12 وتتقارب عند 1 -ل ع نر لكن تنباعد عند 1 - > « ) . 


توضح كتمرين أن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("عد,م) !5 هو 


( لكل )سن (37.9) 


أحتمه| 
بشرط وجود هذه الهاية . مرار؟ » يكون من المناسب أكثر أن تستعمل ( لام ب و ) يدلا 
من تعريف ( 19-507 ) . 
ينبت النقاش المستعمل فى برهان نظطرية كوشى - هادامارد التقارب المنتظم لمنسلسلة قوى 
فى أى فثة جزئية مدمجة ثابتة من فترة التقارب (8 ,2 - ) 
0- 14 نظرية . نفرص أن 2 نصف قطر التقارب للمتسلسلة (”:0) ر5 و تفرض 
أن 2ه فئة جزئية مدمجة فى فترة التغفارب (8 ,© -). إذن متسلسلة القوى تتقارب بانتظام فى 6, 


البر هان : يثبت الدمج المقدار (2 ,1-) > 1 أنه يوجد مقدار ثابت موجب 1 > © 
بحيث أن هه > | *| كل #6 © ء ( لاذا ؟ ) . نستنتج من النقاش الموجود ى 
( م -"() أنه عندما # تكون كبيرة كبر كافياً » فإن التقدير ( با« - ١‏ ) يظل حيحاً 
لجميع ع © د . ما أن 1 > م ء فإن التغارب المنتظم المتسلسلة ("عنيم2) 2 فى ع نتيجة 
مباشرة لاخعبار - 34 القير شتر اس .حيث ‏ “ن > ,ك1 وهو المطلوب إثباته 
ب« - ١0‏ نظرية . الباية متسلسلة القوى متصلة فى فترة التقارب . متسلسلة قوى مكن 
تكاملها حداً فحداً فى أى فترة مدمجمة محتواه فى فثرة التقارب . ٌ 
البرهان . إذا كانت 4# > [ معد | فإن النتيجة السابقة تؤكد أن (”*.©) :7 تتقارب 
بانتظام فى أى حوار مدمج عند م* محتوى فى (, 8 ) . إذن ينتج الاتصال عند ى* 
من نظرية ( 7م - 7 )اء والتكامل حداً فحداً يتحقق من نظرية ( 869 - 8 ) . 
وهو المطلوب إثياته . 


يفنا 


نوضح الآن أن المتسلسلة قوى يمكن تفاضلها حداً فحداً . لا تحتاج كا هو الال فى حالة 
المتسلسلات العامة » إلى قرض أن المتسلسلة الناتجة من التفاضل تقاربية منتظمة . ومن ثم هذه تكون 
النتيجة أقوى من النتيجة المناظرة لتفاضل المتسلسلات اللانهائية . 

ا" ١5-‏ نظرية تفاضل . يمكن تفاضل متسلسلة قوى بمكن حداً فحداً داخل فرة 
'تقارب . فى الحقيقة » إذا كانت 


("حمه) ب( مز عيتذ «( "جممم) رذ -(*):/ 
كلتا المتسلسلتين لما نفس نصف قطر التقارب . 
البرهان . حيث أن 1 -("'2) هتنا » فإن المصابمة ("7|م«|) تكون محدودة 
إذا وإذاً فقط كانت المتتابمة ('|.19) محدودة . وبالإضافة إلى ذلك » يكون من السبل 
ملاحلة أن 
(*"أمها) مده سنا (* إممص|) ميس مدصنا 
وإذن » يكون نصف قطر التقارب للمتسلسلتين واحدا » لذلك تكون اللمتسلسلة السابقة الناتج 
من التفاضل ثقار بية منتظمة ى كل فئة جزئية مدمجة من فترة البقارب . 
حينئذ بمكدنا استخدام نظرية ( بام ل ه ) لنستنتج أن المتسلسلة السابقة النائجة من التفاضل 
تتقارب إلى المشتقة للمتسلسلة الممطاة . 
يحب ملاحظة أن النظرية لا تمعلى تأكيداً عند النقطتين المحدودتين لفثرة التقارب . إذا كانت 
المتسلسلة تقار بية عند نقطة حدودية » فإن المتسلسلة النائجة من التفاضل ر مما تتقارب عند هذه 
النقلة . مثال ذلك » المتسلسلة (*:ري») م72 تتقارب عند كل من النقطتين البائيتين 
1 دسج . 1 للح ع . لكن » المتسلسلة النائجة من العفاضل 


تتقارب عند 1 ح 2 وتتباعد عند 1 ل 2 بن ., 
وبتكرار تطبيق النتيجة السابقة » نستنتج أنه إذا كانت / أى عدد طبيمى فإن المتسلسلة 
القرى 3:2-5)"/173. يمكن تفاضلها حداً فحداً © من المرات لتحصل عل 


57 1 حّ 
ري وو شر 0 
وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب هذه المتسلسلة تقارباً مطلقاً ومنتظماً إلى ©"/ عند 8 > | *| 


على أى فئة جزئية مديجة من فترة التقارب . 


يا 


إذا عرضنا 0 > فى ( لام - ٠١‏ ) ء تحصل عل القانون الحام 
عه - (0) كر (37.11) 
لا" - ١07‏ نظرية الانفرادية . إذا كانتت ("2يه) !5 » (*2رة) '؟ 
تتقارب فى فثرة ما 0< م,(م,م د) ؛ إلى نفس الدألة كر ء فإن 
ول ,6 لجمع للولت0ا 5 
البرهان . توضح ملاحظاتنا السابقة أن ,م1« ع (9)0)كرح م514 عند لالزع م . 
٠‏ وهو المطلوب إثباله . 
بعض نتائج اضافية*» : 
يوجد عدد من النتائج الخاصة بارتباطات جبرية مختلفة لمتسلسلات القوى . لكن مكن برهنة 
هذه الى تحتوى على تعويض وتعاكس بسهولة أكثر باستخدام مناقشات من التحليل المركب . 
لهذا السبب سوف لا نتعرض ذه الأسئلة لكن نكتى بنتيجة فى هذا الاتجاه . وهى لحسن الحظ من 
أعظم النتائج المفيدة . 
18-0 نظرية حاصل صرب . إذا كانت كرو م ممعطيتين فى الفترة (م,م ) 
متسلسلق القوى 
"عه بذ - رماع “خدمه بق -1)00 
فإن حاصل ضر ببما يعطى فى هذه الفثّر ة بالمتسلسلة (*ينن) 50 » حيث المعاملات (ر») هى 
2 ,0خ 5 ورور مقية لا حي 
0 
البرهان . قد رأينا فى ( لا - ١١‏ ) أنه إذا كانت م > | :| » فإن المتسلشلتين المعطيتين 


(*)كر و (*«)مم تقار بيتان مطلقعان. إذا استخدمنا نظرية ( 5م - م١9‏ )ا ء محصل عل 
الاستنتاج المطلوب 00 وهو المطلوب إثيباته. 


نؤكد نظرية حاصل الضرب أن نصف قطر التقسارب لحاصل الضرب هو عل الأقل 
يساوى ” . لكن من الممكن أن يكون كبيراً كا يلاحظ بسجولة . 

قد رأينا أنه » لكى تمثل دالةثر يمتسلسلة قوى فى فترة 7<0 ,(م ,#س) » يكون منالضرورى 
أن كل مشتقات كر مورجودة فى هذه الفترة . ,رما يشتبه فى أن هذا الشرط كاف أيضاً » لكن 


(#) يمكن حذف بقية هذا الباب عند القراءة لآول مرة ٠‏ 


قف 


الأمور ليست بهذه البساطة , مال ذلك » الدالقر » الممطاة بأنها 
0عوعر ادي د (هر) 1 
0 -.ع و0 - 
مكن إثبات ( انظر تمرين لام -ن) أن لما مشتقات من كل الرتب وأن 0 -(0):/ 
عند ....,2 ,1 ,0 - 8 . إذا مكن إعطاءث/ر فى فيرة (ج , - ) متسلسلة قوى حول 0 - <« » 
فينتج من نظرية الانفر ادية ( بام - 009) أن المتسلسلة يجب أن تتلائى تطابقياً » مما مخالف الحقيقة 
الى 3 تقرل إن 0 (#«)م عندما 0 #ايع . 


)37.12( 


تو جد 0 بالرغم من ذلك بعضن شروط كافية مفيدة ممكن إعطازها لكى تضمن إمكانية 
تمثيل كر متسلسلة قوى . كثال » نلاحظ أنه ينتج من نظرية تايلور ( 78 - ١‏ ) أنه إذا كان 
يوجد مقدار ثابت 0 < 8 محيث أنه 


8 > م (37.13) 


لجميع ...,2 ,1 ,0 > هو " > || » حينتذ !م/"+(5-01"”)0ة تتقارب إلى (<) ر 
عند ” > | * | . يمكن إعطاء شر وط مشابهة ( لكن أقل قوة ) على مقدار المشتقات بحيث تؤدى 
إلى نفس الاستنتاج . 


تقدم كثال » ل ل قا مفكوك طرف واحد. 
لدالة فى صورة متسلسلة قوى 


بام 14 نظرية برئشتين . نفرضص أن كر معرفة ولا مشتقات من كل الرئب ف الفثرة 
[,0) و نفر ض أن و جميع مشتقابها موجبة فى الفترة [0,7] . 


إذا كانت م > ا ك 0 ء فإن (د)ث/ر تعطى بالمفكوك , 
لبرهان . سوف نستفيد من صورة التكامل للباق فى نظرية تايلور الممطاة بالعلاقة (5-1), 
إذا كانت مك « ك 0 » فإن 
03 (37.14) 
ححيث نجد القانون 
وك )2/0 "زو -1) اا 
ما أن كل الحدود فى حاصل الجمع الموجود فى ( ام - ١4‏ ) موجية فإن 


لان 


سم 


عل )1/900 “(و-1) ُ 61 < (0)ر (37.15) 


بما أن “م موجبة ٠‏ 69[ متزايدة فى [7 ,10 ء لذلك إذا كانت * فى هذه الفترة » يكون 


مر" -1) 1 ع > بع > 0 (37.164) 
بربط ( نم-١‏ ) ء (لامس)ء نجد أن 00ل" “(0/*) > .1 > 0 . ومن ثم إذا 
كانت؟ >< > 0فإن 0-(,5) سلا 22 وهو المطلوب إثبائه , 


قد رأينا فى نظرية ( لا - ١4‏ ) أن متسلسلة قوى تتقارب بانتظام فى كل فئة جزئية 
مدمجة من فترة تقاربها . لكن » لايوجد شرط سابق يدعو للاعتقاد بأن هذه النتيجة يمكن امتدادها ' 
لنقعط الطرفية لفترة التقارب . وبالرغم من ذلك » توجد نظرية لآبل تقول إنه » إذا كان تقارباً 
مكنا عند أى من النقطتين الطرفيتين » فإن المتسلسلة تتقارب بانتظام خارجاً إلى هذه النقلة 
الطرفية . . 


لتبسيط التصور سوف نفرض أن نصف قطر التقارب المتساسلة يساوى الواحد الصحيح . 
وهذا لا يفقد الجالة العامة و يمكن دائماً إدر ا كها يجعل 7/ ح “د الى هى فقط تغيير للمقياس . 

لا" - 7٠‏ فظرية آبل . نفرض أن متسلسلة القوى (**ه)752-0 تتقارب إلى ()ر 
عند 1 > | *#] وأن (عه) 25-0 تتقارب إلى 4 . حينئذ «تسلسلة القوى تتقارب بانتظام فى 
الفرة [1 ,0] - 1 ويكون : 


ه > (0)/ عرظ (37.17) 


البرهان : يطبق اختبار آبل ( لام - ه ) ' حيث مه > (*),,/ وحيث ‏ "< - («)رن 
لإثبات التقارب المنتظم للمتسلسلة ("ريه) :3 فى 7 . ومن ثم فإن النهاية متصلة فى 5 ؛ بما أنها تعفق 
مع (#)ر عند 1 > د ك 0 ء فتنتج علاقة اللهاية ( 517 - ١97‏ ) تننج . ١‏ 
وهو المطلوب إثباته . 


أحد الأشياء المشوقة بدرجة كبيرة هذه النتيجة هو إيمازها بطريقة ربط نباية لمتسلسلات 
ريما تككون تقاربية . أى أنه » إذا كانت (ي() ,_-5 متسلسلة لا نهاية. فإنه يمكننا تكوين 
متسلسلة القوى المناظرة ("«,ة) :2 . إذا كان المقدار ,5 لايزداد بسرعة كبيرة » فإن هذء 
متسلسلة القوى تتقارب إلى دالة (<)8 عندما 1 > | | . إذا كانت 8 < ()8 عندما --1جير 
فنقول إن المتسلسلة (.6) ,3 هى قابلة لجمع آبل إلى 8 . هذا الأوذج من الجمع يكون مشاباً إلى 
( لكن أكثر قوة عن ) طريقة سيزارو للمتوسط الحساب المشار إليه فى باب ١4‏ وله نتائج عبيقة 
ومشوقة . مضمون نظرية آبل ( لام - )٠١‏ يشابه نظرية ( 8-18 ) » وهو يثبت أنه إذا 


الا 


كانت متسلسلة تقاربية من قبلء فإنها قكون قابلة لجمع آبل إلى نفس الهاية. المكس ليس حيسأ» 
لكن » المتسلسلة “(1-)23,5-0 ليست تقاربية لكن حيث أن 


1 2 _11 
0 9 


فينتج أن"(1-) 3 قابل جمع آبل إلى # . 


يحدث أحياة) أنه إذا كانت متسلسلة معرفة بأنها قابلة لجمع آبل » وإذا تحققت شروط أخرى 
معينة ع فإنة من الممكن البرهنة على أن المتسلسلة تقاربية بالفعل . تسمى نظريات من هذا النوع 
بنظريات توبريان وهى غالبا عبيقة وصعبة البرهان . هذه النظريات مفيدة أيضاً لأنها ممكن 
الشخص من الانتقال من تموذج أضعف التقارب إلى نموذج أقوى » بشرط تحقق فروض إضافية 


٠ معيئة‎ 


نظريتنا النبائية هى النقيجة الأولى من هذا النوع وقد برهنت بواسطة أ. توبر*) فى 1841 . 
وتمدنا بعكس جرقٌ لنظرية آبل . 


ام - 7١‏ نظرية نوبر . نغرضص أن متسلسلة القوى (”:,م) 5 تتقارب إلى (<)/ر عند 
1 > |* |ونفرض أن0 > (يمه») صنا . إذا كانت ك - (<)ر ذا عند - 1 ج ير فإن 
المتسلسلة (0) ,0 تتقارب إلى 4 . 
ل 0 لفك 
(ل - () + *عدمه 1ه د 


ما أن 1 > عد ك5 0 ء فتحصل (ع -0)1 > (1-*ير + +٠٠‏ عر + 1(« -1) > "1 
لذلك مكننا سيطرة الحد الأول فى الطرف الأيمن بالتعبير يه 3250 («-1) 


من الفرض 0 ح (ه) ذا ومن ثم تعبت نظرية ( ١9‏ - م ) أن 
. 1 1 
0 (ممه 1 +4 - )دنا 
و بالإضافة إلى ذلك » نحصل عل القانون (*)/ دهذا > لم 
(#ه) الفريد توير ( 1435 - تقريبا ) 1157 ) كان أستاذا بغيئا . له مساهمات أساسية 
فى التحليل ٠‏ 


دان 


نفرض الآن أن 0 <ع ممطاة ونختار عدداً طبيعياً ثابتاً /ذ بحيث تكون كبيراً بدرجة 
تسمح بكون 


نهف +00 > إممه ير | © 


باع م اله ه15 


8 
5+1 
سلي-1-مد مه م>إى-وعر| (1ن 
سوف نقدر مقدار ( ا© -- ١8‏ ) هذه القيمة لعدد 7 » م+د . من (1) ى(11) و (لَلذ) 
وحقيقة أن 1 - (1 +0017 --1) نحصل عل التقدير 


6 
ملا- 01 


مما أن هذه يمكن إجراؤها لكل 0 < ع فهذا يثبت التقارب للمتسلسلة (,4) 5 إلى 4 . 


للد كف + ع(1 +73 -1) > 


تمرينسات : 
ام - (1) ناقش التقارب والتقارب المنتظم للمتسلسلة (,/) 5 » ححيث (:).م ممطاة 
كنا يل : 
) | ( زورب تيم زب 0ع ب عم 
رج( و(2ل/) سه رد( 0 ع1 عع 
(ه) 0« ع1 + )"ع (و) 0< بع( +م)*1-) 


با« - (ب) إذاكانت (.ه) 3 متسلسلة تقار بية مطلقة » فإن المتسلسلة (+ه هأء .ه) 5 
تكون تقار بية مطلقة ومنتظمة . 

0« - (ج) تفرض أن (يم») متعابعة متناقصة لأعذاد موجية . إذا كانت المتسايسلة 
(2ه ماو ن) 2 تقاربية منتظمة » فإِن 0 > (,2) دمنا 

بم - (د) أعط التفاصيل لير هان اختبار درشلت ( 0" - م ) . 

با" - (ه) اعط التفاصيل برهان اختبار آبل ( بام - و) . 

ب - (م) ناقش اخالتين ه+-©# ,2>22-0- فى نظرية كوشى -س هادامارد 
الم )ل 

بام - (ز) أثيت أن نصف قطر التقارب 4 لمتااسلة القوى (":.م) 5 معطى يأئه 
(..ه|/اءه) هنا ٠»‏ طلما وجدت هذه الهاية . أعط مثالا لمتسلسلة قوى مها هذه الباية 
غير موجودة . 


لذارا 


ام - (ح) حدد نصف قطر التقارب المتسلسلة (*يديه) :75 حيث ي4 معطاة كا يلل : 
)0( ءم/1 ١ب‏ س1 
2 ا (د) 2 <؟ . («عه) 
(ه) !م/م )و2 م 


٠م‏ - (ط) إذا كانت 1 - مه حيث # هى مربع عدد طبيعى وأن 2-0 فماعناً 
ذلك ء أوجد نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("«.ه):5 . إذا كانت 52-1 عندما !م 
حيث لالع :8 وأن.0-.2 فيا عدا ذلك أوجد نصف قطرالتقارب للمتسلسلة ‏ ("+<مة) ب 

بم - (ى) أثبت يعفاصيل أن ("'|2|) دنه مصلا ("أممة|) مده سا 

وم - (ك) إذا كانت و> || > م>0 لكل اعم ء أوجد نصف قطر 
التقارب للمتسلسلة ("مه)رة . 

بم (ل) - نفرض أن ("جيم)(3-(*)/ عند © > |*| . إذا كانت (#) “رح 
(« )لير لجميع ‏ > | :| » أثبت أن 0 ت ,© لجميع قيم 8 الفردية . 

بم (م)- أثبت أنه إذا كانت ث/ر معرفة عند >[ د( وإذا كان يوجد مقدار ثابت 8 
بحيث أن 8 > إزع»)*/ا | نكل 00 وأن لالع » فإن مفكوك متسلدلة تايلور . 
تتقارب إلى («د)ثر عندما م > || . 

بم« - (ن) أثبت بالاستتتاج أن للدالة لممطاة فى قانون ( 59 - 11 ) مشتقات من كل 
الرتب عند كل نقطة وأن كلا من هذه المشتقات تنمدم عند 0 ح ب« . حينئذ لا تعطى هذه الدالة 
كفكوك تايلور عند 0 - * . 

بم - (س) أعط مثالا لدالة تكون مساوية إلى مفكوك متسلسلها تايلور حول0 ست ب« 
عند 0 < ع » لكبها ليست مساوية هذه المفكوك عند 0 > 2 . 

م - (ع) توضح المنساقشة امبيئة فى تمرين م٠‏ - م أن قانون لاجرائج الباق يمكن 
استخدامه لإثبات مفكوك ذات الحدين العام 


دن 


حيث 2« هى ق الفعرة 1 > عد ك 0 . بالمخل ينبت 'مرين ( م؟ ان ) . عمة هذا المفكوك 
عندما 0 > د > 1 .» لكن الاستدلال يكون مبنياً على صورة كوثى للياق وأحياناً أكثر 
تورطاً . يطبق نظرية برنشين على “زير-1)-(ع)م ‏ عند 1 > > 0 محصول عل 
برهان تبادلى لهذه الخالة الثانية . . 1 


مين 


بام - (ف) اعتير مفكوك ذات الحدين عند النقطتين الطرفيتين 1 + - عر . أثبت أنه 
إذا كانت 1 ح بير ء فإن المتسلسلة تتقارب مطلقاً عندما 0 < 1« وتتباعد عنسا 0 > يب . 
إذا كانت 1 -ل ح #داء فإن المتسلسلة تتقارب مطلقاً عندما 0 < ”7 » تتقارب شر طياً عندما 
0 > يم > 1 »ء وتتياعد عندما 1 ل ك 7# , 

بام - (ص) يفرض أن هه - (ب)ر عندما 75/2 > [ +« | . استخدم الحقيقة الى 
تقول أن كر فردية ونظرية برنشعين لإثبات أنثر معطاة فى هذه الفترة مفكوك متسلسلة تايلور 
لا حول 0 - # , ١‏ 

٠م‏ - (ق) استخدم نظرية آبل لإثيات أنه إذا كانت ("عيم) 3 - (7)2 عند 8 > ءا | 
فإن 

حم مك ير عه 10 | 


بشرط كون المتسلسلة الموجودة فىالطرف الأمن تقار بيةحتى ولو أن المتسلسلة الأصلية ر .ما لا نكون 
تقار بية عند 2 ح # . ومن ذلك ينتج أن 


5 )-1(“ 
2+1 


إئ 


0 دوم 


لان 
4 ست 

م - (ر) باستخدام نظرية آبل » أثبت أنه إذا كانت المتسلسلتان (,5) 5 و (يه) 2 
تقار بيتين وإذا كان حاصل ضر ب كوثى لها () 7 'تتقارب » فنجد أن (,6) 7 ١‏ (مه) 5 - (,0) :2 

0" (ش) - نفرض أن 0 ح يه وأن نصف قطر التقارب للمتساسلة ("عديه) :3 - (*)/ 
هو .١‏ إذا كانت (.©) 3 تتباعد » أثبت أن م ل ج (بد)يم عند 1 ح يد . استخدم هذه 
النتيجة لإثبات نظرية توبريان الأولية : أى إذا كانت 0 < مه وإذا كانت 

*ينيه رذ ونا - لم 

فإن (,ر») 3 تتقارب إلى ل . 

بام - (ت) نفرض أن (.م)27-0 متسلسلة تباعدية لأعداد موجبة بحيث أن نصف 
قطر العقار ب للمتسلسلة ("+.م) 35 يساوى واحداً. أثبت نظرية آبل(*: إذا كانت (,م/مه) تنا - 5 
فإن نصف قطر التقارب المتسلسلة (":.م) 5 يساوى أيضا واحداً ويكون 
"عريه 2 

مستا 


درون 


ع- 


(ا) بول آيل (مولم1 155.8 ) كان طميذا لتهرميت فى السربون _. قدم أبحأثا فى التحليل 
المركب ٠.‏ 


>38 


( إدشاد : يكنى اعتبار اللالة الى فها 0 ح ى أيضاً استخدم حقيقة أن0 - ' [("غمم) :2] .١‏ مصلا 

بام - (ث) استخدم نظرية آيل عندما (*2) 32-5 -(2)م- لتحصول عل نظرية آبل . 

بام - (خ) إذا كانت (.ه) متابعة لأعداد حقيقية وكانت 0 -ى8 » نفرض أن 
يه +0 0.+بع - بن وبفرض أن ه/(+000+,6)- ره . أثبت نظرية فروبينوس(**» 
إذا كانت (م)سنا-ى فإن 

*عنه ل وذ دو 

ملاحظة . بلغة المصطلحات الرياضية لنظرية القابلية يمع » تقول هذه النتيجة أنه إذا كانت 
متتابعة (.م) قابلة لجمع سيز ارو إلى ى » فتكون أيضاً قابلة لجمع آبل إلى 5 . ( إرشاد : طبق نظرية 
آبل على (-كيرم) ,22 -*-(م- 1) -(0)م ولاحظ أن ((8يه) 5 (مام - 500:95 

مشروعات : 

0" (0) - ممتد نظرية متسلسلات القوى المذكورة فى الكتاب إلى متسلسلات قوى مركبة . 

(أ) حسب الملاحظات الموجودة فى باب ٠ )١7(‏ تكون كل التعريفات والنظريات ذات 
الدلالة و الصحيحة المتسلسلات فى 807 صحيحة أيضاً المتسلسلات بمناصر فى م . بوجه خاص تمتد 
النعائج المتعلقة بالتقارب المطلق حالا . ٠‏ 

(ب) افحص النتائج المتعلقة بإعادة نظام الترئيب وحاصل ضرب كوثى للفئة لرؤية 
امتدادها إلى جح , 

١ج(‏ أثبت أن اختبارات المقارئة والجذور و النسبة تمتد إلى © . 

(د) تفرض أن 2 هو نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى المركبة . 

ا 
أثبت أن المتسلسلة تتقار ب مطلقاً إذا كان 2 >|ج| . وتتقارب بانتظام فى أى فئة جزئية مدمجة 
ألفئة (2>إجا: ©عع) 

(ه) نفرض أن يه و كر دالتان معرفتان عند (2|>7|:© 2-26 بق فى © 
ونفرض أن الدالتين نهايتان فى 2 لتسلسلتين قوى . وضح أنه إذا كانت يه و كر تتفقان مع 
208 فإنهما يتفقان مع كل 2 . 

( و) أثبت أن متسلسلتى قوى فى © بمكن ضر بهما معاً داخل دائرة التقارب المشتركة هما . 

» نعرف فى هذا المشروع الدالة الآسية بدلالة متسلسلة قوى ولإجراء هذا‎ )8( - ٠ 
. سنعر ضبا لأعداد مركية و كذلك لأعداد سقيقية‎ 


(###) جورج فروبيتوس ( ١845‏ ال 1519 ) كان أستاذا فى برلين وهو مصروف بأبحائه 
فى الجبر والتحليل ٠‏ 


امنا 


(أ) نفرض أن # معرفة عند © 2 بالمتسلسلة 
2 -مم 
ثبت أن المتسلسلة تقاربية مطلقة لكل © >< وتقاربية منتظمة فى أى فثة جزئية محدودة من © . 
(ب) أثبت أن 8 دالة معصلة فى © إلى © » أن 1 > (5)0 » وأن 
(م)8)2(28 - زمر + ج)طآ 
لقيم ب« ,2 فى ح . (إرشاد : نظرية ذات الحدين لأجل “(+ 2) تظل سمحيسة عندما© ع بها ,2 
[" /دلتان 
( ج) إذا كان «,* عددين حقيقيين » فنعرف ,8 و ر8 بأنها (8)0 -(ع)ر 
د (ب)8 - (ر)رط ومن ثم ()ركر»)رظ - ربخ + ع)ط . أثبت أن 2 تأخذ فقط قا حقيقية 
لكن .و الا بعضى قي غير حقيقية . تعرف © و 5 فى * إلى # بمايل 
(«)رظ سح  5)(‏ ,(ر)يظ ع8 - (0)00 
مد #عر أثبت أن 
ون 005) 00-5) 60006 > (ونا + )6 
(وجو) 05 )© + (وو) © (ن) 5 - زونو + ,)5 
( د) أثبت أن المتسلسلتين © و 5 المعرفعين فى ( ج ) ء مفكوى المتسلسلة الآتيتين 


ال كنا 0-1 ل 28 0-1 . 5 
[(20+1) بق -(50 ' !(«2) 2 )60 


(ه) أثبت أن 3 - ع- © و© ع “كر . ومن ثم أثبت أن0 - '200+258 2 (2وبنم) 
التى تدل على أن 2 -+ 02 تساوى الواحد الصحيح تطابقياً . تدل هذه فى الحالة الخاصة على أن 
كلا من 5 و © محدود لقيمته المطلقة بالواحد الصحيح . 

(و) استئبط أن الدالة و فى © إلى © تحقق (رلر(,9)دظ د رربو + رو)رظ ,1 ع (0)رظ 
ومن ثم أثبت أن 1-|(ر)يع| و («)1/8 -(-)رظ لجميع نر فى# . 

الباب الثانى والثلائون - متسلسلة غورسر : 
سنعطى الآن تعريف متسلسلة فوريير(*) لدالة قطعية متصلة دورثها «2 . مع أن مناقشتتا 
(#) ( جس ب ) جوزيف فوريير ( 1914 .189 ) كان الابن لخياط فرنسى ٠.‏ تعلم فى دير ٠‏ 
تركه ليرتبط فى حركات ثورية ورياضية ٠.‏ رافق نابليون الى مصر فى عام 19/584 وتعين فيما بعد 
كأكبر ضابط لقسم ابزيريه فى جنوب فرئساا٠‏ عمل أثناء هذا الوقت فى اعظم موهبته المشهورة : 


وهى النظرية الرياضية للحرارة . كان بحثه نقطة بارزة فى رياضيات الطبيعة وكان لعمله تأثير 
يفوق تأثير معامريه على المادتين حتى وقتنا الحاضر ٠‏ 


يذللا 


ستكون مختصرة » فسوف نقدم نظريات التقارب الرئيسية والمرتبطة متسلسلة فوريير . هذه 
النظريات أهمية ستحق الاعتبار فى التحقيق و تطبيقات ف الفيزياء . 

سنفتر ضى ذما يل أن الدالة 8ح 12:]/ دورة .2 أى آن (0)] ع (و2 + ع«)[ لكل 
عد . سنفترضص أيضاً أن الدألة كر قطعية متصلة » بمعنى أن » ث متصلة ماعدا إمكانية وجود 
عدد محدود من نقط ,د , .  .‏ ,ربد فى أى فترة طوطا 27 » وألى عندها تكون للدالة كر نهايتها 
طرف أيسر وأبمن . 

.8+ 0)/ بسلا - (+ 26 ,)م سناع (-ع)[ 

يرمز لفئة كل الدوال © ج 2 :ثم ذات دورة تساوى 27 وقطعية متصلة بالرمز (720)2 

لاحظنا حالا أن هذه الفئة هى متجه فراخ تحت العمليات : 
عع ,بعال (#)ض) ,«(<اع +( )/- (جع)رع +0 

بسبب دورية الدالة ((2800)2 ع / يكون من الضرورى فنط فحص كرق فّرة طولها 27 » 

فيلا نجد أن 
عه م1 ]| دع مر 


لأى عع ٠.‏ 

فى الفراغ رج 2) حص سوف نهم بالعمودين 

ا ا 0 
المعر فين جيداً لأن دالة فى (20)2 تكون محدودة وقابلة لتكامل رريمان يمكن توضيح كتمر ين 
أولى إنه إذا كانت (ج0)حم عم » فإن 
-إا/اا 2ل ك «ااما| (38.1) 

ينتج من هذه المتبايئة أن تقارباً فى الممود .|| ( أى تقارب منتظم ) يثبث تقارباً 
فى العمود :|| . || ( أى تقارب متوسط المربع ) . لكن » المكس ليس عيحاً . ( انظر 
أمريى ( «١‏ دح 06د ل). 

م - ١‏ تعريف. إذا كانت (280)2 ©/ ء فإن معاملات فوريير لدالة “ر هى 
الأعداد ...و82 وو و٠٠‏ و42 415 ومك المعرفة كايل 

4 نط فيلة )1 - ع 1 7 لمد.ه 682 

فقصد بد بمتسلسلة فوريير للدالة كر المتسلسلة 


لمانا 


(02: هلو مط+ ار 5مك يه) 7 +200 (38.3) 
لى شير إلى ربط متسلسلة فوريير ( 8 - " ) بالدالةكر » نكتب غالبا 
(2: ملو مط + عد 05ه مه) 2 دمهخة- (0) 1 
لكن يجب التأكيد على أن هذه الكتابة لايقصد بها الإيحاء بأن متسلسلة فوريير تتقارب 
إلى (*) كر عند أى نقطة خاصة *# . توجد فى الحقيقة دوال متصلة بدورة 2# والتى تكون 
عتسلسلات فوريير لما تباعدية عند نقط كثيرة عددها لانهالى . ( انظر ببرك بل » صفحة ا1” » 
هويت / وروس » صفحة "56٠‏ ). 
هم - ؟ أظثلة . (أ) نفرض أن(26)2 1/6 معرفة فى  #,5[‏ ) بأنها 
1 -- (<«)رثر عند 0 > بج > # او 1 + ح (*#)ور عند 7 + ك5 ب ك 0 . توضح 
كتمر ين أن متسلسلة فوريير عند ير ههى 


4 قله _* هله‎ 3 5113 ١ 
2 اممخس ةتس‎ 273 


سيير هن وما بعد أن هذه المتسلسلة لغوريير 000 اكن 
لاتتقارب إلى كر عندما # + ,0 ح « ( لماذا ؟ ) . لاحظ أن ير قطعية متصلة ٠‏ لكلها ليست 
متصلة عند نقط الفئة (2 © 1 : 11) 

(ب) نفرض أن (20)2 ع ي/ معرفة فى (5 ,: - ) بأنها | *| ت (*)ير . توضح 
كتمرين أن متسلسلة فوريبر عند و هى 


لنت لالت املشتاات 
07 


من الواضصح أن هذه المتسلسلة تتقارب بانتظام فى #2 و سئثبت از 7 تتغارب إلى ور . 


(ج) بفرض أن (6)2م ع2 زوجية ء أى أن (م)ر ح («د-) ثر نكل جع ين . 
لمثل هذه الدالة تكون معاملات فوريير 0 - ,5 عند ... 2 ,1 > :« بيما . 


...و2 و1 ,و20>: وك :1: 5مك (1)[ --3 


( لاحظ أن الدالة الموجودة فى (ب) زوجية ) . 


(د) نفرض أن (2)2 عع فردية ء أىأن (م«)ع س ع (بد )ع لكل #رع ع . 
لمثل هذه الدالة تكون معاملات فوريير 0 - ين عند ... ,2 ,1 ,0 - 8 ء بينا 


...121,2 ولك 214 صتة (4)ع | 2-.ة 
ول 341 


85 


( لاحظ آن الدالة الموجودة فى (!) فردية ) . 

( ه) نفرض أن ثر متصلة فى 8 ودورتها هى 27 ونفرصس أن مشتقها “كرهى قطعية متصلة 
فى # ( بدورة 25 ) . سوف نربط معاملات فوريير .8 ,© للدالة كر مع معاملات فوريير 
4 ,نم للدالة “كر عند ... ,2 ,1 ع- * . فى الحقيقة » من التكامل بالتجزىء نجد أن 


7 0 1 د 7 
1ل )71 05© (1) 1[ ]دنه 


زنهع مة مر "| - "سوم و - 


إذا استعملنا الحقيقة الّى تقول إن 7 608 (م)كرح + لما دورة 2 نجد أن الحد الأول يتقدم 
وكذلك ,16 >0 عند ... ,2 ,1 2 7 , بالمثل يتضح أن مه - دي عند . . . ,2 ,7-21 
( للاحظ أنه إذا كانت ور وير هى الدالتان ا موجودتان فى (أ) » (ب) فإن («)ج /ر-(«) ور 
عند (2 ح بر : ججه) »عد ا وأن معاملات فوريير للدالتين وكرو ير عند ... ,2 ,1 2 , 
تحقق العلاقات الموجودة أعلل ). 
سوف نحسب ف المفتر ضص الآقى مريع المسافة بالنسبة للعمود وإ| . || من ر فى (27) 20 
إلى دالة اختيارية ,,2 تكون على الصورة 
(ط صنه يق + بدا 5م جه) مها > )1 (38.4) 
تسمى مثل هذه الدالة أحياناً بكثير ة الحدود المثلثية من درجة 7 . لإجراء هذه الحسابات يكون 
من المفيد و جود هذه ااعلاقات 
دعم ب دع :زم مام | دع ماوم) 0 
ب« فوع بلالك و1 ١‏ ,0 ع بحل عا دمع عأ 5م "| دع عه متم ك1 هذه | 
.720,12 1 ,0خ يك خدج وم عا لد 1 
م-0 مفترض. إذا كانت (0)27طم جم وكانت 10 كثيرة حدود مثلنية من 
درجة ‏ [ أى أن » ي,3 تكون فى الصورة ( 8” - 4 ) ] ؛ فإن 
إخية جعيه) للا جثمهة أج - تبلارا -خمل:ة - م1 (38.5) 
[[#لة -.8) + ”ليه -.يه)] ذل + ”(مه -مه)4 أ + 
اسع 
حيث ع8 ,هه تشير إلى أن مماملات فوريير الدالة ب . 


لمانا 


البرهسان . لدينا 
46[ -1)0] 1 م2 - م 
عه *[5:)0] "| جية مده)1 ب [2-نة :هن | - 


من السهل الآن مللاحظة أن 1 ١‏ 0 0 
فك )عا وم» (1)8 1 01 بذ جيه 100 ا مع ع غك (1)01)1 ا 


ا صنة (0)] 7و 8 + 


زضم +ديويه) ّ +مهمه1 ]7 - 
و بالإضافة إلى ذلك » باستخدام العلاقات المذكورة آعل يتضح أن 


إخم اد +ثمهط أم - نه *[1:)0] و 


إذا أدمجنا هاتين العلاقتين مع القانون الأولى وجمعنا وطرحنا ((ثيظ +*يه) د-رة + أمه4)» 
نخصلى على القانون ( م" - ه ) . وهو المطلوب إثباته . 


ويفسر مفترض ( م؟ - م ٠)‏ هندسياً » بالتفسير اطام الآ : بين كل كثيراث الحدود 
المثلثية ,2 من درجة # ٠‏ تكون كثيرة الحدود المثلفية الى تجعل التعبير 1,[|,2 ,| فى “باية 
صغرى دودة وحيدة وحصل علها باختيار المعاملات .8 ,يرم كعاملات فوريير ع8 ,يو للدالة 
#,... ,0,1 ح 6 و عر . إذا رمزنا إلى هذه كثيرة المدود المثلثية التى تجمل التعبير السابق 
ف نماية صغرى بالرمز (/)57 »© فإن 


( صن يذ + جا قم يه) جمه!- )د (38.6) 
هو حاصل الجمع الجز النونى لمتسلسلة فوريير الدالة كر ويثبت قانون ( م - ه ) أن 
|حد جقه) لي جثمم ]م تبانا - تاو» - ا (38.7) 

بالاستغادة من "مرين ( 75 - و ) يمكننا أن نوضح أن 
0 > مامد - ]| سينا (38.8) 


لكل دالة متصلة دورتها 27 . لكن ع . بما أن ذلك المرين هو نتيجة لتحليل يسترعى 
الاعتبار و نفضل استنتاج هذه النتيجة مباشرة . سوف نحتاج لإجراء هذا للنتيجتين الآتيتين . 


8 - 4 متباينة بسل . إذا كانت (80:)2 ع7 » فإن 


مضنا 


1 3 
2 كه 2 2 12 89 
“داا/اادع عط خنيه) رط مم1 (38.9) 
البر هان . إذا كانت لزع : اختيارية » فينتج من ( 78 - 7 ) آن 
خم[ لذ ع خه جنيم) للا نمه 
النا 8-1 
ومن ثم تكون حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة ا موجودة فى الطرف الآيسر من ( 88 -9) 
محدودة من أعلى . بما أن الحدود كلها موجية » فإن هذه المتسلسلة تقاربية وأن ( مم - و) 
نظل صصصميحة . وهو المطلوب إثياته . 
النتيجة الآنية هى حالة خاصة من الى تسمى عادة مفتر ض ر يمان - لبج 
8 - ه مفقترض ريمان - ليزج . إذا كانت (20)2 ء عء» فإن 
0 -غل :+ ») صنة (6)ع 30 
البرهات . ما أنع4 طنة )0 ومن + 34 5م غم ولع - 1(4 + 2) دززة فتحصل عل 


غك 4 سلة [؛ ومه (4)ع78] ظٍ ٍْ ح يك 1 + :) هذه (0)ع | ١‏ 


غ1 قهه [غ4 صنة (4)ع8] 1 + 
ما أن (26)2 عع » فينيج أن الدوال المعرفة عند [ج, ,ج-) ع1 ء بأنها 
معنو م)عم > ()يع" ‏ 56م )عم - ())رع 


امتدادات إلى جز التى تنتمى إلى (*276)2 . لذلك تعطى التكاملاث الموجودة فى الطرف الأيمن 
للقانون السابق معأملات فوريير للدالتين 82 و وه ؟ ومن ثم » حسب متباينة بسل » تتقارب 


هذه التكاملات إلى صفر عندما ©66<-2 . وهو المطلوب إثيائه . 
-5 مفترضص . إذا كانت (20)2 عم ء فإن حاصل الجمع الجزك (5.)07 
لمتسلسلة فوريير لها هو 
نك (0) 2( + ع)/ :| 1-ممه (38.10) 


حيث ,2 هو لب تكامل درشلت النوفى والممرف بأله . 
4+ ) مزه 
1 8 لديا 
سلة 2 4 ديز ون إز +إع )رم 
-8 
1-0 4م : 


/ 0> || > 


كف 


البرهان . ينتج من قانون ( 8" - * ) ٠‏ 0-80 ) أن 
:4 لا ستى عسأا صن + ]| كمه ع1 5مء)(1) [ 03 1 + +4 )1 3 2 () )5 


به [0 - )ع مه 5 +1ام, | 1- 


إذا فرضنا أن فق نل يرت م واستخسسا حقيقة كوت جيب القام دالة زوجية. أن الدالة المراد 
تكاملها لما دورة 2 ٠‏ نجد أن 
مه إماءه ذلا + ]جع ب | 1- امد 
دس مدع :]2 
الآن نستخدم قانون ( 5 - > ) تمصول على ( م8- .)١1١١‏ وهو المطلوب إثباته 
قبل الاستمرار » نتذكر ( انظر مثال *«؟ ب ف ) أننا نقصد ٠»‏ بمشتقة الطرف الأيمن 
لدالة 8# ج 8 :م عند نقطة ©2 جع حيث كر ها تهاية طرف أيمن (-+ ©) كر اللهاية , 
(+ع )1 - ف عا! وين - ()رر 
َ 0 
طالما وجدت هذه الماية . بالمثل » مشتقة الطرف الأيسر للدالة كر عند © هى الحهاية 
(عال ضعلا بون - رمي : 


م" - ”7 نظرية تقارب نقطية . ئفرض أن (ج20)2 ©/ و أن الدالة “/ر مشتقة طرف 
أمن ومشئقة طرف أيسر عند © . إذن تتقارب متسلسلة فوريير للدالة كر إك تاه 20/6 
عند النقطة © . بالر موز 1 

09 دزو بط + 22 ومع 0-6 جو - ((+ع)] + (- »ع ) ]1 (38.11) 
البرهان . ينتج من ( م - 5 ) أنه إذا كانت 0 غومة وزو » فإن 
:2+ 1:) صله 
مزه 2 
وبالضرب فى ( + 6)كر( »/1) ثم بإجراء التكامل بالتسبة إلى # فى [0,76] و بملاحظة 
0 ع بق :ا ومه 15 عند جز جع » نحصل على 


001 3 2+ 2 ) ملس 
5111 2 


داعا ؤم ١‏ +1 
1ه »ا 


بو التق بر | 1 دمر 


لذدنا 


بالمثل » إذا ضربنا التعيير السابق بالمقدار ( - م)لر ( #/1 ) و كاملنا بالنسبة إلى # ىف 
[60.*-)ء نحصل عل 


3 ع( + ) ساو 


2 512 


لمتشت ولع )] المددصمر» 
إذا طرحنا هذين التعيير ين من القانون ( م - ٠١‏ ) » نحصل على 
ل ون لح»)] ليدع مدب )+( عن - )زم ).5 0 


2511 


بهم من لع اك | + 


2 510+ 


) ؛. (+6» ا 


251 


م _ز+ع) -ف+») 1 
ب 5 510 2 0 


- 1260١ 1- 22)©( 


فينتج أن الدالة 
(+ +16 سعطان لدع 1 
,ل ,0) © 8م18 52 - )بآ 
0ع ]1 (7:)6< 
(0 بو< )ع1 عم 0 - 


هى متصلة قطعية فى [* ,7 -] . ومن ثم يتقارب التكاملالثاى فى(*) إلى صفر عندما مح 28. 
بالمثل » بتقارب التكامل الأول فى (0) إلى صفرعندما 0ح #,. ينتج الاستنتاج المنصوص. 
وهو المطلوب إثباثه 
نم - ى أمثلة . (1أ) الدالة وكر فى مثال ( هم - ١‏ ) (1) موجودةٌ فى (2#) © 2 
عند (+ع)ر -(2)0 ع (-6)] عند 1+ ,0 ,جو غوم ر[ج رجو ]اج 0 ححميث 
1 -(-+)/ ,1 -(+1,2)0- - (-7/)0 1دع رج )زم ,1+ د ردج-)ر 
1- -(+ج)م ما أن مشتقات طرف واحد موجودة فى كل مكان ( وتساوى صفراً ) 
فينتج من نظرية تقارب نقط قطعية ( م6 - 7 ) أن .تسلسلة فوريير يك تتقارب إل (7/:)6 
بشرط ج ,0 ,جب موع ,[جج ره -]ج 26 وأنه عند هذه النقط الثلاث تتقارب متسلسلة فوريير 
للدالة ور إلى صفر 
(ب) الدالة وار مثال ( م7 - ؟ ) (ب) متصلة ء ولا دورة 27 وها مشتقات من جهة 
واحدة ىق كل مكان . لذاك تتقارب متسلسلة فوريير للدالة يكر عند كل نقطة إلدالة ير وأن 
التقارب كا رأينا » منتظم . 
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نلاحظ أن مشتقة ( الجانيين ) الدالة كر موجودة فى الفترة [* ,# -] ماعدا عند النقط 
* + ,0 وأن وك تتفق مع الدالة القطعية المتصلة كر عند (:2 :1 : 7:77) © 

لاحظ أنه ينتج من نظرية القيمة المتوسطة (انظر مثال ا«ن) أنه إذا كانت (22)2 ع '[/ 
فإن مشتقى الدالة كر للطرف الأيسر والطرف الأيمن موجودتان عند نقط عدم أتصال الدالة “كر . 
وضح الآن أنه لدالة كو بدورة 2# وعحيث أن (20)2 ©*/ » تكون متسلسلة فوريير الدالة 
كر تقار بية بانتظام إلى كر . 

م" - 4 نظرية تقارب منتظمة . نفرضص أن كر متصلة » وطا دورة 25 ولفرض أن 
(20)20 عر . حينئذ تتقارب متسلسلة فوريير للدالة كر بانتظام إلى كر ق.8 . 

البرهان , مما أن كر متصلة ومشتقات الدالة عر لطرف واحد موجودة عند كل نقطة » 
فينتج من نظرية تقارب نقطية ( م - 7 ) أن متسلسلة فوريير للدالة كر تتقارب إلى كر عند كل 
نقعلة . يكبق إثبات أن التقارب يكون منتظماً . حسب المتبايئة . 


اها +اءه) جل > |9 ماه جع وده مه يك 
فيكى إثبات تقارب المتسلسلة الأخيرة . فى الحقيقة » إِذا طبقنا متباينة بسل على "/ر » نمرف 
أن المتسلسلة (2|غ6| +002) 72 تقاربية لكن » كا قد رأينا فى شال (م” - )١‏ (م) » 
النهمحءط و عالزط- ديه . إذا استخدمئا متبايئة شفارتز نحد أن 


“نه يل) (خ 2) > انفاح بل -اءها مث 
بما أن متباينة مشابهة تظل صحميحة المتسلسلة |ء9| 3 » فينتج النص المطلوب . 
وهو المطلوب إثباله , 

نوضح الآن أن حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة فوريير لأى دالة فى (20)2 تتقارب 
إلى م فى العمود .|| . || . بينا هذا لايضمن إمكائية استر داد القيبة الدالة كر عند أى نقعلة خاصة 
معيئة من قبل » من الممكن تفسير ها بكون ثر معطاة ممعنى معين ( إحصاف ) . لبعض تطبيقات 
يكون هذا الفوذج من التقارب مفيداً مثل التقارب النقطى ء ويمتاز بأنه لايحتاج إلى فرض على 
قابليته للتفاضل , 

ل - ٠١‏ نظرية تفاضل عمودية . إذا كانت (26)2 جم وإذا كانت ((/ر)ي5) 
هى المتنابعة لحواصل جمع جزئية لمتسلسلة فوريير للدالة كر » فإن 

> دز|(/) .5 - ]|| متهن 

البرهان . نفرض أن (7©)2 جم ونفرضس أن 0 < ع معطاة . نوضح كتمرين أنه 

توجد دالة وكر متصلة بدورة 256 محيث أن 7/ع > يام -م] وحسب نظرية ( 54 ه) 


.5؟ 


توجد دالة دوكر خطية قطعية متصلة بمكن اختيارها بدورة 2 » محيث أن 8/7 >« أ|دم- "|| 
ينتج من نظرية التقارب المنتظم ( مم - 4 ) أنه إذا كانت 8 كبيرة كبراً كافياً » فإن 
7 >« ).ةحص تجد من قانون ( مم - ١‏ ) أن «اهااة > عا 2/ > داعا 
لأى (50)2 عع » إذن نستنتج أن 

طأا(م)ءى - اا دادم - كرا + دااظ - ]اا > لضا - را 


الآن (وثر ) برك كثيرة حدود مثلثية من درجة ‏ تقارب كر خلال » ( بالنسبة إلى || ٠‏ ||). , 
ما أننا أثبدنا فى مقترغى ( مم - ب ) أن حاصل الجمع الجرق ((/).5 هو كثيرةالحدود 
المثلغية من در جة 8 التي تعطى الأحسن لثل هذا التقريب . فنستنتج أن © > د[(ء5 - || 
بما أن 0 < ع اختارية » فنستتج أن 0- ب|(/)5- ]| ذا 

كنتيجة هذه النتيجة ومفترغى مم - م لمحصل عل التعزيز الآنى لتباينة بسل الدالة 
(2)2طء] 

م" - ١١‏ متباينة بارسيفال . إذا كانت (80)27 ©] » فإن 


(قرة +تيه) لل +تمة - تالا (38.12) 


حيث بيط ,به هى معاملات فقوريير للدالة بو . 

سنلبى هذا الباب ببر هان لنظرية فيجر (*) على قابلية الجمع لسيز ارو لبمع لمتسلسلة فوريير 
لدألة متصلة . إذا كانت . . . ,2 ,1 ,0 8 ,(/)5 تدل على حواصل الجمع الجزئية لمنسلسلة 
فوريير المناظرة للدالة كر » فنفرض أن (/),'1 تدل على متوسطات سيز ارو 

1 
)مق + +٠٠١‏ ار + (ام5] ع > ()آ 

نفرضض الآن ...,2 ,1 ,0 - :7 ,.80 كا فى مفترض ( #8 - 5 ) . إذا استفدئا من 

القانون المبدق 
.0,12 2 عل ئط ؤم -(1 - ع1) ومه > )1 من ؛( - ) هذة 2 
يمكنئا توضيح أن 


> || >0 سم 1 
5 ' لعؤمة أ12-[0), ٠٠١+,‏ +0)رط + 0)مط] - (38.13) 
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(#) ليوبولد فيجر ( -م8١‏ ب 1161 ) تعلم ودرس فى بودابستث ٠‏ له اسهايات كثيرة يهية 
فى قطامات متعددة للتحليل الحقيقى والمركب ٠‏ 


لضن 


ونفرغى أن 1 هى هذه الدالة الى تسمى لب فيجر التوق . واضم ان 0 < (1),)4 
وما أن 


1 -:4 )عط 1 


عند ... ,2 ,1 ,0 دع » فينتج أن 


)68.14( ِ 1 1) 4-1 


إذا كانت 0>8>7» فينتج أيضأ منحقيقة كون ‏ 20/7 6 عند 5/2 > 6 > 0 أن 


2 
>كاادة ع (ك) لط > )2 -ه (38.15) 


ذلاحظ أخير أنه ينتج من مفترض ( مم - 4 ) أنه بمكننا التعبير عن متوسطات سيز ارو 
بالقانون . 


4ك (0)-1( + )م 1 - ()0.؟ (38.16) 
نحن الآن مستعدون لبر هئة نظرية فيجر 


م" - ؟١‏ نظرية فيجر . إذا كانت /ر متصلة وها دورة 25 » فإن المتوسطات لسيزارو 
لمتاسلة فوريير للدالة كر تتقارب بانتظام إلى /ر فى © . 


البرهان . ينتج من ( م" - ١4‏ ) أن 
نه اهار ب | د مز 
بطرح هذا من ( 8 - 15 ) نحصل عل 
له 00 »)0-1 ج عار "| ل - ()[- (ا0.آ 
ما أن 22)020 لكل ع ء نهد ان 
له 8م إض)ل- وج عنا ”| 1 > )ل - ممما 


بغرض 0 < ع معطاة . و ما أنثر متصلة بانتظام ى 22 » فيوجد عدد 8 حيث * > 5 > 0 بحيث 
إنه إذا كانت 8 ك [+ [ء فإن 
ع>|(»),-2+ع)]/| لكل [#رس]عع 


ينض 


ومن ثم تحصل على 
2-همس :]عدن هك ]| عده مس اه/-وجع , | + 
ومن جهة أخرى نجد حسب ( 78 - ١6‏ ) أن 
2 7 - 11 
(للللت) >( )دما قح د به واس ام)ز- دج من ,أ 
الى بمكن جملها أقل من 8 بلعم كبويرة كير كاتا ٠.‏ بها أن تقديرا بعاجا يق ححا إتعامل 
ملل [85-,*-] » فينتج أن 
+ 2) > - ما 
عند # كبيرة كبر كافياً . وهو المطلوب إثباته 
ش بها أنه يلاحظ بسهولة أن الدالة ()-1 كثيرة حدود مثلئية ( هن درجة 1 7 ) 
فنحصل برهان آخر النظرية الآنية لفيرشتراس . 
م" - ١8‏ نظرية تقريب لثير اشر اس . إذا كانت ث/ر متصلة بدورة 275 ؛ فإنه مكن 
تقريما بانتظام بكثرة حدود مثلثية . 


٠ تمرينات‎ 


مم - (أ) نفرض أن م دالة حقيقية القيمة معرفة فى خلية ف للفراغ 4# بنقط طرفية 8 > © 
قول إن ع قطعية متصلة فى /ى إذا كان (1) للدألة جر نباية طرف أمن عند © » (ل1ا) يم 
لها نهاية طرف أيسر عند 8 » (خْثة) م متصلة عند كل النقط الداخلية للخلية تى ناعداً ء ربما عند 
عدد محدود من نقط الى عندها يكون للدالة مم نايعا طرف أممن وطرف أيسر . 

(1) أثبت أنه إذا كانت م قطعية متصلة فى [5 ,© - ) فإنه يوجد دالة وحيدة © فى 
(26)23 بحيث إن («)م - (<«)6 لكل [م )عع 

(ب) الدالة م لها مشتقة طرف أيسر ( وطرف أيمن ومشتقة طرفين عل الثر تيب ) عند 
(+ ,-) © > إذا و إذاً فقط كانت للدالة © هذه المشعقات . 

(ج ) الدالة م لها مشعقة طرف أيمن عند * -- ( مشتقة طرف أيسر عند * على التّرتيب ) 
إذا وإذاً فقط كان للدالة © هاتان المشعقتان . 

(د) المشتقتات لطرف واحد (ج) م ,()!جم2 موجودتان ومتساويتان إذا وإذآ” 
فقعا كان للدالة © مشتقة عند +824 . 
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مم -(ب)(أ) إذا كانت (2)عطععم وكانت المشعقة () “كر موجودة لكل #ء * 
فإن “كر لها دورة 2# . 

(ب) إذا كانت («50)0عم21 وكانت #عم ء عرف 12ج 0#ر بأنها 
00+ -(*)5 2 ء بمحيث إن # متصلة . أثيت أن الا دورة 28 إذا وإذآ فقط كان متوسط كر 
هو صفر » أى إن 

4-0 100 -ه 


مم - (ج) (1) نفرض أن (50)2ءعم فردية . إذن -(م+)م/ . إذا 
كانث /ر متصلة عند صفر » فإن 0 ع (0) /ر. 

(ب) نفرض أن (5)2 عع زوجية » إذن (- 0)م-( + 0)ع . إذا كانت المشيقة 
(*«)'ع موجودة لكل 2>* » فإن ( انظر مثال ( لا ,سب ) "ع فردية » وها دورة 2# » 
0> ( <) ثم - (0)م . 

مم - (د) نفرض أن كرو / تنتميان إلى (20)25 وما معاملات فوديير .8 ,يم 
و بره و برت عل الأرتيب . إذا كانت 868 ,»ه وإذا كانت كرم8 ل يرع ح #/ آثبت ان م 


تنتمى إلى (6)2م وها معاملات فوريير ..88+.8س ,هق + ,هه 2 . ( ومن ثم أثبت 
أن معاملات فوريير لدالة تتعوقف خطياً على الدالة ) . 

مم - (ه) (]) نفرض أن يكرهى الدالة فى مثال ( لمم - ؟ ) (أ) . احسب متسلسلة 
فوريير للدالة وكر » وأثبت أن هذه المتسلسلة لفوريير لاتقترب بانتظام فى [8 ,# --] . 

(ب) نفرض أن يكر هى الدالة فى مثال ( مم - ؟ ) (ب) . احسب متسلسلة فوريير للدالة 
وكر ء وأثبت أن المشتقة حداً فحداً لمتسلسلة فوريير الدالة ور تطابق متسلسلة فوريير الدالة كر 


(ج) باستخدام حقيقة أن متسلسلة فوريير الدالة وكر تتقارب إلى ور استنتج أن 


(د) نفرض أن (ع«م- !> ()يم محيث إن |ء|- !> (*)د/ عند (« ,-)ء ع 
استخدم تمرين ( م" - د ) لإثيات أن متسلسلة فور يير الدالة وكر هى 


+5 5م 32 5م , ددم | 4 
[:-. 5 عن د لاع 0 12 (نتمو] 


هم (ه) - (أ) نفرض أن (م70)2ء,م معرفة بحيث إن *-(#)رم عند 
زج )عع وأن 0 > (2)رع. آثبت ت أن وع دالة فردية وأن متسلسلة فوريير لما هى 


كن 


_3 هله 22 ماة_ع سصلد 
| 0 


لاحظ أن متسلسلة فوريير هذه تتقارب إلى صفر عند + - ع . استخدم نظرية التقارب النقطية 
(م-؟) لإثبات أن متسلسلة فوريير هذه تتقارب إلى (*)رع عند كل نقطة [ج ]عع 0. 
(ب) نفرض أن («0)ع5عرع محيث أن *<«ع (مابع عند [س )عجعج . 
أثبت أن ك0 دالة زوجية وأن متسلسلة فوريير ها هى 
+2053 ,+2 5م + 05© 17 
اليا يات 
وضح أن متسلسلة فوريير هذه تقترب إل دع عن [5 ,5 -] » وأن مشتقها حداً فحداً تكون 
لتسلسلة فوريير للدالة وم . 
( ج) أثبت أن 
5-1 
3 22 12 12 
رد نغرض أن («ايع -ذس!ؤ ع (»«)ط ععيث إن *بد- ”م1 - (2)طم عند [ج ,)عم 
حينئذ متسلسلة فوريير للدالة :# هى 


+3 05 +2 05 <« 05© 
م (:[ )- (أ) نفرض أن '< - ()* لكل 2ع بر . أثبت أن #6 متصلة وفردية فى # . 
لكن » الدالة و فى (56)2 الى تطابق على / فى [5 ,: -) ليست متصلة . 
(ب) نفرض أن © برتج-*ير-(8)2 بحيث إن 8 متصلة وفردية فى الفراغ © . 
ونفرض أن ,مز هى الدالة فى (26)27 الى تطابق # فى (* ,:) . أثبت أن وا متصلة فى الفراغ 
© رأن خج-ثم3- (ي)ئط عند [ساجاء« . 


(ج) استخدم تمرين ( /ا؟ - ب) ء مثال ( مم - 5 ) (ه) ء وتمرين ( مج ) 


8133# 2 مله < صلة 
ا[ 3 5 عدعة كك وت 
+ - (ح ) نفرض أن ©[ ,0]:/ دالة قطعية متصلة و نفر ضأن ‏ (5©)27 6©,/ 
معرفة بأنهما 
,[,0]ع« عتد ‏ (+)1-(1.)0 
.(0-لاءع* عه (*-)رحت 


(أ) أثبت أن يم هى دالة زوجية ء» تسمى امتداداً زوجياً للدالة كر بتوره 2 . 
(ب) متسلسلة فوريير للدالة .1 تسمى «تسلسلة جيب مام ( فوريير ) للدالة كر . أثبت 
أنها معطاة بالصورة 1 


]ناز 005 مه (2 30014 
1-م 


.0,1,2 سه هام همه 00 | 2 ديه 
ل 47 


(ج ) أثيت أنه إذا كانت (,0)جع و كان الدالة كر مشتقة طرف أيسر ومشتقة طرف 
أمن عند © : فإن متسلسلة جيب العام للدالة كر تتقارب إلى [(+0)/ +(-1]/)6 أيضاً إذا كان 
لادالة كر مشتقة طرف أبمن عند صفر ٠‏ فإن متسلسلة جيب مام للدالة كر تتقارب إلى ( + 0)/ . 
إذا كانت للدالة كر مشتقة طرف أيسر عند 8# ٠‏ فإن متسلسلة جيب تمام للدالة كر تتقارب إلى 


<1)/ر. 
مع - (ط) لكل من الدوال الآتية المعرفة فى [ ,0 ] » احسب متسلسلة جيب مام وحدد 
الهاية هذه المنسلسلة عند كل نقطة , 
() #درسير 610 (ب) ع هنع د رار 
(ج) 1ع مير عند 5 535« 5 0 (د) برساع 4ع (م)ثر عند »ل > : ك 0 
0 - عند # > بن > 7 0 - عند * ك5 بر > 2 


زه) (ودح )دح زر ل 
مم - (ى) نفرض أن 88ح[ ,0]:/ قطعية متصلة ونفرض أن (620)27.] 


معرفة بأنها 
(«)2 - 1 عند [7 ,0)ج ند 
0 - > علد ,0 عر 
(«-)م-  -‏ عبد (0,-)ع عر 


(أ) أثبت أن ., دالة فردية » تسمى امتداداً فردياً للدالة كر بدورة 27 . 


(ب) متسلسلة فوريير للدالة تسصى متسلسلة جيب ( قوريير ) للدالة “ر أثيت أنها معطاة 
بالصورة 


جد مه 3 ك3 


و 1 1-2 وك كا من 1)0 "| دين 


(ج ) أثبت أنه إذا كانت (,0)> »6 وإذا كانت لطا مشتقة طرف أيسر ومشتقة طرف 
أعن عند © » فإن متسلسلة الجيب للدالة كر تتقارب إلى [(+0)/+(-2]/66 . وفى أى 
حالة + تتقارب متسلسلة الجيب الدالة كر إلى صفر عند * ,0 عد بر , 

مم - (ك) لكل الدوال الآثية المعرفة فى [2 ,0] » احسب متسلسلات الجيب وحدد 
اللباية هذه المتسلسلات عند كل نقطة , 

()1-»)ر (ب) + 608 - («) ر 

(ج) 1ع )عند +8 5+ ك0 (د)ع«-ج - (ع)ر 

0 عند 5 ك5 بر> + 8 

(«) (* -ع)+ ع (عد)ر 

م" - (ل) نفرض أن (20)2ع ير دالة حيث إن *' > (8), عند #/1 ك جك 0 
وتساوى صفراً عند قيم أخرى [+ ,-)ء * . أثبت أن *'*/1 > داءاا أى إن المتتابعة 
( بوكر ) نتقارب إلى الدالة صفر فى العمود « |:| لكن » مما أنها غير شدودة » فإن التقارب 

م" - (م) إذا كانت (م2)عطعم وإذا كانت 0 < 8ه » أثبت أنه يوجد دالة 
متصلة ,م بدورة 25 بحيث أن 2 >دااط- مرا 


)غ0( 2-84 ب - 3 
() 2-22 ف د 


م" - رس إذا كانت 3 و ثر تندميات إلى (20)21 وخا محاملاثت فوريير و6 وبوظ 
ويه و.8ء عل الثر تيب » أثبت أن 


(قمة + مهيه) م دمهيه!- نه 1)05)0 "| ل 


( إرشاد : طبق متساوية بارسيفال على ل + ث/ر) . 
هم (ع ) - استخدم اعبار درشلت (1+-؟) ويثال (م#-م) لإثيات أن المتسلسلة المثلثية 


20-06 


تتقارب لكل + وضح » كيفما كان » أن هذه المتسلسلة لايمكن أن تكون متسلسلة فوريير لأى 
دالة فى (20)2 . 


1.5 


(؟ - (ف ) نفرض أن 0 < .1 ونفرض أن (70)23 متجه فراغ لكل دوال 8 + : ] 
للقطعية المتصلة والى دوربما هى عله . 

(أ) إذا عرفنا 7)080 15 دجع /.0‏ عند (6200)21ثج ور اء أثبت أن الر امم 
م . كرح (ع وكر) هو حاصل الضرب القيامى ( بمفهوم تعريف ( م - م ) ف (70)21 . 
وبالإضافة إلى ذلك يكون للعمود المستنتج بحاصل الضرب القياسى ( انظر م -0) هي 


“إنه ما | ]| حمانا 


(ب) نفرض أن 1ع ,5 ,ب ,0 هى الدوال فى (86)21 المعرفة بأنها 


,56 مزو سل - (:).5 كلمو ل - مج حلب - ات 


أثبت أن هذه الفئة الدوال متعامدة بالمعنى الآنى : 
8 2 بل ,3 مؤع كه 6 ر0 درق © 
حيث 1دسة إذا كانث # ع م وأن 8-0 إذا كانت 5« كوم . ( إرشاد : 
إذا كانت » ع ليث » فإن هذه هى العلاقات المعطاة قبل ( م" - م )), 
(ج) إذا كانت (0)21م عم ء ولعرف متسلسلة فوريير قدالة كر ى [ل2 ,له - ] 


بأمبا المتسلسلة 
سي 5 + وو ه) مه 
حيث نجد أن 


به كد من (:)] ]حية 
علد .. .. و2 ,1 ص ور 
(د) أعد صياغة نظريات العقارب (ح”*-؟ ) » (ع#-و)ء (مم-١٠)‏ 
لمتسلسلات فوريير لدوال فى (50)21 . ( إرشاد : استخدم تغيير المتغير ). 
(ه) إذا كانت (0)21م جم » فإن متساوية بارسيفال تصبح 
حيط + نم) ال جه - ثناا لج 
حيث العمود الدالة كر مثل العمود فى جزء (أ) وحيث معاملات فوريير هىمثل المعاملات فى جزه (ج). 
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ه؟ - (ص) لكل من الدوال الآتية فى الفترة المبنية » احسب متسلسلة فوريير فى هذه الفترة 
وحدد الباية هذه المتسلسلة عند كل نقطة ‏ 

(أ) + -«*)ي على [2,2-) 

(ب) 0ع (ع#)ثر عند 0 > ع« > 4 - 


- عند 4 > عن > 0 
(ج) 0 - (#)/ر عند 0 > « > 3- 

1 - عند 51 * > 0 

0 ع- عند 53 ب# > 1 


8 - ( ق) نفرضص أن/ متصلة ودورتها 25 . أثبت أنه إذا كانت متسلسلة فوريير إلدالة كر 
تتقارب عند [ج ,]عه إل عدد ما » فإنها تتقارب إلى (©)/ر . 
8 - (ر) نفرض أن ثر تنتمى إلى (26)27 ونفرض أن (1)2[+ ,-]» © , إذا كانت 
(10 ندل على متوسط فيجر النونى » المعرف فى ( ج” - ١5١‏ ) أثبت أن 
[(+ »)/ +(-»)ن]خ - (0)0).؟ سنا 
8" - (ش) نفرص أن “كرو كر متصلتان بدورة 25 وأن (50)27 ع”/ 
(أ) أثبت أن معاملات فوريير .5 .مهم للدالةر تكون بحيث إن التسلسلة 
(امطاع امهل" لز 


تقاربية . ومن ثم » يوجد مقدار ثابت 0 < 14 عحيث إن *14/7 > |مه| وأن 30/52 > إءذا 
لكل عض . 

(ب) أثبت أن متسلسلة فوريير للمشتقة “ر هى التفاضل حداً فصداً لمتسلسلة فوريير 
للدالة /ر, 


مم - (ت) (1)إذا كانت (50)25 826 وكانت [>,-]* .* » استخدم 
متباينة شفارتز لإثبات أن 


2ل راعلا د عزعز بالا ك إنة 00 | | 


ب استخدم جزء (1) ونظرية تقارب العيود (عم-.و) لتوضيح أنه إذا كانت 
(50)2ع] وأن [,-]©م* » فإن متسلسلة فوريير الدالة كر بمكن تكاملها حداً فحدا . 


غك (24 ناد ,+ غار هت ييه) 1 3 +0ة- عامه 1ع به 10 1 


1. 


والمتسلسلة النائجه تعاربية بانتظام عند [ ,«-]ء بر 


مم - (ث)(1) نفرض أن 0 < ن ليست عدداً صحيساً . أثبت أن 


3 05> د 
ا - 


لكل [م ج-]عع 


ملت 1 


222 الال 127- 


كانت هلد ©2 
202:0 


ح- عزيه 005 


(ب) استخدم جزء ( أ ) لإثبات أنه إذا 0 ,2 © فإن 


حنى 28ب - مم يمن 
لالس 25 
3 0 د رع 


(ج) فاضل المتسلسلة الأولى فى (ب) حداً 8 ( برر هذا ) لإثباث أنه إذا كا 
2 6 فإن 


ردج يذ هيذا ” نري وج 
( د) كامل المتسلسلة الأولى فى (ب) حداً فحداً (برر هذا) لإثبات أنه إذا كانت 2 26+ 
فإن 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع حاوعطأ_لرمددهداتك / وا أهعل ممع بطعمة/ رع مضا 


و 
006 


م 


المصب ل السابيع 
تفاضل ف ”8 


سنقدم فى هذا الفصل النظرية لدوال قابلة للتفاضل فى الفراغ ”جر حيث 1< . 
و بالرنم من أن النظرية توازى تلك الى قدمت فى بانى 907 » 74 » فإنه يوجد تعقيدات عديدة 
وتظهر صفات جديدة ترجع بعض هذه التعقيدات محضاً إلى الاختلاط الحتمى للرموز لكن يظهر 
معظمها بسبب كون إمكانية الاقتر اب من نقطة ”2 ع0 من و اتجاهات كثيرة ٠‏ لذلك يمكن 
أن تحدث بعض و أهر' جديدة . 

عرفنا فى باب 807 المشتقة لدالة 12 جح *1:/ عند نقطة 36 © © بالطريقة التقليدية » 
أى » عند المدد 8# ع1 بحيث إن 


01ل وين - .1 


1-6 عير 
عطالما وجدث هذه الهاية . بطريقة مكافئة » بمكننا تعريف هذه المشتقة بأنها المدد ب حيث 
ما -عاة- )1 - نارون 


| -دا 2 : 
مكن اعتبار هذه العلاقة اللهائية بأنها تعطى بالضبط الاتجاه الذى فيه يقرب قي الدالة (*#) كر 
عندما تكون 6 قريبة قربا كافياً من © © بق الراسم المألوف(*) 
(© -*)ش + ع)] حاير 
الذى يعملى المنحى البيافى له المستقيم الماس لمنحنى الدالة كر عند النقطة ((©) /ر,6) . 
نوف نستخدم هذا الافتراب المشتقة البتّى سوف نستمملها لدوال فى 226 إلى 225 . أ إن المشتقة 
لدالة كر معرفة فى جوار نقطة . ”82 © 26 بق فى *42 ستكون راساً خط 26 + 1:15 


إذا كان 
0 »> ود >)ءآ - (6) ل 63 زا حمرلا 


ا»- عا 6 


(*) فى مقررات أساسية ء يسمى مثلى هذا الراسم ٠‏ خطى ٠»‏ لكن » للمتطابقة مع الاستمال 
الأكثر تعقيداً المصطلح « خطى » المعطى فى باب 7١‏ ء سنستعمل الاصطلاح «٠‏ مألوفة » للإشارة 
إلى دالة حصلنا عليها بإضافة ثابت لدالة خطية . 


1.1 


ومن ثم قرب الدالة ()ر » عندما د تكون قريبة قرباً كافياً من © » بالراسم المألوف 
(© -1.2 + )7 جم ير 

من “2 إلى 825 . [ يجب على القارىء ملاحظة أنه إذا كانت 1 دض ٠»‏ فإن الرمز 
(م - )ب يدل على حاصل ضر ب العددين الحقيقيبن #6« ويك ؛ لكن » إذا كانت 
1<م »ء فإن (©»ه-*#).ظة تدل على قيمة الراسم الحطى .2 عند المتجه © *] . 

يعطى باب 4” التعريف وير بط المشتقة بالمشتقات « الجزئية » التلفة . حصلنا فى باب 4٠‏ 
على قاعدة السلسلة و نظرية أنقيمة المتوسطة اقتين هما أهمية رئيسية يعسلى باب 4١‏ تحليلا نافذاً 
إلى خواص الرو اسم للدوال القابلة التفاضل ومؤدياً إلى النظرية الحامة للدوال المكسية و الضمنية » 
ومباية إلى نظريات البارامتر ية والرتبة . يدرس الباب الأخير الحواص البائية لدوال حقيقية 
القيمة فى “8 , 


الباب التاسع والثلاثون ‏ المشتقة فى 87 : 

اعتبر باب 507 المثنتقة لدالة نطاقها ومداها فى الفراغ +2 . فى هذا الباب سنعتبر من و جهة 
نظر مشابهة دألة معرفة فى فئة جزئية من الفراغ ”24 ويقيم ف 4 ! 

إذا استعرضص القارىء تعريف ( #0 - ١‏ ) » فإنه سيلاحظ أنه يستخدم بدرجة مطابقة 
تماماً لدالة معرفة فى فترة # من الفراغ © ويقم فى الفراغ الكاتيزى >2 . وطبعاً » تكون 
فى هذه الحالة متجهة فى 24 . التغيير الوحيد المطلوب لخذا الامتداد هو إحلال القيمة المطلقة فى 
معادلة ( /ا؟ - ١‏ ) بالسود فى الفراع 25 . وما عدا ذلك ء يطبق تعريف ( لا»؟ - ١‏ ) حرفياً 
على هذه الحالة الأكثر عموماً . و يتضم أن هذه الحالة تسعحق الدراسة عندما نتحقق أنه يمكن اعتبار 
دالة كر فى 4 إلى 26 منحنياً فى الفراغ 824 وأن المشتقة عند وجودها هذه الدالة عن النقطة 
© ح ب« تعطى متجهاً مماساً المنحى عند النقطة (©)م وبالتعاقب » إذا كانت # تدل على 
الوقت » فإن الدالة كر هى المسير لنقطة فى الفراغ 224 وتدل المشتقة (©)”/ر عل متجه السرعة 
للنقعلة عند زمن © ح <<« . 

نحص كامل هذه السطور من التفكير سيقودنا بعيداً إلى التدسة التفاضلية و الديناميكية 
بأكثر مما فرغب الآن . أغراضنا أكثر تواضماً : نرغب لتنظم الطريقة التحليلية الى يمكننا من 
فحص كامل ونزيل القيد الذى ينص على أن النطاق يكون فى فراغ ذى يعد واحد وتسمح بانتاء 
النطاق إلى الفراغ الكارتيزى سوف تستمر الآن لإجراء هذا . 

يوضح تحليل لتعريف ( ١ - ١٠‏ ) أن المكان الوحيد الذى فيه يكون من الضرورى تكوين 
النطاق من فئة جزئية .ن الفراغ #2 هو فى ممادلة ( /ا؟ - ١‏ ) ححيث يظهر خارج قسمة . حيث 
أنه لايوجد معبى لخارج قسمة متجه فى الفراغ 226 على متجه فى ألفراغ ”22 » فإنه لايمكننا تفسير 
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معادلة ( 0ا؟ - ١‏ ) يصورتها الخالية . لذلك » سنتقدم لإعادة صياغة هذه المعادلة . إحدى 
الإمكانيات المتعة والمستحقة الاعتيار هى أخذ « شرائح » فى البعد الواحد مارة بالنقطة © 
فى النطاق . سيفر فى لليساطة أن © هى نقطة داخلة للنطاق 2 لدالة » حينتذ لأى به فى “8 , 
تنتمى النقطة مهم -ل »© إلى 2 لأعداد م حقيقية وصغيرة بكفاية , 

وم - ١‏ تعريف . تفرص أن كر معرفة فى فئة جزئية 4 من الفراغ 2 ولا قيم 
فى #5 , تفرص أن © نقعلة داخلة من 4 » ونفرض أن # أى نقطة فى . يسمى المتجه 
“6ع ملظل بالمشعقة الجزئية للدالة كر عند © بالنسبة إلى 6ه إذا كان يوجد لكل عدد 0 < م 
0 <(ع)ة بحيث إنه لكل ع+ ويحقق (ع)> |4 | > 0 نحصل على 


سك -((»)1 - مه + ع)لا ع| (39.1) 


حك 


قد رأينا حالا أن المشتقة الجزئية .س5 المعرفةفى ( وم )١‏ تكون لمحددة وحيدة عند 
وجودها وبالتعاقب » بمكننا تعريف بأنها الهاية 
(0)/- (يه حمر ل جدذا 


غ 0+ 


أو المشتقة عند 0 ع 4 للدالة ر المعرفة بأنها (2:0 ل ع) كر :-(م). عند || صغيرة صفراً 
كاف » وها قم فى 26 ٠.‏ 


ستكتب (2,/)0 أو (),/ للتفاضل الجزكى .1 للدالة كر عند م بالنسبة إلى # . 
يفضل الرمز الأول بكثرة عندما »-كا فى أكثر الحالات » مكون للرمز الدال على الدالة ليل 
سفل . نرمز إلى الدالة (©)./ -(8,/)6 حدهت بأنها /. أو «/ » تعرف ادالة عند 
نقطها الداخلية © من 4 الى عندها توجد اللهاية المطلوبة » وطا قي فى الفراغ 86 . 


من الواضح أنه إذا كانت كر حقيقية القيمة ( حيث إن 1 ح ب ) و كان : هو المتجه 

(1,0,...,0)->1©» "ف الفراغ 220 . حينئذ تنطبق المشتقة الجزئية للدالة حم بالنسبة إلى 
© عل مايسمى عادة بالمشتقة الجزئية للدالة كر بالنسبة لمتغير ها الأول » وال غالبا يرمز لا 
بالرهز 

ف اه 

8 أو ا 1 
بنفس الطريقة « يأذ (1ر... و0 و0) > © ءءء و(0 و... و1 و0) > يم 2 نحصل على 
التفاضلات الجزئية للدالة كر بالنسية إلى متغير ات أخرى : 


ل - .1 - زر .... ,ع -ي]- إدط 
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فى حالة وجود دليل الرمز الذى يدل عل الدالة فستكتب ء أحياناً » فاصلة للاشارة إلى المشتقة 
الجزئية أى ٠‏ يو <-ءآر2 

يحب ملاحظة أن المشعقة الجزئية لدالة عند نقطة بالنسبة لمتجه واحد رما تكون موجودة» 
مع أن المشتقة الجزئية بالنسبة إلى متجه آخر لاتحتاج إلى وجودها ( انظر مرين وم -[) . وواضح 
أيضاً » أنه تحت شر وط مناسبة » توجد علاقات جبر ية بين مشثنتقات جز ئية الحواصل جمع و حواصل 
ضرب لدوال » الخ . سوف لانتضايق لممصول على هذه العلاقات حيث إنها إما -حالات خاصة 
من التى سنجريها أسفل » أو يمكن برهتما بالمثل . 

كلمة عن المصطلحات العلمية هى فى نظام . إذا كانت # وحدة متجه ق ”22 ٠‏ حينئذ 
تسمى المشتقة الجزئية ‏ (©)ل] > (10./)0 غالا بالمشتقة الانجاهية للدالة حر عند © فى الاتجاه 
لوحدة المتجه #“ . 


المنستقة : 

العيب الر ئيسى للمشتقة الجزئية لدالة كر عند نقطة © بالنسبة إلى متجه 0 هو أنه يمعلى فقط 
صورة لسلوك الدالة “ر قرب © فى فثة ذات بعد واحد (2>©22:ي +40 . لنمصول على 
معلومات كاملة بدرجة أكثر عن الدالة حر فى جوار “8 عم ء سوف ندخل الرمز اشتقة 
الدالة كر عند م » ألتى هى راسم خطى من "30 إلى 25 . 

و«- ؟ تعريف . نفرض أن الدالة حر طا نطاق 4 فى الفراغ “8# ومدى فى 26 » 
ونفرض أن © نقطة داخلة النطاق 4 . نقول إن الدالة كر قابلة التفاضل عند © إذا كان يوجد 
دالة خطلية 805 ج 885 :1.0 بحيث إنه لكل 0 < م يوجد 0 < (5)8 بنحيث إنه إذا كانت 
"عد أى متجه يحقق (8)8 ك || -- < || فإن 4 ©< ويكون 

اء - زا ء > إ(ه - «)ة- )7 -(« )ما 039.2 

وبالتعاقب يمكن إعادة صياغة ( 4م - 0 ) بكتابة أنه لأى 0 < 8 فإنه يوجد 

0< (ع8)8 بحيث إنه إذا كانت “ع وكانت (8)8 5 || || » فإن 


إأعتر| ء ع إإلى)1ة-ء)م/- ره + مانا (39.3) 
الى » بدورها ء يمكن التعبير عنْها أكثر أحكاياً بكتابة 
م اأضمة-ن)ز- سح علا نر (39.4) 
نا ممع 


متزى كنا يل آذ ميل عل الدلة القة 2 عفدة وعيدة إذا وعدت كت( يفيقة” ع[ 


(») ننبه القارىء أن .ة تسمى أحياناً مشتقة فريشت أو التفاضل للدالة كر عند م » 
يرمز لحا أحياتاً بالرموز (©) رك أو (©)ثثر ء الخ . 


1. 


عند © سترمز طا غالباً بالرمز (©) 82 بدلا من .3 . سوف نكتب غالبا (/)(0) 2 
للدالة الخطية (0)ة » (ه - «)(ء)“ر2 » للدالة الخطية (© - )لط . 
من واجهة النظر التحليلية » يعكس وجود المشتقة للدالة كر عند النقطة © إمكانية تقريب 
الراسم (*)رج:< بالراسم (©6->+)1+()/<: . تعطى متباينة ( وم ل ؟ ) 
مقياساً لتلاصق هذا التقريب عندما تكون * قريبة من © . نجد بسبب الخطية للدالة . » أن 
(«)سآ + ((0).ة -0)]) - 0 - )رآ +0)ز 


حينئذ نكون قربنا (7)/ + * بدالة على الصورة (1)8+هلا جا« اح حيث لز ثابتة . 
مثل هذه الدوال تسمى رو اسم مألوفة من 87 إلى “86 ؛ هذه الرواعم مجرد ترجمة فقط لرواسم 
خطية وإذن يكون لها خاصية بسيطة جداً . 

من وجهة النظر الهندسية » تمكس وجود المشتقة الدالة كر عند © وجود مستوى مماسى 
لاسطم (شدء : :(()/ ,8)) فى 14ءا 89 عند النقطة ((6)ثم,6) ٠‏ أى المستوى 
المعطى بالشكل 

(*3 ع < : ((» - )رط + (ع)] ,)1 (39.5) 

سنثبت الآن انفر أدية المشتقة 

4“ #0 مغير ص . اللدالة م مشتقة واحدة عن نقطة على الأكثر . 

البر هان . نفرض أن مآ ,ء.ة داتان خطيتان من 40 إلى *42 وتحتقان (وم-م) 
عند (5)8 5 |[|| . حينتذ نجد أن 

|[(ممط - ()مة| > 0 
ل(متكسة - (0)] - رباج م6 )م/|| + |ا(معرط - (ء), - رمج ء)م/|| > 
||ه|| ع2 > 

لذلك نحصل على ||| 26 > |إ(«)مة - (م)ط|اع 0 كل 5ع« . حيث(ع )ة ك »|| 
إذا كانت دمطة رآ » فإنه يوجد “© 2 حيث (2)رط “#(1.)2 لذلك 0 24 2 . 
الآن نفسرض أن 8)8(/]2|(2)->20 وإذن نجسد أن (ع)8 -|ءءا| ومن ثم 
أمعاا 26> المع) مط -مع)سكز| > 6 . إذذ ااةا|| ع2(|>2)م1-(2)مط|| نكل 0<ع لذلك 
تكون (1.2)2 >(1.:)2 ما مخالف الفرض . إذن ولك ع يلل . وهو المطلوب إثبائه 

وم - ؛ أثثلة . (أ) نفرض أن”2ك 4 ء 6426لا » وتفرض أن 26 ح 4 :م/ 
هى « دالة ثابتة » معرفة بأنها ا (2)ز عند كرع ع . إذا كانت © نقطة داخلية من 4 
وكانت مع » فإن 0-(ع)م/ - («)مم . ينتج أن 70 قابلة العفاضل عند ع وأن المشتقة 
0 - (2/0)6 » أى « الدالة الخطية الصغيرة » الى ترسم كل عتصر ى "72 إلى عتصر الصفر 
فى 224 . ومن ثم المشتقة عند أى نقطة من الدالة الثابتة هى الدالة الخطية الصفرية ‏ 
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(ب) نفرض أن *2 - م وأن “2 + 4 :م هى دالة خطية . إذا كانت 4 »© © 
وكانت 4ع فإن 0-(©-*)//- (©),/- (*):2 . ينتج من هذا أن 17 قابلة التفاضل 
عند م وأن :1-(12/:)6 ومن ثم تكون المشتقة عند أى نقطة للدالة الحطية هى الدالة الحطية 

4« ومقبيرض . إذا كانت ©2825 ج :م قابلة للتفاضل عند 4رعع » فإنه 
يوجد عددان موجبان دقيقان عه ,5 محيث إنه إذا كانت 8 ع إأء -*|| » فإن 


إإء اا ع1 > ||(7)6 - نغ« )ما (39.6) 
بوجه خاص ينتج أن /ر متصلة عند © 2 بر . 


البرهسان . ينتج من تعريف ( وم - ؟ ) أنه يوجد 0 < 8 محيث إنه إذا كانت 
8 > |ء - *|] >0 فإن (وم- ١‏ ) تظل صحيحة عندما 1 حت ع . إذا استخدمنا متبايئة 
المعلث نجد أن 
إاء - جدز| + ا( - )|| > )6 - دع)را 


عندما 8 > |ء - ««| >0 . من نظرية ( 1١‏ م ) توجد 0 < 8 محيث إن 
اء- عا 8 > اده -ع)ط| 
لجميم “#6 © *. . لذلك » إذا كانت 8 5 || » - +« || > 0 خصلى على 


أء -عا| 1 + 8) ع »)رز - )را 
وهذه المتباينة نظل أيضا صميحة عندما © ح < . وهو المطلوب إثباته 


نوضح الآن أن الوجود الدالة المشتقة عند نقطة يدل عل الوجود لكل المشتقات الجزئية عند 
هذه النقطة , 


4« -1 نظرية . إذا كانت *# ح ير » وإذا كانت #24 ج كر:/ #ابلة للتفاضل 
عند نقطة هرعن اء وإذا كانت ن أى عنصر من الفراخ “32 ء فإن المشعقة الجزلية 
(8./)0 للدالة كر عند © بالنسية إلى 6 تكون موجودة و بالإضافة إلى ذلك 

(م)ك)/2 - ).2 (39.7) 
لبر هسان . مما أن كر قابلة للتفاضل غند © ء» فنجد بأخذ 0 < م ٠‏ أنه يوسد 


0 < (8)8 بحيث إن 
“4لا ع ع |امس))لط -ه)] - جمس + ع)را| 


بشرط (ع)8 > إإيه|| . إذا كانت 0 ح- »# . فقد لاحظنا حالا المشتقة الجزئية بالنسبة 


141١ 


إلى صفر يرى هى (2/)6()0 - 0 . ومن ثم نفرض 0 6< ه . أى إنه إذا كانت 


اس«إاباع)ة ع >0 » فإن 
إرسمررم )ل +7106 


ما يوضح أن ()(©) كر هى المشتقةالجزئية للدالة “عند © بالنسبة إلى 4ه ء كالمطلوب . 
. وهو المطلوب إثباته 
7-84 نتيجة . نفرض أن "2ن كر اء ونفرض أن 2# جه 4:/ ونفرض أن 
© هى نقطة داخلية من 44 . إذا كانت المشتقة (272)0 موجودة © فإن كل المشتقات 
الجر ئية (©)/,10 ...)27 موجودة ف © وإذا كانت *6ء (ملا ,.. . ,ني) ديد فإن 


ان] ع ع 


)39.8( (4)(ء)]12‎ - 101] )©(+٠ ٠ ١ + ]م0آمه‎ )>©( 

البرهان . تدل النظرية على أنه لكل من المتجهات © ,.. . ,© تكون المشتقات الجزئية 

()/,2 ,.. . ,(ء)/0, 22 موجودة وتساري ‏ (م©)(82/)()61(,...,18/)6 لكن » 
حيث إن (2/)0 خطية وأن و6ملة + +0٠0‏ 6ه -14 © فنسئنتج أن 


(#الرطب ب - )رطب يي - زو )رط 
وهو المطلوب إثباته 


ملاحظقات : 


(أ) عكس ننيجة ( وم - 7 ) ليس داماً صميحاً » لأن المشتقات الجرئية الدالة كر ربما 
تكون موجودة بدون وجود المشتقة . مثال ذلك » نفرض أن © ج2:م معرفة بأنها 
(0,0) >(2 6 ومع 0-0 


(0,0) 8,00 عمط توك - 
نوصح كتمرين أن المشتقة الجزئية للدالة كر بالنسبة لمتجه (8 ,©) عند (0 ,0) هى 
(00,0 00 يه) ,شب (0,0) ره (39.9) 


وفى الحالة الخاصة جد أن 0 > (0 ,0)ر و2 و 0 > (0 ,0) و2 إذا كانت المشتقة “2 
موجودة عند النقطة (0 ,0) فتثبت نتيجة ( وم - ١‏ ) أن 
١0-0‏ م+0١٠4‏ دح رقم ب©)(0 ,12/)0 > (0 ,0) زريم12 


ما خالف ( وم- و), 


يلق 


(ب) ستوضح فيا يل أنه إذا كانت “4-12 وإذا كانت المشعقات الجرئية الدالة 
“8 حلم :] متصلة عند © » فإن (©) كر 2 موجودة . 


4م -م أمثلة . (أ) نفرض أن 2ت م وتفرض أن # ج 4:/ حينط ثر 
قابلة للتفاضل عند نقطة داخلية © من 4 بمفهوم تعريف ( #4 - ؟ ) إذا وإذآ فقط كانت 

المشتقة العادية 
700 د (176- 0 +ع)] 5 


مدنا 
باينا 


موجودة . فى هذه الحالة تكون المشتقة (6) م2 هى دالة خطية الفراغ 82 إلى الفراغ 7 
و معرفة بالتعريف 
ما(ه)/ جداينر 

أى إن (2/)6 ترسم عي إلى حاصل رب بة و (6)ر . ( باستخدام المصطلحات 
العلمية أمصفوفة » تكون المشتقة (6) 2/2 هى الراسم اللطى الممثل بالمصفوفة 1 116 ذات 
عنصر واحد فقط هر (©6)ث/ر ) . 

تقليدياً » بدلا من كتابة يه لتر مز إلى العدد الحقرى الذى تؤثر عليسه الدالة الحطية للمشتقة 
(0) 2# ء يكتب الشخص أحياناً الرمز العجيب 4# ( هنا الحرف 042 تلعب دورا كبادئة 
فى أول الكلمة وليس ها معى آخر ) . بعد إجراء هذا واستخدام رموز . نظرية لياز(*) المشتقة 
يستعمل » تصبح الصيغة ‏ هة (©) لز ح ()(ه) 21 

جه (0) لك - رمي )ن) زط 


(ب) نفرض أن 28 2 4 ونفرض أن (4<1) 86 ج :ل . إذن يمكن تمثيل رو 
و بالدوال الإحداثية » 
دع (<)اور.....,(*)ر) - (ع*)ر 
يجب عل القارىه كتمرين أن يبرهن على أن ثر قابلة التفاضسل عند نقطة داخلية م من 
إذا وإذاً فقط كان لكل من الدوال حقيقة القيمة و[ى.... 2 مشتقة عند م . فى هذه 
الحالة » تكون المشتقة (6) 2 هى دالة خطية للفراغ 22 إلى 226 وتكون ممطاة بالعلاقة . 
عه ,((©)ي1,...,(©):/)ي حجان 


(*) جوتفريه فيلهل لينز ١15-1545‏ ) » وإحاق نيوتن ( 1547 -0اا/ا1) 
هما ادير عان المتعاو نان لعل التفاضل و التكامل . قفى ليئز معظم حياته خاماً لدوق هانوفر وكان 
عبقرياً عالمياً وساهم يكثرة فى الرياضيات والقانون والفلسفة وعم اللاهوت وعلٍ اللغات والتاريخ . 
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إذذ (©)/2 ترمم عدداً حقيقياً به إلى حاصل ضرب # والمتجه الثابت . 


((©)1 ...و( 4) ح(ء) ][ 
إذا فكر نا فإن كر هى و منحى » فإن هذا المتجه يسمى « متجهاً مماسياً » للدالة كر عند النقطة (6)/ر . 


( ج) نفرض أن (1<م) ”ات 4 ونفرضص أن 2 ج 4 : / حيلئذ ينتج من اننيجة 
(وم- ؟ ) أنه إذا كانت المشتقة (©) كر 2 موجودة عند نقطة © داخلية فى 4, » فإن كلا 
من المشتقات الجزئية ‏ (2,/)06,... ,(12:/)6 يجب أن تكون موجودة ويكون (0) /2 
هو الرامم الحطى النقطة” 26 (مز8 , . . . :41ة) >> إلى +82 ويعطى بما يل 
]مما + 7+٠ ١‏ )12:1 - (ب)7)0م 
وبالرغم من أن مجرد وجود هذه المشتقات الجزئية لايدل على و جود المشتقة » فسئرى فما بعد 
أن اتصاهم عند النقطة © لايضمن وجود المشتقة . 


بدلامن (رل,...,ره) يا تكتب أحيانا (كه ,... ,ك) - جك للنقطةى 20 
الى توخذ المشتقة عندها بكنتابة هذا و باستخدام رمز نظرية ليئز التفاضلات الجزئية » يصبح القانون 
السابق 


جع () لتو +. ٠.‏ .جرجة (») لع - زميق) (غ)/ط 


(د) نفرض الآن أن "8ج حر وأن “8 ح لم:/ حيث كلا من 1< 9 ,1 < ت. 
ممكن فى هذه الخالة تمثيل («)ثر ح بر 
(0 ز. . . ,و8)/ > وب 


«# انل الو ل لولاا مه الها اق له 


( ....و1*) ور > ول 
من © دالة لمتغير ات عددها صر . إذا كانت كر قابلة للتفاضل عند نقطة (© و...,:©) دح 
فى 4 ع فنثبت كتمزين أن كلا من المشتقات الجزئية ((©)ن] -)()82,4 يجب أن تكون 
موجودة عند © . ( وف الخحالة العامة يكون أيضاً هذا الشرط الأخير غير كاف لقابليته التفاضل 
للدالة كر عند © ) . عند وجود (6)/ر ٠»‏ فإن 'الدألة الحطية الى ترسم النقطة 
(جما ... . رنلة) > ها للفراغ ”22 إلى النقطة ‏ (ول8 ,.. . ,نا) > «٠‏ الفراغ 224 ممطاة بأنها 
رولا (©) ]م10 + ٠ ٠ ٠‏ + منا(ء) رو + ريا() ]ير ع زربي 
ا ا ا ا ا ا ل ا ل 0 (39.10) 
ملا(ء) و10 + +٠ ٠ ١‏ هلة(6) وو + بن(ء) ,211 ع وبر 
المشتقة (©) م2 هى ألرامم اللطى للفراغ ”2 إلى القراغ “82 المعين بالمصفوفة بم ءا © 
الى عناصرها هى 


115 


)10,11 6.. () 1211 )10110 
()رط ٠٠١‏ لوط (6) دز (39.11) 


هاه ماعا عه سداما اه .عه .اما ما .م .داه . 


101106( (©)وو‎ ٠٠١ 107.06 


(ع)مر 00> (ع)مظر (عابر 
)5 2+ (6)مظر (06د ات 


ولس اه دهاجم .أو هاه هاه هاه ه» . 


)م )م1 20 )مي )11 


لاحظنا من قبل ( انظر نظرية ١7؟‏ - ؟ ) أن مثل هذا النظام المرتب لأعداد حقيقية يعين دالة 
خطية فى ”40 إلى “80 . تسمى المصفوفة ( و8 ١١‏ ) بممصفوفة جاكوبيان للمجموعة 
( وم - 4 ) عند النقطة © . إذاكانت بحم فإن محدد المصفوفة ( وم ١١‏ ) يسمى 
بمحدد جا كوبيان » أو ببساطة الجاكوبيان المجموعة ( و" ٠١‏ ) عند النقطة © . يرمر 
إلى محدد جاكوبيان مرارأ(*) بالرمز 

(م1 ٠٠ ١‏ .هل مذاة 
)3,6 أو عدي (3 و١‏ :2 ود8)36 
وحود المأسئقة : 

برهنا فى نظرية ( وم - 4 ) على أن و جود المشتقة عند نقطة يغبت الوجود لكل المشتقات 
الجزئية عند تلك النقطة . رأينا فى الملاحظة الموجودة بعد نئيجة ( و« - 7 ) أن مجرد الوجود 
للمشتقات الجزئية لايضمن وجود المشتقة حتى عندما 1 ح 4 ,2 > م . سنوضح الآن أن الاتصال 
للمشتقة الجرئية عند النقطة © يككون كافياً لوجود المشتقة عند © , 

4-4 نظرية . نفرضص أن*2 جح 4 2 نفرض أن 2 ح ف : / » وتقرض أن 6 
نقطة داخلية من 4 . إذا كانث المشعقات الجزئية (2 ,...,1 > [,4 ,...,1 >]) فرط 
موجودة فى جوار النقطة © ومتصلة عند » » فإن كر تكون قابلة للتفاضل عند © , 
وبالإضافة إلى ذلك تمثل (©)/ر2. بالمصفوفة بر كا و (وم- .)١5‏ 

البرهان . ستفيت الخالة الى فيا 1 > 9 بالتفصيل . إذا كانت 0 < ع فنفرض أن 
0< (8)ة ميث إنه إذا كانت م,... ,2 ,1 ح ثر و(8)8 > ||ء رط | » فإن 

ع > |(ء) ]رط - زم )ةا (39.12) 


(*) كارك ( ج .ى ) يعقون ( ١801١ - 14٠4‏ ) كان أستاذاً فى كينجز برج وبرلين 
وكانت أبحاثه الأساسية فى و الدوال الناقصية » و لكنه معروف أيضاً بمساهماته فى المحددات 
والديناميكا . 
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إذا كانت (ه ,... ,وه ن©) - © و (ج3ى... ب2* و1*) ح ير نفرض : م2 229 1ع 
ترمز إلى النقط 
٠... 3(‏ وو ,2© ب©) ديع ,ج23 ...#2 ود©) > ده 
رحد رن وو© 1©) 2 سر ولن: 
ونفرض أن عم -مج و *«-مج إذا كانت (ع) 8 > || » - << || » فإنه من السهل ملاحظة 
أن )8 > لاء- تسا|ا عند م,...,0,1 تر . نكتب الفرق 0)ثر- (با)ر 
((ت)1- لعن ب -(1)0- رم 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة (07 - 5) تمد الذى ترتيبه © ثر من هذا المجموع » 
نحصل عل نقطة ,2 » واقعة على جزء الخط الواصل بين النقطتين رة درت » نحيث إن 
(,)/, 1( - ,-) - (رة)] - (درة) [ 
إذن » نحصل على 1 
((2) ورط - (رة) ]ط]نن - ع 2 (©)[0(2- بت) 32 )10-1 
وحسب المتبايئة ( و# - ١١‏ ) تسيطر القيمة 8 على كل كية موجودة داخل قوسين فى 
الصيغة الأخيرة هى سائدة القانون الأخير . باستخدام متباينة شفارتز لحاصل الجمع الأخير » 
نحصل عل التقدير 
اها هلءه) > |إ(مرصره-به ب -هر- هنا 
طالما (ع)8 > |إ» - || 
قد برهنا أن كر قابلة التفاضل عند © وأن مشتقتّها (6) 2 هى دالة خطية من 27 إلى 
© وتعطى بالقانون 
(©]طيب يل - (بوا(ع) [ط ح زيل ٠...‏ _رنه) دعا 
فى الحالة حيث الى تأخذ ثر فيها القيم فى الفراغ 224 حيث 1 < 4 نستخدم نفس 
الاستدلال لكل من الدوال حقيقية القيمة 4 ,. . . ,2 ,1 -: ,و » الى تحدث فى العثيل الإسداق 
للرامم / . سنترك تفاصيل هذا الاستدلال كتمرين . وهو المطلوب إثياته 


حلت 


تمرينات : 
وم - (أ) نفرض أن 8# <+82:/ معرفة بأنها 


,وعد 70-5 
0-بوعنده 0 0- 
أثبت أن المشتقات الجزئية (0 ,0) كرج2 ,(0,0) 217 موسودة ومساوية إلى صفر . 
لكن » المشعقة للدالة حر عند النقعلة (0 ,0) بالنسبة لمتجه (8 ,0):-- # غير موجودة إذا كانت 
مكحت ؤه أثبت أن كر غير «تصلة عند (0 ,0) ؛ فى الحقيقة © كر ليست حتى محدودة فى. 
جوار (0,0) . 
وم - (ب) نفرض أن 8# ه#22:ع معرفة بأنها 
,0 > تإير عتد 9(>0 )ع 
#0الإج ويد 1ح 
أثبت أن المشتقات الجزئية (2:8)0,0 ,(0 ,0) م ,2 موجودة وبساوية إلى صفر . لكن » 
المشتقة للدالة م عند (0,0) بالنسبة إلى متجه (4,5) ته غير موجودة إذا كانه 
0د 3ه أثبت أن بم غير متصلة عند (0 ,0) ؛ لكن ء م محدودة فى جوار من (0 ,0) .. 


وم - (ج) نفرض أن #8 ج6:22 معرفة بأنها 


(0.0) > (بورع) عند > نام 
لاب 
(0 ,0) عو زر ,) علد ا 


أثبت أن المشتقات الجزئية(0 ,8)0 و2 ,(0 ,8)0 ,2 موجودة ومساوية إل صفر . لكن » 
المشتقة للدالة / عند النقطة (0 ,0) بالنسبة إلى معجه (8 ,©) ح به غير موجودة إذا كان. 
0 كس ؤه أثبت أن ل غير متصلة عند النقطة (0 ,0) . 


و+ - (2) نفرض أن 2:22:12 معرفة بأمها 


,(0 ,0) > (ا ,:ة) عند 0( )ع 

(0,0) ار عند تر ليت 
أثبت أن المشتقة الجرئية للدالة م عند التقطة (0 ,0) بالنسية إلى أى معجه ( 8و6 ) عد يه 
موسودة وأن 


معره إذا 2 رو ,ميم 
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أثبت أن 6م غير متصلة ومن ثم فهى غير قابلة للتفاضل عند (0 ,0) . 


وم - (ه) نفرض أن © ج#2:م معرفة يأنها 
(0 ,0) -(8,) مند 7-0 )1 
5 2 
(0 ,0) عو زير ,ج) عند 0 
أثبت أن المشتقة الجزئية للدالة كر عند النقطة (0,0) بالنسية إلى أى متجه (8 ,4) حاب 
موجودة وأن 


01 
م 2 )0 0 101 


(0 ,0) 6و(8 ,ه) إذا 
أثبت أنثمر تكون متصلة لكن ليست قابلة التفاضل عند النقطة (0 ,0) . 
وم - (و) نفرض أن 8 ه-7:182 معرفة بأنها 
*بر+*» > (ر )1 إذا كانت 2 ,بد قياسيين 
0- غلات ذلك 


أثبت أن م تكون متصلة فقا عند النقطة (0 ,0) وقابلة للتفاضل هناك . 
و - (ز) نفرض أن 8 ه*#2: 0 معرفة بأنها 
,(0 ,0) # (ي,) عند 2ب +*<)/1 صنة 7+ *ح) -(2 ,)0 
(0 ,0) ->(9,») عند 0- 
أثبت أن © قابلة التفاضل عند كل نقطة الفراغ 82 لكن المشتقتين. الجزئيتين ©,2 و 2206 
وم - (ح) نفرض أن #2 جه1:22 معرفة بأئها 
0 6ع عند (بد, هله تد+تم) > (و )21 
0 > 2 مئه (0,9) ع 
أثبت أن 2147 متصلة عند كل نقطة وأن 4و2 موجودة ومتصلة فى جوار النقطة (0 ,0) 
أثبت أن 28 قابلة العفاضل عند (0 ,0) , 
وم - (ط) نفرض أن “498 ء ونفرض أن >#84 حج ى:/ قابلة للتفاضل 
عند نقطة © داخلية فى 4 » ونفرض أن *#2عن . إذا عرقنا #ج هم:ع بأنما 
(2)ر-(2)عم لحميعم كعبر © أثبت أن بي قابلة قتفاضل عند © وأن 
"لاع يا عند )/)()/((٠١«‏ > (م)ع)ع12 
4 - (ى) نفرض أن م نقطة دأخلية من 2ح :م ونفرضس أن “2 لم 
(1) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل عند © »ء أثبت أنه يوجد متجه وحيد ‏ ”8 >2 بحيث إن 


ليلق 


م -ين -(21)0)0 -0)ل.2 لكل "عه 
يسمى المتجه م0 بالميل للدالة كر عند النقطة © » ويرمز له بالرمز 94" أو (6) 8580/7 . 
وضح أن 
((©)10,17 ,. . . ,(»)]2) - ل 7 

(ب) استخدم متباينة شفارتز لإثبات أنه إذا كانت 1 -إس] و . "عب » فإن الدالة 
()2,7 جد الا نباية عظمى عندما تكون #0 مضاعفاً موجباً للدالة “رم؟ . ومن ثم يكون 
الاتجاه الذى فيه تكون المشتقة الاتجاهية الدالة حر عند النقطة © فى نهاية عظمى هو ميل الدالة كر 
عند البقطة © , 

وم (ك) نفر نمس أن © نقطة داخلية من ”اكت ك4 » ونفرض أن 8 حدام :مر 
قابلة العفاضل عبد 6 وأن 23>» . أثبت أن 

99د رو + ,9 بزل - وم" 
74" )ع جدي؟” (ه)[ - زول" , 
وم - (ل) أوجد الميل للدوال الآثية عند نقطة اختيارية فى الفراغ «جي . 
ا الي 


(ب) 2 + هرو - ةي ع (ج ,ا دامر 
ج20 دلا« > (2 ,ل )15 


- (م) أوجد المشتقات الاتجاهية لكل من الدوال المذكورة فى ( وم - ل ) عنلا 
النقطة (2 ,1 ,0) ف الانجاه إلى النقطة (3 ,2 ,0) . 

وم - (ن) نفرض أن #2 جم ونفرض أندالة 8 ج 7:4 تمثل سطحاً ,5 
فى :2 بشكلها صراحة : 

(شء ((ا ,) : ((ا ,3)] ,لا ,30)) ح بق 
إذا كانت الدالة بم قابلة التفاضل عند نقطة داخلية (وئثز وم#) من 4م فإن المستوى الماسى 
للسطح |5 عند النقطة ( ( وز ,ه#)/ .وبر ,ىن ) يمطلى يشسكل الراسم المألوف 
© ح :8 :ىريخ 2-2 والمعروف بأئه 
(ولؤ - لز روغ - 36)(ولا وم36) 127 + (ولا ووئ3)/ >> ( (١‏ ,36) رودم قر 
أثبت أن المستوى الماسى للسعلح ,5 عند هذه النقطة 
00لا - 0007لا ,م) 127 -+ (وعا - )(ول[ ومئ) ,10+ (ملا ,وئ3) 7 حت ع : 8 ع (2 ,لا ,)1 

وم .- (س) أوجد المستويات الراسية للسطوح فى *2 المثلة بأشكال الدوال الآنية للنقط 

المعيئنة . أرمم شكلا تخطيطياً . 


5 


(أ) + *« >( )م 2 عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (2 ,1) . 
(ب) «رعد - (ب ,)ير عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (2 ,1) . 
(ج) *"(تر+ *)-4) د زومر عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (1,1). 
9م - (ع) نفرض أن 227 قثرة ونفرض أن “8ج 3:ج تمثل بار امتريا 
منحياً ,© فى الفراغ 87 : 
(60(:13)ج ,)يع ,()بع)1 - ,0 
إذا كانت ع قابلة التفاضل عند نقطة داخلة 0غ للفترة قي » فإن الفراغ المامى المنحى ,© عند 
النقلة 86 > (()دع ,(مفأمع .(10)رع) > (10)ع يععلى بار امتريا بالرامم الألرف 87 ج- 8 ونم 
والمعروف بأنه 
(0- 0 0ز1[101ج1ظ +60)ع > (ع)رمق 
أثبت أن الفراغ المأسى المتحنى ب © عند هذه النقملة هو 
«(ما -))100)ع + (70)رع ع بر : 220 ع (ج ,نو )ا 
((-غ)60)زع + (مابع > 2 ,لم -غ)(م)ئع +(م)بع دل ١‏ 
إذا كانت 80060 ,(6)كئم ,(060):م ليست كلها أصفارا » فإن هذا الفراغ الماسى 
هو مستقيم فق :8 ويسمى اللبط الماسى . 
وم - (ف) أوجد المعادلات البار امثر ية #نطوط الماسية للمنحنيات الآثية فى الفراخ :2 
عند النقط المعينة : 
)1( (2,:3: ,)) > (ت ,ررء) جاوبع 
عند النقاط المناظرة إلى 1 ع- م » 0 - م . 
(ب) (4-1,7+2,2) > (2 ,بررع) عد مضع 
عند النقاط المناظرة إلى 1 خم » 0 دم , 
(ج) 4 ,كه هأ 2 ,؛ 609 2) ع (2 ,بر ,ع) جام :عم 
عند النقط المناظرة إلى * د م ٠‏ 2/© دم , 
4+ - (ص) نفرض أن +8 ىم ونفرض أن ©8 حا مام تمثل سطحاً .9 فى 
1 بار امتر يا : 
!م4 206 )2 )6 000 و6 1 )6 ,5)بط)) - 3 
إذا كانت 8 قابلية التفاضل عند النقطة الداخلية (#0 ,م5) من 4 ء حينتذ يكون الفراغ 
المامى السطح ,5 عند التقطة فت( وه5)دة! ,(0ظ مو5)دة ,(10 رو5) 1) > (1 روى) :ا 
معطياً بارامترياً بالرامم المألوف ‏ “8ه #:ى..,4 والمعروف بأنه 


16 


(مة - 8 ,وى - 5)(مة ,م5) 1011 + (مث ومى) آ > (8 ,كان موك 

أثبت أن الفراغ المامى إلى برى عند هذه التقطة هو 

و(مة - 6)(مة ,م5 )!و12 + (وة - 5)(مة ,م5): :101 +100 ,م5)ر!! > ع : “22 » (ج رلا ,)1 

و(و! - 4)(م1 ,م5)دة[و12 + (رق - 10()5 ,م5)ج!!,10 + (ما روق)ي! > ل 

((0) - )100 ,م5)د 1و2 + (مق - 10()5 ,و5)ي/, 2 + 600 ,وق)دط > ج2 

إذا كانت المتجهات (ع2 رو5) و7 و2 , (4 بن5) ج# 21 , (ول.و5ت) :#/ ر2). 

د (؛ ءىن5) وو و( ءو8) ج:/ح1(,)2 .م5)/ع2) ق الفراغ “8 ليست مضاعفات 
لكل مها للآخر فإن هذا الفراغ الماسى هو مستوى قى 27 ويسمى بالمستوى المامى . 

وم - (ق) أوجد معادلات بارامترية المستويات المإسية السطوح الآتية فى #0 عند 
النقط المعينة , 

(!) (2مء لىع ,ى) ع ( 2 ,بر ,ج ) حج (غ2,ى )2:0 عند النقط المناظرة إلى 
(1,1) و (6,2-0,0) . 

(ب) (#2- توم كىى,م ل ى) ع (2 ,نر ,) ح (غ زى) : #8 عند النقط المناظرة إلى 
(1,2) و(0,0) -2,) . 

(ج) ( ,4 ظلة ع ,م 208 5) ع (2 ,لز ,ا) ح (2 ,2) : :2 عند النقط المناظرة إلى 
(2,*/2) و (1,0) - ,هم . 

(د) (مقمع رك تتأ ى لاق ,م تلق ى 009) 2 (ع ,بر ريد جح م رى)  :‏ عند النقط 
المناظرة إلى (5/4 ,4/*) و (2/2 ,0) ,(0 ,0 > (2 ,ى) . 

د“ - (ر) إذا كانت “#5 كم ء. وكانت ©# ه يم:/ محيث إن المشيقات 
الجرئية عم,2,...بم,2 موجودة ومحدودة فى جوارمامن هرعء ع حينئذ و تكون 
«تصلة عند 6 . ( إرشاد : ناقش كا فى البرهان لنظرية وم - و ) , 

وم. - (ش) نفرض أن كر معرفة فى جوار نقطة ##جم بقيم فى #8 . نفرض أن 
كرورظ موجودة ومتصلة فى جوار النقطة © وأن كر و2 موجودة عند © . أثبت أن كر قابلة 
للتفاضل عند © . 

وع-(ت) نفرض أن “عام وأن »© جح :م و “زه هراج معطاة . و إذا 
كانت 00ج د نهر بد0 م يروس معرفة بأنها '((#«)ع ,(0) كر ) ع (+) عند مع » 
أثبت أن م قابلة التفاضل عند التقطة الداخلية 4رع© إذا وإذآً فقط كانت م . كر قابلتين 
للتفاضل عند © . فى هذه الحالة نجد أن 


"#اعه عند ((م)(ء)عط ,(س)زء)/ط) - رممزء)ام 


11١ 


وم - (ث) نفرض أن 0م 2 2286 وتفرض أن :2# جام : 6 
قابلة للتفاضل عند النقطة (5 ,©) ق 4*8 . نعرف 12ح ترم و 20ج 8ارع 
بأنه « الرامم الجزك » عند (5 ,4) والممطى بما يل 

(< ,م)0 > (()يع * ,(5 ,)0 > (جارع 
لجميع 8عر ,جرعي . أثبت أن جهو رم قابلتان للتفاضل عند 8 و © ء على الترثيب + 
وأن 
(,5()0 ب,ه) 126 > (ه)(5)يع28 2 ,(0,/)(ط,ه)©2 - ر(ي)زه)رهط 

لجميم “عن ,0ج وبالإضافة إلى ذلك » نجد أن 

(5()0)يع 182 + (ه)(0),ع 12 - (2 ,)زط يه) 1006 
نسمى (20 ,)لا (ط)رع2 و (80 ,)ل ء (ه),ه2 أحياناً « قالب تفاضلاث جزئية , 
إلدالة © عند (5 ,2) ويرمز ها بالرمز (5 ,ه) 26م (26)0.5 


الباب الاربمون ‏ نظريتا قاعدة السلسلة والقيمة المتوسطة : 
سوف ذثبت أولا العلاقات الجر ية الأساسية المرتبطة بالمشتقات . سنستخدم هذه اللواص » 
الى هى نفس الحواص لدوال حقيقية القيمة لمتغير واحد » بكثيرة فعا يل . 
4٠‏ -1نظرية . نفرص أن ”#2 ل وأن © نقطة داخلية من 4 . 
(أ) إذا كانت بم وثر معرفتين فى م إلى *24 وقابلتين للتفاضل عند م » وإذا 
كانت #2 ع 8 و © » ححينيذ تكون الدالة 68 ل كرن - 2 قابلة التفاضل عند 6 ٠»‏ يكون 
(©)عططمق + (ه) الله - (ه)ط , 


(ب) إذا كانت »8# حا :م و 8ح :يم قابلتين للتفاضل عند م ٠»‏ فإن دالة 
حاصل ضر ب “هر ح في : إب 17 تكون قابنة التفاضل عند © ويكون 


"8 عن عند إ(ن)(ء)]12إ(ء)ب +(ء)/((ن)(ء) م1 - (برلءا)غام 
البرهان . (1) إذا كانت 0 < 8 ء فتوجد 0 < (8)ي8 و 0 < (8,2)8 محيث 
إنه إذا كانت [( 82)8 ,( 8)رة] تمصذ ك ||ء ‏ + || ٠‏ فإن 
بلأء - علا ع ك |إ(ه - )رط - (م)] - )را 


اء - علا ء ع إالء -ع«)زع)عط - رم)ع - رم)ع|| 
أى أنه » إذا كانت ((ع):8 ,(ع):8] كممذ ع إإء - +|| فإن 


لعحعم| عاقا+ له|) > از )عطق ده - ع )(ء)رطم)- )م - مما 
1 


ماأن )م هم ل )كر 2ه دالة خطية للفراغ “8 إلى الفراغ 25 ء فينتج أن / 
قابلة للتفاضل عند © وأن (©)ع(81 + (©)[ط»ه - (ء) 121 
(ب) يوضح حساب بسيط أن 
-ع«))إطا )ب + 0 ) ]0ك - )© )بط - (ع)ء - )ءا 
(*)/((» -)(©)و -(0)م - (<)م) - 
(ل -ع«)ء)/2 -0)] -- («) )ب + )1 - )0 )10+ 
ما أن (©)/2 موجودة © فنستنتج من مفثر ض ( وم - ه ) أن ثرمتصلة عند © » ومن 
ثم يوجد مقدار ثابت 44 محيث إن 24 > ||(*<)/ || عند 8 > ]|- +*|| . يمكن أن 
يتضح من هذا أن كل الحدود الموجودة ف الطرف الأيمن من اللمعادلة الأشيرة بمكن جملها 
صغيرة بدرجة اختيارية باختيار || © - «|] صغيراً صغراً كافياً . هذا ينبت (ب) . 
وهو المطلوب إثباته 
تكد النتيجة الآئية الحامة جداً أن المشعقة لتركيب دالتين قابلتين للتفاضل هى الثركيب 
لمشتقاممما . 
«؛ - « قاعدة السلسلة . نفرض أن ثر لها نطاق «جي ح هر ومدى فى الفراغ “2 » 
ونفرض أن جم طا نطاق © 8 ومدى فى الفراغ “22 . نفرض أن / قابلة للتفاضل 
عند © وأن م قابلة للتفاضل عند (6) ح 8 . حينظ يكون الأركيب هم - / قابلا 
التفاضل عند 2 ويكون 
»)ص رماع« د )طم 40.10 
1 وبالتعاقب ذكتب 
(0)]١()0)عط2‏ - ع)(ز٠و)2‏ (40.2) 
البرهان . يدل الفرض على أن م نقطة داخلية من النطاق للتركيب ثر* مم - # . 
(لماذا ؟ ) نفرض أن ) <ع ونفرض أن (كر,8)8 و(جم,ع)8 هى كافى تعريفت 
( وم - ؟) . فينتج من مفترى ( وم - ه ) أنه يوجد عددان موجبان دقيقان ع4 و * 
بحيث إنه إذا كانت 7 > ||ء - «*« | » فإن 8 ع(+*)م وأن 
اء - عل > ع |إء)م- »)را (40.3) 
نكيب للبساطة »ء (6)ع12 - يآ و (12/)6 ع ,1 . من نظرية ( 8-351 ) يوجد مقدار 
ثابت 84 ححيث إنه 
"ل عه غهة ,اء|| كلق ع |إلبمملا (40.4) 
إذا كانت ((ع ,ع)8 (ك/1) ,7) تخصذك ||اء - «] ء» فدل ( .هه - ج ) عل أن 


رقت 


(مىيع)ة > || ©),ر- »)م || الى تعنى أن 
اع كلع > إإك)- لا ء > |(()-(») )م - (كء)])ع - »)علا (40.5) 
إذا احتجنا أيضاً إلى أن (كر ,8)6 > ||ء - || ٠‏ فنستنتج من ( 0+  -‏ ) أن 
إأء - اا كقع > |( - »)رآ -0)] - (0«)رامط|| 
إذا ربطنا هذه العلاقة الأخيرة مع ( +٠‏ - ه ) » نستنتج أنه إذا كانت 
((كررة)ة ,(ع رع )ة (/1) ,9) صا حرق وإذا كانت رق > |[ء - +« |أر مع 


فإن 
اء -ع| لقع كل)ع > |( - )مآ - ((ء)م)ع -((«) )ع 
الى تعتى أن 1 ١‏ 
أ || 84 + ك)ع > إ(ه -ع)بلء مآ - )رهج -(«) ره وا 
نستنتج أن مآ*مآ - 21١)»‏ وهو المطلوب إثبساته 


بالحفاظ عل الرموز المستخدمة فى برهان النظرية » تكون (12)6 ,5 دالة خطية 
من “22 إلى “80 وتكون (128)6 ح ,1 دالة خطية للفراغ 825 إلى الفراغ "20 . فيكون 
التركيب 1.٠1‏ دالة خطية للفراغ “42 إلى '22 » كلمطلوب : لأن رهج - 8 دالة 
معرفة فى جزه من الفراغ ”22 بقيم ى "82 . ستعثير الآن بعض أمثلة لذه الثتيجة . 
٠خ‏ - #أمثلة . (أ) نفرض أن 1 حم ح يح وراء إذن المشتقة (ع) /2 هى 
الدالة المطية الى نرسل العدد الحقيق نا إلى #(6)””/ر » وبلمثل فى حالة (28)6 . ينتج أن 
المشتقة للتركيب كركج ترسل العدد الحقيق 8 إلى 6ا(ء)' كر (6)'م . 
(ب) نفرض أن 1 ع م ع و ,1 < م . طيقا مثال ( وم - م ) (ج) ع تأخذ المشتقة 
للدالة كر عند النقطة © التقطة (مل , .. . وو<) ع با للفراغ ”8 إلى العدد الحقيق 
ونلا( ) ]122 + +٠٠ ١‏ بنا(ء) 1011 
وإذن نرسل مشتقة "مم عند النقعطة م هذه النقطة للفراخ “2 إلى المدد الحقيق 
[1(ء) ]10 + +٠ ٠ ١‏ رسرك)[1دة](طاع 
(ج) نفرض أن 1 حم حم .1 < و . حسب عالل ( وم - م ) (ب) » ( ج) 
تأخذ المشتقة (») 2# تأخذ العدد الحقيق * إلى النقطة 
"هذ (نا(ع)و] ,... ملاء)]) > () "إن - زن)(21)0 
والمشتقة (28)6 ترسل النقطة (,... ,.©) - 8 فى الفراغ +22 إلى العدد الحقيق 
وها( )م10 + ٠ ٠ ١‏ -034+(6)ع1018 


الف 


ينتج أن مشعقة "ع ح و[ ترسل العدد الحقيق 2 إلى العدد الحقيى 
((()'0()1)عط)ه - طز(ء)[(م)عرط + ٠ ٠ ١‏ +0(]:)0)ع102) ح يا( )اما 
يرمز للكية داخل القوسين » الى هى (© ) “(ر”م) ت (6)/ أحياناً بالرمز الآقل دقة 
ولك 38 [4 عة 
ا 3 
يحب أن يكون مفهوماً ف هذه الخالة أن المشعقات تحسب عند تقطة مئاسبة . 
( د) نعتير الخحالة الى فيها 2 - عدر ء 3 حدم . لتلتبسيط الرموز © نرمز 
للأحدائيات المتغيرة فى ”2 بأنها (بر ,) » فى الفراغ © بأنها (2 ,«) وفى الفراغ '2ز 
بأنبا (/ ,5 ,م) . إذن يمكن التعبير عن دالة كر فى “82 إلى “2 فى الصورة 
(« ,*«)2 دع ١)‏ ب)/لآ ع بر 
ودالة يم ىق 24 إلى "80 بمكن التعبير عنها فى الصورة 
(2 ,)1 دع و( ,18)قى دو ,و( ,)8 دم 
المشتقة (©)كر2 ترسل (3 ,5) إلى (ي ,ده) طبقاً للقانونين 
و (») ,/18 + 6(ه) للا د نه 
- #(22)0 د 
نكتب هنا ي 18# نتدل على #ق,2 ح #قي2 الخ . أيضاً المشتقة (28)5 ترسل (م ,ده) 
إلى( ,© ,0) طبقاً العلاقات 
و4 (ط) 1 + ه(ط!).1 دم 
,4 (5,)5 + ه(0)ءة دو (40.7) 
#(5)ي1 + ه(ط)1 دم 
يرضح حساب روتيى أن المشتقة ل 8 تر سل [(ن 47 إل ف و6 م( بواسطة 
2( (2) ,2 (ط) 12 + (ع),/7آ (ط) 12) + 6 ((») 2 (ط) ك1 + (ء )للا (0) .1 - م 
و( )2 (ط) 5 + (ع),/آ (ط) ,5 + #(().2 (ط) ,5 + (ء) ءالآ (ط).5) عه (40.8) 
((©) 2 (ط)1' + (),/17(ط)1) + #(( )2 (ط)ء1 + (ع)ء للا (1,)0) ع ع 
و نكتب رموزا أكثر بلاغة ترك ,عدك بدلا من 42 ,4 :8 ريا بدلا من ما ,0ه » +4 ,كك ,4# 
بدلا من + ,© ,م . إذا رمزنا لقي المشتقة الجزئية 37 ء عند النقطة © بأنْها *8/«ة ء 
الخ » فإن ( 4٠‏ -5 ) تصبح ْ 


)40.6( 


01 0114 
ولاك ع9 > م4 


بالمثل » ( 2٠١‏ -7) تصيح 


وتكتب ( 40 - م ) على الصورة 


: مه 1 0 دعل 


31 82 7و3 ببق >< 82 عرق نوق 
وسيم (2 تق ركنة عق ديه 

برق وق " برق بورق 37 02 عق 3 
2١‏ م 2١‏ شم) -ه 

من رشايك عزة 82 2ق ب« 


فى هله المجموعات الثلاث من القوانين السابقة يكون من المهم التحقيق من أن كل الاشتقات 
الجرئية المشار إلما #سوبة عند نقط مناسبة . إذا معاملات #ك «نزك ... الخ تتحول إلى أعداد 

يمكننا التعبير عن معادلة ( ١ - 4٠‏ ) بمصطلحات اللصغوفة بقولنا أن الرامم (0) 2 
من (3 ,5) إلى (0 ,0ه) يعطى بالمصفوفة 2 6< 2 


بماق بواق 
(©) برج (©) يرق 0 وان] 


02 02 (©)2 (6)مه 
2 2 


)40.9( 


بالمثل ( ٠غ‏ - «) تؤكد أن الراسم (28)8 من (ي ,د) إلى (2 ,5 ,م) يععلى بالمصفوفة 
2 3 . 


“7 | [(م)يم (م)يم 
م ةة. رن ف إد]| )و (م)ءمد (40.10) 
20 100 
أخيراً » نزكد علاقة ( .4 م ) أن الرام (2)8"7(0 من (8 ,) إل (+ ,0 ,م) 
يكون معطياً بالمصفوفة 2 7 3 
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()+ج52)5(2 +  5.)0(1,)»‏ (5.)6(22)0 + )./17(ط)يكى 
 1)0017,)6( + 1:)5(2,)©(‏ (ع)ء2 (ط)ء1 + (ع)./171 (ط)ء1 
الى هى حاصل سرب المصفوفة الموجودة فى ( ٠١ - +٠‏ ) فى المصفوفة الموجودة فى 
٠0 (‏ - 9 ) بنفس الثر تيب 


26 + 22)0020  82)0017,)+ 00 


نظرية القيمة المتوسطة : 

نتعجه الآن إلى المسألة الخاصة بالحصول عل الخحالة العامة لنظرية القيمة التوسطة ( 81 5 ) 
لدوال قابلة للتفاضل فى ”8 إلى .26 . سيتضح أن تشابهاً مباشراً لنظرية ( 50 - )5١‏ 
لايكون صميحاً عندما 1 < © . من الممكن أن نتوقع أنه إذا كانت الدالة ر قابلة للتفاضل عند 
كل نقطة من الفراغ 220 بقيم فى الفراغ “2 » وإذا كانت 5 ,6 تنتمى إلى “2 ٠‏ حينك 
توجد نقطة © ( تقع بين 0,8 ) بحيث أن 

(ه -21)0()6آ - (ه)1 -(0)][ (40.11) 

هذا الاستنتاج يفشل حتى عند 2 عت ي ,1 حامر كا يتضح من الدالة كر المعرفة فى 3# إلى 22 
بالقانون 

(3د - عر ,تيدب ,د) > («)][ 
(©) “2 هنا دالة خطية فى 8 إل 802 الى ترسل عدداً حقيقياً غ3 إلى العنصر 

(ما(عء3 -1) ,لا(»2 -1)) > (م)(»)]/12 

الآن (0 ,0) ع (0)ث/ و (0 0) ح (1)لر ء لكن لاتوجد نقطة م بحيث أن 

(0 ,0) ع (بوازه) رم 
لأى قيمة العدد * غير صفر فى الفراخ 2 . إذن لابمكن للقانون ( )١١ - +٠‏ أن يظل 
صحيصاً فى أخالة العامة عندما 1 < © » حتى عند 1 ح مر . لكن » يك لتطبيقات كثيرة 
اعتبار الحالة الى عندها 1 د 4 وهنا يكون امتداد نظرية القيمة المتوسطة سبلا . 

٠‏ - 4 نظرية القيمة المتوسطة . نفرضص أن كر معرفة فى فثة جزئية مفتوحة 54 من 
الفراغ 20 وها قي فى 3 . ففرض أن الفئة 42 تحتوى النقطتين 8 ,© وجزء الخط المستقيم 
5 الذى يصلهما » وأن ثر قابلة التفاضل عند كل نقطة من هذا الجزء . حينتذ توجد نقطة © 
فى 5 محيث أن 

(ه -ط) )1 - (م)] - (0)] (40.11) 
البر هان . نفرضص أن ”22 ج 32 :ني معرفة بأنها 


يفف 


( © -ث5)ء + معط + وز - 1)- ())ي 
حيث أن 8 ع (1)ب ,4 - (9)0 و © 065)م عند [0,1]ع . بما أن الفئة 
الجزئية 52 مفتوحة والدالة © متصلة » فيوجد عدد 0 < ”ا بحيث أن ب ترمم الفترة 
(بد+1 ,-) إلى 2 . نفرضص الآن أن © جه (ب +1 ,-) :2 معرفة بأنها 
(ط)ا+ »2 -1))] - (0)م٠]‏ - )"1 
باستخدام قاعدة السلسلة ( أنظر ٠غ‏ - م (ج ) وأيضاً ع ) ينتج أن 
(()'م)(6 + 6( -1)) ]ما - ()”]ز 
(© -5()5 +06 -2/))1 - 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة ( ا - ١‏ ) إلى 4 ٠»‏ نستتتج أنه يوجد 
بحيث أن (م)" - (8)0 -(7)1 . بفرض 8ج ()ي اج ء نحصل عل (60©)0,1 
(1)0 -(1)ط - (م)1-(0)] 
(» -2/)0)5 - (م)" - 
وهو المطلوب إثبائه 


مع أن معظم الامتداد الطبيعى لنظرية القيمة المتوسطة لايكون حيساً عندما يكون مدى الفراغ 
هو 1< ,85 » يمكن وجود بعض امتدادات . وأحد هذه الامتداداث الأ كثر فائدة يعتمد 
على متباينة بالأحرى عن متساوية . 


4٠‏ د © نظرية القيمة المتوسطة . نفرضص أن "42-822 فثة مفتوحة ونفرض 
أن 86 ج-42:/ نفرض أن 92 تحتوى النقطتين 8 ,© وجزء خط مستقيم 5 يصل بين 
هاتين النقطتين » وأن كر قابلة التفاضل عند كل نقطة من 8 . حينئذ توجد نقطة م ى 5, 
بحيث أن 

|اله - ط)(ء)رطز| > إإ(ه)]- (رط) ,]| (40.12) 

ألبر هان إذا كان (»)كر ‏ (8)كر ح وبر المتجه الصفرى +ج2 » فإن النتيجة بسيطة , 
إذا كانت 40ملا نفرضص أن |ولز||زويا ,بر ونستخدم حاصل الضسرب القياسى فى 16 
لتعريف 8# ج 24:42 بأنها 

269 عند إبا١(<*)/-(2)«2‏ 
من الواضح أن 
إإله)] - (5)/|| ع« ٠‏ إ(م)] - (ط)]) - (ه)82 - (7)6آ1 
ومن السبل اتضاح ( أمرين 4٠‏ -ح) أن 
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٠ «1‏ ((4)(*) 1101 - ()(1211)0 
عند ”2ج ,ع حا . ينتج من نظرية القيمة المتوسطة ٠٠‏ - 4 أله توجد نقطة © فى 3 
حيث أن 
(ه-211)0)5 - (ه)21 -(11)0 
د« (1١‏ -6)(ع)[10 - 
إذا استخدمنا متباينة شفارتز وحقيقة كون 1 > || || جد أن 
إاله - 2/)0()5|| ك ١ ١‏ ((ه - 5)لء)/0) - |إره)م/-دم)م|| 
وهو الننيجة المطلوبة وهو المطلوب إثبائه 
ما أن القيمة المضبوطة للنقطة 6 تكون عادة غير معلومة © فإن النظرية تستخدم غالبا 
باستعمال الننيجة الآنية » الى يستخدم نصها مفهوم العسود لرامم خطى 2 من ”12 إلى 106 
المذكور فى تمرين 8١‏ - ل . من الضرورى فقط أن نتذكر أن ([هذ|| 34 > |](م).ة|]| نكل 
"ع4 » إذا وإذا فقط كان السود 34 > ورل1|| . 
4 - 5 نتيجة. نفرضص صسحة فروص نظرية ٠غ‏ - ه ونفرضس أنه يوجد 0 < 44 
بحيث أن 84 > مم|(*)/2] لحميم 8ع+ . حينئذ نجد أن 
ااه - ة| 34 ع إإه)م-رم)ر|| 
البرهان . بما أن [[» - 5 || بمإا(ء)/2| > إلاه - 2/)()5| .و بماآن 265 نحصل على 
اله - | 34 > إله - ط|| بمزا(ء)/ط]| > إإ(ه -م)ء)/|| > إاله)]- دة)ما| 
وهو المطلوب إثباته 


تبادل ترتيب التفاضل : 

إذا كانت ثر دالة لحا نطاق فى الفراغ ”22 و.دى فى الفراغ 2 » حينئذ ر بما يكون الدالة 
“ر مشيفات جزئية وأولية» عددها م © ترمز لها بالرموز 

0 يون 
ءءء و2 ,21 2 أو 12 

كل من المشتقات الحزئية هى دالة لها نطاق فق الفراغ 2خ ومدى ى 8# و لذلك كل من هذه 
الدوال م ربما يكون لها مشتقات جزئية عددها م . باتباع الرمز الأمريكى المقبول » سنشير 
إلى الدوال 2م الناتجة ( أو مثل هذه الدوال وجدت ) كامشتقات الحزئية من الرتب الثانية 
للدالة ر وسوف ثرمز ها بالآق 


فى 


5 0 
...1,2 زر دلقم ( 2 


مدن ؤدة 
ينبئى ملاحظة أن المشتقة المزئية المقصودة بأى من الرموز السابقة فى المشتقة الحزئية بالنسبة 
إلى را للمشتقة الخزئية للدالة كر بالنسبة إلى ,ند . ( بمعنى آخر : أولا ود ء ثم ر« ). 


مكننا بطريقة مشابهة » بحث وجود المشتقات المزئية من الير بة الثالثة وال لحا رتب أعلى . 
وكقاعدة » بمكن لدالة فى الفراغ ”82 إلى الفراغ 2# أن يكون لها ”م مشتقات جزثية نونية . 
لكن » توجد ملائمة ذات الأهمية وهى أنه إذا كانت المشتقات الناتجة متصلة فإن رتبة التفاضل 
ليست مهمة . وعلاوة عل ذلك لانقاص العدد ( محتمل تمييزه ) للمشتقات الحزئية من رتب 
أعلى » فإن هذه القيمة تزيل إلى حد كبير المطر من القييز الرمزى الدقيق نوعا ما والمستخدم 
لرئب مختلفة التفاضل . 


يك أن نعتير تبادل رتبة المشتقات الثانية باعتبار كل الأحداثياث الأخرى ثابئة » نرى 
أنه لايوجد فققد تحالة العامة لاعتبار دالة فى الفراغ 22 إلى الفراغ 8# . لكى نبسط رموزنا 
تفرض أن (بر,:) تشير إلى نقطة فى الفراغ 82 وسوف نوضح أنه إذا كانت ك/رير2 » 
“ريرظ » “ربرير2 مؤجودة وأنه إذا كانت “بير متصلة عند نقطة ع حينيذ تكو 
المشتقة الحزئية “ريري, 42 موجودة عند هذه النقطة ومساوية “رير2 . سيلاحظ فى مرين 
( ٠ةسش‏ ) أنه من الممكن أن كلا من كبري و “/يرير2 موجودة عند نقطة ومع ذلك ليسا 
متساويين . 


التبر ير الذى سيستخدم فى هذا البرهان هو توضيح أن كلا من هائين المشتقتين الحزئيتين 
اضتلطتين عند النقطة (0 ,0) هما مباية خارج القسمة 
)0 0ن +10 0( -(0 بط -0 2 
ع 


عندما تقرب (6 ,#) من (0,0) . 
٠غ‏ 7 مفترض . نفرص أن كر معرفة فى جوار 7 من نقطة الأصل فى 2ج بقيم 
فى # ٠»‏ وأن المشتفتين .2 ء م,,2 موجودتان فى /8 ء وأن “ريرر2 متصلة عند 
(0 ,0) . إذا كانت 4 هى الفرق الوط 
٠ +00, 0(‏ ,0)/- (0 ,)/ - (1 ب)ر ع ا ,5) م (40.13) 


فنجد أن 


لكك برنر - رن ,)رص 


ع 2002م 


1 


البرهان . نفرض أن 0 < ع وأن 0 < 8 صغيرة بدرجة أنه إذا كانت 8 > | | » 
8 > || » فإن النقطة (6 ,#) تنتمى إلى 07 وأن 
ع > |(0 ,0)طرررط -(ء! ,)ىرط (40.14) 
إذا كانت 8 > |2| فنعرف 8 عند 8 > |#| بأنها 
(0 ,)2 - ( ,ط)] > (ط) 8 
الى منها ينتج أن (8)0 - (8)8 -- 6 ,4)8 . حسب الفرض » المشتقة الحزئية ير 2 
موجودة فى /58 وإذن 8 لا مشتقة . بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة 7م - ٠‏ إلى 8 »ء نجد 
أنه يوجد عدد #0 عند | /|:> |80 | > 0 يحبث أن 
()/8م - (8)0 -(8)0 ع زا ,5) ل (40.15) 
( من الملاحظ أن القيمة للمقدار 0/ تعتمد على القيمة للمقدار / » لكن سوف لا يسبب هذا 
أى صعوبة ) بالرجوع إلى تعريف الدالة 8 » نجد أن 
(0 بوط) ]12 - (! ,وط)]ءط - (مط)'8 
بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على الطرف الأيمن للمعادلة الأخيرة ٠‏ نجد أنه يوجد عسدد م/ 
حيث |6 | > |م6 | > 0 بمحيث أن 
((مع! ,مط) ]رط )ءا - (مط)'8 (40.16) 
بربط معادلى ( 4٠‏ - 6ه١)‏ »)(.4 -5()» نستنتج أنه إذاكانت 8 >|0>|8 
ر5 > |6 | >0 » فإن 
رطاف 
(160 ,10[) درط 7 )رن 


حيث |6 | > إم» | > 4,0 | > |4 | > 0 . ينتج من متباينة ( ١84 - 4٠‏ ) والتعبير 


ع > )0 ساك 


عسا 8 >[|6م|>0 و 0>|4|>8. وهو المطلوب إثباته 


بمكننا الآن الحصول على شرط مفيد ( يرجم إلى شفارتز ) لتساوئ المزئيات اتخلوطة . 


4٠‏ -- لهم إنظرية . نفرضص أن كر معرفة فى جوار 87 لنقطة (ر ,*) فى 2ج بقيم 
فى 2 . نفرض أن المشتقات الحزئية إيرير2 ,ك2 ري 2 موجودة فى 87 وأن 6ر12 
متصلة عند (بر ,ء) . حينئذ تكون المشتقة الحرئية 10,6 موجودة عند (يز,<) ويكون 


ضرف 


)2 و*) / يزمر زر )أو برع 40 
البر هات . لا نفقد الخالة العامة إذا فرضا أن (0 ,0) ع (نز ,) وصوف نفعل ذلك . 
إذا كانت 4 هى الدالة المذكورة ف المفتر ضة السابقة » فقد لاحظنا أن 


كنم .. - 
1 رمسزل» 00 و0) ,10 (40.17) 


وجود هذه الهاية المزدوجة هى جزء من الاستنتاج . من الفرض » وير موجودة فى 87 » 
وإذن 


معدم ,زرو ,رط - رو عرص 1 لتكلك ون (و1.مم 


إذا كانت0 < ع » فيوجد عدد 0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت (5)8 > [ 2 | > 0 ٠‏ 
(5)8 >|»| >0 » فإن 


,ضام 
و > زو ,ن)رد عطاك 


أخذ الثهاية فى هذه المتباينة بالنسبة إلى 1 واستخدام ( ١ - 4٠‏ ) تحصل على 
© > |00 ,0 برط -((0 ,0ازيط - (0 بررط | 


لميع 8 الى تحقق (5)8 > |/| > 0 وإذن ٠‏ (82.,7)0,0 موجودة وتساوى 
(0,0 ) إزررر2 . وهو المطلوب إثباته 


مشنقات اعلى 
إذا كانت كر دالة لها ثطاق فى “22 ومدى فى 28 ٠‏ حينتئذ تكون المشتقة (0) /2 
لدالة حر عند النقطة 6 هى الدالة المطية ى “22 إلى 8# محيث أن 
لاعلا ء > اا(ء)ه)/ط -رء), -( +ع)ر| 
عندما تكون 2 صغيرة صغراً كافياً . هذا يمنى أن (©) “ر2. هى الدالة الخطية الى تقر ب بتدقيق 
أكثر من الفرق (6)/-(6+2)/ عندما 2 نكون صغيرة . تقود أى دالة خطية أخرى 
إلى تقريب أقل فى الدقة عندما تكون صغيرة . من هذه الخاصية للتعريف » يتضح أنه إذا 
كانت (©) 2 موجودة ء فإنها تكون بالضرورة معطاة بالقانون . 
م6(2)]م(1 2+٠ ٠١+‏ 0) ]رط - (ذ))/م 


حيث مم2 وميه ,21) داع فى 29 . 


خرف 


وبالرغم من أن التقريبات اللطية تكون بصفة خاصة بسيطة ومضيوطة بدرجة كافيسة 
لأغراض كثيرة » يكون من المرغوب فيه أحيانا الحصول على درجة تقريب أدق من التقريب 
الذى بمكن الحصول عليه باستخدام دوال خطية . مز من الطبيعى أن نرجع فى مثل هذه الحالات إلى 
دوال الدرجة الثانية » دوال الدرجة الثالثة » . . . الخ ء» لإحداث تقريبات أقرب . ما أن 
نطاق دوالنا هو الفراغ ”22 » فينبغى أن نساق إلى دراسة دوال خطية مضاعفة فى الفراغ 70 
إلى 8# ننقاش شامل اثل هذه الدوال . مع أن مثل هذه الدراسة ليست صعبة بصفة خاصة » 
فستأخذنا بالأحرى بعيداً إلى الحقل حسب التطبيقات المحدودة الموجودة فى عقولا . 

هذا السبب سنعرف المشتقة الثانية (ع)ثر 22 للدالة حر عند النقطة »م بأنها الدالة فى 
88 إلى © محيث أنه إذا كانت (2 ,ز) تنتمى إلى هذ! الضرب وكانت 
(م2 ,... رو2) عداع و )120 . ....و7) جد لز ٠‏ فإن 

ب#لا(ء) رطا 3 > (2 ,1221)()9 
فى مناقشة المشتقة الثانية» سنفترض ما يل أن المشعقات الحزئية الثانية للدالة كر موجودة ومتصلة 
فى جوار النقطة » بالمثل » تعرف المشتقة الثالغة (م) ثر 23 الدالة كر عند م بأنها دالة 
(2,0 ,لز) فى 20 »ا 27 )220 ومعطاة بأنها 
ارقلا( )لبط رق >( به ,)1ط 


سنفرص عند مناقشة المشتقة الثالثة أن جميع المشتقات الحزئية الثالثة للدالة ر موجودة 
ومتصلة فى جوار النقطة © . 


ينبغى الآن أن تكون طريقة صياغة المشتقات العليا واضحة ( من وجهة نظر الملاحظات 
السابقة. المتعلقة بتبادل رتبة التفاضل ٠‏ إذا كانت المشتقات الحزئية الخلرطة النائجة متصلة » 
فإنما لا تتوقف عل رتبة ألتفاضل ) . 
أحد الاخثر اعات الرمزية العميقة » نكتب 
١١0لا‏ وب) )1221 ع1 “(سم)/22 
10 ,فلا ونما)()1231 عه “(سم)2:1 


ساله لهاع هاه د هداس ساس هاس ساع. هد هس .ع و هد هن 


(*ى. .. ,لا وس)()121 1 “(م)1"1 


إذا كانت 2 -آم وإذا رمزنا تعنصر من الفراغ 22 بأنه (بر ,<*«) وكانت 60 ,8) ح بر 
فإن 0(2)() ر27 تساوى التعبير 


عا( )/ررط + عا1(ء) ]مط + )2 
يف3 


بالمثل » ف 09 231 وتساوى 
تعا(ء) ]ربط +112 () ]رى 3 + ع1:*1(») 3121 + ا ) إسسطط 
”"()() 27# تساوى التعبير 
00 هر + "70671 ١‏ ع )/....© 


+. ©] (1 

الآن وقد قدمئا هذا المفهوم فإننا سوف نثيت الخالة العامة والحامة لنظرية تايلور لدوال 
فى *8 إل © . 

4٠‏ - 4 نظرية تايلور . نقرض أن كر دالة ذات نطاق مفتوح 52 فى ”2 ومدى 
فى #2 ء ونفرص أن ث/ر لما مشتقات جزئية متصلة من درجة # فى جؤار كل نقطة على 
قطعة مستقيم 5 يصل بين نقطتين نا + جع -ثش ,0 فى 58 . حينئذ توجد نقطة © على فى 
بحيث أن 

11 2+ ()(2/)0 1 > + (ه)] - ( + »)رز 


"(م)() 101 + 0 ادا ا 7-1 يد 


البرهان . نفرضص أن م معرفة عند # فى 1 إلى # بأنها 
(مسع ع)# )1 
وحسب افر اض وجود المشتقات الحزئية للدالة كر » ينتج أن 
و()( + ع)][7 - 6)"] 
أ(س)(مه جه)]*ط د )كع 


“(م)(يه +7"]1)4 د رار 
'إذا استخدمنا ترجمة نظرية ثايلور +” - ١‏ ابعد واحد للدالة م فى 12 » نستلتج أنهويوجد 
عدد حقيق 40 فى 3 محيث أن 
0 5-11 1 / 
)»م + (0) مرحتية .+ 0م + رميس - (1) 


إذا وضمنا :64+28 -©6 ع حيلئذ ينتج المطلوب وهو المطلوب إثباته 


10 


تمردد دفلات : 

٠غ‏ - (أ) إذاكانت *ن+* -(ور ,)زم و (3-غ2 ,1+:3)-0)ع © تفرض أن 
(0)و*ير ح- (م)مء احسب (472)4 بطر يقتين مباشرة و باستخدام قاعدة السلسلة . 

٠م‏ - (ب) إذا كانت ترد حت (نر ,)كر و (25+31,45+4)-5,4)ع © لفرض 
أن (2 .,ى) ع"ثر ع 2 ,د) 17 0 أحسب “قيوط ,آار2ط2 بطر يتين ميساشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 

٠١‏ - (ج) إذا كانت تبرع - (2 ,تر ,»)كم و (35+568,1) 60م اء 
نفرضص أن (4 ,ى)ه”ثر ح ( ,ى)/ » احسب 227 ,217 بطر يفتين مباشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 

4٠‏ - (د) إذا كانت + مبرا+ بم - (2 ,8 ,)م 

و (4 838 ,/ 205 ى للأق رى 008) > (غ ,داع 
تفرص أن (,ق)ع”ثر ع ( ,)م . احسب 2247 ,24 بطريقتين مباشرة و باستخدام 
فاعدة السلسلة . 

وم سم )2 إذا دارت المحاور الكار تيزية ف المستوى بالزاوية ل © فإِن الإحداثين 
الحديدين «,ة لنقطة تر تبط بالإحداثين الأصليين ز[ ,ا بالعلاقتين 

0 ذم + 0 اكتو نه > ل 6 هلة ع - 0 وم هر ح عر 
تفرض أن 8 ج+-22:/ قابلة التفاضل فى 8*7 وتفرضض أن (بر,*#)/ر 2ت (ارن) 2 
لكل بر,د . أثبت أن 
*[(0 3 ) ]وط] + :[(لا ود) ل ط] ع *[(ه ,من)تقوط] + *[(ط ,)قرط ] 

م - (و) نفرض أن 6 +-*8:م قابلة التفاضل فى +8 وتفرضص أن 
8 + 8 <(»+ ,0): م ١‏ معرفة بأنبا (0 هلع م ,8 008 م) ع (0 ,2)7 ونفرض أن ٠‏ 
وار ح م . احسب 7و2 و و8 ووغضم أن 

*[(4 هنه : ,4 همه مال > *[(0 رو)ظرص] يذج ةزر( ,برص 
*[(0 هذه + ,4 ومه م) إرط]+ 

| - (ز) نفرضص أن #8 جح 8#:/ قابلة للتفاضل ى 2# . 

(!) إذا كانت (برءت) كرح (بر ,)م ء فإن ‏ (رز ,)يهم ح رو ,)هع 
لحميم (ر ,) . 

(ب) إذا كانت (ترط + #هم)كر ع (بر,«)م احيث ‏ 66 5ر.ه فإن 
(ط ,6د) 17 2ه ع زر ,)يهط لمميع (ز ,») . 


نارف 


(ج) إذا كانت 29+ 7627-22 فإن (بر,ع) 1# وعد - (بر ,ء) طبر 
لحميم («رءوح) . 

(د) إذا كانت 92-.22) >( )مط فإن 0- (ن روطع +( ,)10,2 لحميع 
(«رع) . 

٠‏ - (ح)نفرض أن “8# م ونفرضص أن © نقطة داخلية من 4 . تفرص 
أن مم بر معرفتان ى 4 إلى “8# وقابلتان للتفاضل عند © . إذا كانت # هه :ا 
معرفة بأنبا («)ج . (#)ثر - (*)8م لكل 4ع* ء أثبت أن # قابلة للتفاضل عند © 
وأنه إذا كانت “عن » فإن 

((م)(ء)ع) ٠‏ )1+ (ع)ع ١‏ ((د)(ء)/0) - (م00) :121 

. (ط) عبر عن ننيجة أمرين ٠م - ح بدلالة دوال الإحداثيات‎ - +٠ 

٠‏ - (ى) نفرض أن 8ج 4 ونفرض أن © نقطة داخلية من 4 . نفرضص أن 
"8ح 4:/ قابلة التفاضل عند © وبحيث أن 1 > ||(*)/ || عند هرع+* . أثبت 
أن 0 حخرى؟ . (0)ث/ر حيث كرى9 تشير إلى ميل الدالة كر عند 6 ( انظر مرين 8م ب 
ى ). فسر هذه النتيجة هندسيا . 

٠٠‏ - (ك)نفرضي أن 18ح 10:/ (موجية) متجانسة من درجة / ممعى أن 

()/" - )م عند 0<ا عي 

(أ) إذا كانت ث قابلة للتفاضل فى 820 ء أثبت أنها تحقق علاقة أويلر(*) : 

() رظي + +٠ ٠ ١‏ (ع«) رطع ع ردال) 
لمميع (م,... وو ] عت ير فى “8 حيث .#0« . 

(ب) وبالمكس » نفرضص أن ثر تحقق علاقة أويلر ونفرض أن 0يبرع ,87 ع6 
نفرض أن (40)ر > (4)م عند 0 < م ووضح أن (6)ه/ > (2)ج/ عند 0 < / , 
استخدم هذا لإثبات أن الدالة كر متجانسة من درجة / . 

٠‏ - (ل) نفرض أن “#حم:ر 80 جم ولفرض 9 الدالة 28ح (ه)م:جع 
هى الدالة المكسية الدالة كر بمعتى أن : 


(*) ليونارد أيلر ( 17.0 س 8م7١‏ ) ء من أبناء بازل » تعل هم يوهن برنوى . 
أقام سنوات كثيرة فى البلاط الملكى فى بيتر زيورج » لكن هذه الإقامة قطعت مخمس 
وعشرين سنة ى برلين بالرغم من حقيقة أنه كان أبا لثلاثة عشر طفلا وأصبح أعمى كلية 
فقد كان قادرا على كتابة أكثر من ممامائة محث وكتاب و أعطى مساهمات أساسية لكل فروع 
الرياضيات . 
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(- (بر)رهم" 2 << (ج)عه[ 
لكل عير و (4)/ع2ر . إذا كانت ثر قابلة التفاضل عند نقطة 4جعهم وإذا 
كانت م قابلة للتفاضل عند (©) كر ح 58 ء أثيت أن الدالتين المطيتين (8)ه2 و (2/)4 
تكون كل مهما الدالة المكسية للأخرى . أى أن » (4) 2 " (ط)ع2 و (ط)ع<« * (م) م 
ها المحايدات فى "8 . ١‏ 
٠5‏ - (م) نفرض أن “© + ”280-28 8:20 خطية ثنائية بمعنى أن 
:8 ,)قط + (ج ,)8ه > ز ,عط + 2ه)18 
98 ,ند) 68 +( ,:) ظله > (أووط + وه ,)8 


. 568 وجميع رز ,* ,د فى «ج08. من الممكن البرهنة على أنه توجد 

0< كا بحيث أن |إس || |]ىة > ||( ,)8 لميع بر,ج فى مم . بفرض 

هذا . أثبت أن 8 قابلة التفاضل عند كل نقطة ‏ ”#2 - 20ز »8 ع( ,») - وأن 
(ا ,لا) 8 + (2 ,<) 8 > (ط بنا)(ا ,)128 

حميع (7,ن) فى 2 ع نج برمجر 


- (ن) نفرض أن #4 جب 8:20 ضطية ثنائية بالممنى المذكور لى 
القّرين السابق ونفرض أن (* ,*)8 ح (بم)م لكل “#رع» . أثبت أنه إذا كانت 
"غ1 عن 1 فإن 

(1) (م)م تمع (وم)م لكل هعء, . 

(لأ) («)(م)و2 - ( ج801 + ( 8):6 - ()() وم 

(نكة) (م)ع + (ب)(م)وط + رمع - ريا + جاع 

وبالإضافة إلى ذلك ء إذا كانت 8 متاثلة ممنى أن (عد ,بر)8 ح- (بر ,)8 فإن 

(177) (ن,ء»«) 28 ع (ه)(عد)عم 

. (م)‎ +٠ (ح) مستخدما‎ - 4٠١ (س) اعط برهانا لقرين‎ - ٠ 

م - (ع) نفرض أن ”2 42 مفتوحة ونفرص أن 24 جب 2:/ قايلة لاتفاضل فى 
99 . نفرض أن ( ,4) -- 7 قترة مفتوحة فى جز ونفرض أن *2 +-1:م قابلة التفاضل 
فى /# وصحيث أن 292 )ع , إذا كانت 6ه ج15:عه/ - 0 أثبت أن 

((ع'ع)((ع)ع )2ط )م 
٠م‏ - (ف) نفرض أن 42-28 مفتوحة ونفرض أن “8# +-2/:92. تفرض 
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أن 42 تحوى النقطتين 8 ,© وقطعة خط 5, واصلة بين النقطتين » وأن الدالة كر قابلة 
للتفاضل عند كل نقطة من 5 . أثيت أنه يوجد رامسم خطى 5 +<1.:8*2 بحيث أن 
( -ف6)ط > (ه) ر- (ة) زر 

٠م‏ - (ص) تفرص أن 42-2 فتتمتصلة مفتوحة ونفرضص أن +8 جه 2:/ قابلة 
للتغاضل فى 92 . إذا كانت 0 ح (*«)كرظ لكل ©ع+ » أثبت ان (تز)ير ل (#) عر 
لكل 4ع« ,* . اثبت ان هذا الاستنتاج رما يفشل إذا كانت 52 غير متصلة . 

٠‏ - (ق) نفرض أن "32 خلية مفتوحة ونفرض أن #ج 3:م قابلة 
للتفاضل فى ى . وضح أنه إذا كانت المشتقة الخرئية 0 > (*)/ر ,2 لكل 37> * » حينئذ 
كر لا تعتمد على المتغير الأول بمعنى أن 

( و .ل وم )رت 30 و ل بوك 361) ] * 
لأى نقطتين فى ى الى الإحدائى الثانى » . . . » الإحدائى الذى رتبته م تكون متساوية 
٠م‏ - (ر) وضح أن الاستنتاج للتمرين السابق ر بما يفشل إذا فرص أن /ر ليست خلية . 
4 - (ش) نفرض أن 8# :م معرفة بأنها 
,(0 ,0) 6(« ,) 105 مبييد >2 )زر 
(0 ,0) > (2,9) .]1 0- 
أثبت أن المشتقتين الخز ثيتين الثانيتين ./ يري و ك“ريرير2 موجودتان عند النقطة (0 ,0) 
لكن ليسا متساو يين . 

٠‏ - (تث) استخدم نلرية القيمة المترسطة لتحدد بالتقرب المسافة من النقطة 
( 3.2,4.1 ) لنقطة الأصل .' اعط حدود اللطأ لتقديرك . 

52 (ث) إذا كانت ”8# 42 مفتوحة وكانتك #5 ج42:/ . لفرض أن‎ - 4٠ 
تحتوى النقطتين 8 ,© وقطعة اللحط 5. الواصل بين النقطتين » وأن ثر لها مشتقات جزئية‎ 
متصلة ى 5 ..أثيت أن‎ 

ع (ه - ط)((ه - ط): + هط ' | - (ه)1 - (1)0 


1 (خ) نفرضى أن # ح 8:ج ,1 الها مشتقات ثانية متصلة فى‎ - ٠ 
إذا كانت عه وأن (به ج)ع+(نه+ ع - زا )نت‎ )1( 
) أثبت أن 8# ح#7: تحقق ( معادلة الموجة‎ 
710 ,(ا)غارر10 > («( ب3)هةء‎ ١9( 
. لحمييم (ط رخ‎ 
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(ب) إذا كانت (27-ع)ع +(22+<3) >( ,)5 أثيت أن 0:81 
تحقق المعادلة 
0 -(18 ,0)3ر,310-(7 3)نهى42 - (8 ,)480 , 
لكل («ر,») . 
ماس 0( إذا كانت 8 :1:12 ها مشتقات جزنية ثانية متصلة وكانث. 
(0 هله م ,0 08هم)ي - (0 ,)م عند 96# ,0<م ء أثبت أن 
(0 ,)برط .+ (6 ,»)عبط 1+ (9 ,)تقبط - (نا .:) ]يرط + (و :)1ط 


(0 ,»)تلاط يل + ((0 ,م)”1بطم) 2 1 - 


حيث 6 وزو م < بز ,0 ومن م > بر 


مشروع : 

٠‏ - » (هذا المشروع هو تعديل لطريقة نيوتن التقليدية لتحديد المذور عندما يكونه 
جذر قريب بكفاية معلوما ) . نفرص أن ثر معرفة ومتصلة فى فثة مفتوحة تحتوى عل الكرة 
المغلقة. (7 > |إمند- ]: "8 > «) - (م),8 بقيم فى #20 . تفرص أن كر تابلة للتفاضل عند 
كل نقطة من (0«)م8 وأنه يوجد عدد © » حيث 1 > © > 0 + وراءم داخل خمى, 
جب »بل ميث أن 607 -1) ك إلم:)ز»5| وأن 

© ك م|(:)/2 1١‏ -1|] عند ).8 ع 

(1) نفرضى أن “8 + ).8:ج عمرفة بأنها («)ره"1- +ع («)ع عند (:),ء + 
أثبت أن م قابلة للتفاضل عند كل نقطة من ).8 وأن تتقلص يم مغابت 1 > © ( انظر 
+؟-4) فى 20ر8 . 

(ب) عرف (ب)ع-,ج و (6)م دج عند لزعم . وضح أن 
امه - .دا ”© > | -..مل| وإذن ينتج أن "© ك لد ديذلا عند 0 < : < م . ومن ثم 
؟ > معد - || عند ملعاو 0,1 دز 

رج أثبت أن (م*<) متتابعة كوشى ومن ثم تقترب إلى عنصر (م<).8 مج »2 بحيشه 
أن *-(2)م . وبالإضافة إلى ذلك » نحصل عل التقدير +*© > | - نأا 

(د) وضح أن 5-0)م1 وأن + هو المنصر الوحيد فى (م*).8 الذى عنده 
تتلائى كر . 


رف 


الباب الحادى والاربعون ‏ نظريات الراسم والدوال الضمنية : 

نفرض أن 2 فئة مفتوحة فى "جر ونفرض أن ثر دالة بنطاق 292 ومدى “م ه 
لا نفرضس أن © > م ما لم توجد إشارة خاصة . سيتضح ء تحت فروض سينص عليها » 
أن يشار إلى ٠‏ الخاصية الموضعية » للراسم كر عند نقطة 52 © بالرامم الخطى () 2 

بدقة أكثر قليلا . 

(1) إذا كانت كم ء (2/)0 ادخالية (س واحد - واحد) فإن كر ادخالية 
فى جيرات صغيرة للنقطة © » : 

(11) إذا كانت يو < م وكان (2[/)6 رامما فوقيا (- يرمم "82 فوقيا إلى18) » 
فإن الصورة تحت ثر الحوار صغير النقطة © هى جوار للدالة (©)/ر؛ وأن 

(111) إذا كانت © ع- م وكانت (2/)6 تناظر أحادياً ( > واحد - واحد وفوقيا ‏ 
عكسيا ) » حينئذ /ر ترمم جوارا 87 للنقطة © فى نظام واحد - واحد فوقيا إلى جوار لآ 
الدالة (6)ر . توجد فى حالة (أل3) ء دالة معرفة على 7 عكس تقييد الدالة كر إلى ل . 

'كنتيجة هذه النظريات للراسم سنحصل على نظرية الدالة الضمنية الى هى إحدى النظريات 
الأساسية فى التحليل والهندسة . نقدم أيضاً نظرية باراءكرية مفيدة والنظرية اطامة للرئبة , 


الصنف (02)2 : 
محرد وجود المشتقة ليس كافيا لأغراضنا ء تحتاج أيضاً إلى اتصال المشتقة . لتذكر أنه 
إذا كانت 86 ج-42:/ قابلة للتفاضسل عند كل نقطة من ”28 52 ؟ فإن الدالة 
(«)ثر 2 جعر راسم من 2 إلى المجموعة (25 ,2)325. لحميع الدوال الحطية من ”1 
إلى 325 . من الملاحظ فى باب 7١‏ أن هذه الفئة (84 ,”9)127 هو متجه فراغ ؛ لاحظتا 
فى تمرين -591١(‏ ل) » أن هذا الفراغ هو فراغ عمودى تحت العمود 
(1 > ااا .2 ع ع : |ا(«) ا مده > ممإاكاا (41.1) 


9 - ! تعريف . إذا كانت 52 مفتوحة فى 829 وكانت 225 ج-42:/ ٠‏ نقول 
أن كر تنعى إلى الصف (14)2© إذا كانت المشتقة (*«)/2 موجودة لكل 4ع 
وكان الراسم ()/2 حدير من 9 إلى (4©2)88,12. متصلا تحت العمود ( 1-41 ) . 

نتذكر من مثال و" - م ( د) ء أنه لكل © ٠»‏ بمكن مثيل المشتقة (*)/10 
براسطة م 6 © مصفوفة يعقوبية [0)/ررم] 5 ومن ثم مثل (:)/2 - )جر 
بالمصفوفة ب ©< © . 

[(2:1:0 - (»«) رط] 
1 


ينتج الآن من متباينة ( 8١‏ س ه) » أن 
"["دمه- ممما ب | > مادورص- مره 


وإذن يدل الاتصال لكل من المشتقات الحزئية 106 فى 52 على اتصال (*)/(1 جاير 
سنتر ك للقارئّ إثبات أن المكس هو أيضاً صحيح » وإذن تحصل على التتيجة الآنية . 

١4-؟نظرية.‏ إذا كانت ”1 ج42 مفتوحة وكانت 25 ج 429:/ قابلة للتفاضل 
عند كل نقطة من 52 » فإن ك/ر تنتمى إلى صئنف (01)52 إذا وإذا فقط كانت المغتقات 
الحخرئية ...1 >[ ,و ,... ,1 >1 ,و2 قدالة كر متصلة فى 92 . 

سوف نحتاج إلى المفترضص الآنى » الذى هو مغايرة لنظرية القيمة المتوسطة . 

9 -# مفترصس . نفرضص أن "4226 فئة مفتوحة وتفرض أن *8 +-42: / 
قابلة للتفاضل ى 29 . نفرص أن 52 تحتوى على النقطتين 2,8 وقطمة خطية 5 تصل 
بين هاتين النقطتين ء و نفرضص أن 20642 . حيئئذ نجد أن 

(وم||(مج )رط - («)ترص) مد ااه - م ك اله - ط)لمج)لط -(ه) - (ة)ر| 

البرهان . نفرض أن “2 ج 2:ج معرنة عند 1242© بأنها 

()() ]12 -(2)] > (داع 


بما أن (مع) كرظ خطية » فينتج أن (م)/2 -(+)/2 - (م)وط عند 42> 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة ٠غ‏ - ه ء نستنتج أنه توجد نقطة 5ع ح بحيث أن 


|ا(م)ع - (ط)ع || > إإ(ه - ط)(مء)/ط - (م), - (ط) را 
أله -6)((مء)/ط -رء)/2)|| > إإره -شة)(ء)و || ع 


(ممإا(مء) زط - رء) رصا مد اله - مل رفو لغرب قال 


النتيجة الآنية هى المفتر ض الدليل لنظريات الراسم 
١‏ - 4 مفترص تقريبا. نفرض أن ”2 92 مفتوحة ونفرض أن “2 جه 42:/ 
تنسمى إلى الصئف (602)2 . إذا كانتت 0652« وكانت 0 <عج »© حيئثة توجسد 
0 < (رع)ة نحيث أنه إذا كانت .1,2 -<ع ,(ع)8 > امد -هندا| ء» فإن 9ع« وأن 
أاد - ديا|| م > |إلم«- )م2 - نوع - زمر (41.2) 
البرهان.. بما أن (جرمكر2 ج عر متصلة ى 52 إلى (225 ,9)32 ء بإعطاء 0 < 6 
توجد 0< (8)8 20 بحيث أنه إذا كانت ()>||م - اا فإن ©عغ ١:‏ وأن 


ب 


ع > مم||(ه:<:) ]19 -()/72|] . نفرض الآن يد ,د تحققان (8)8> |و< - .| فينتج أن 
قطعة اللبط المستقم الذى تصل د » 1د تقع داخل كرة مغلقة مركزها و*# ونصف قطرها 
(8)8 » أى داخل 2ك . استخدم الآن مفترض ١غ‏ 0م تمصول عل الاستنتاج المذكور . 

وهو المطلوب إثباته 


نظرية الراسم الادخائى : 

سنوضح الآن أنه إذا كانت ثر تنتمى إلى الصنف (1)9© وإذا كانت (2/)0 
إدخالية » فإن تقييد الدالة كر لحوار مناسب للنقطة © يكون إدضاليا . 

سيتذ كر القارئ الم بعلامة « الرتبة » نتحويل خعلى » أن *2 + 31:87 نكون إدشالية 
إذا وإذا فقط كانت رتبة > م (8ة) 

/:92 + 8" 0ه نظرية راسم إدخالى . نفرض أن "2 2 مفتوحة ,» وأن‎ - ١ 
8 < 0 تنتمى إلى صنف (5)92© ء وأن (2/)6 لك إدخالية . حيئثذ يوجد عدد‎ 
» بحيث أن التقييد للدالة كر إلى (8 ك ||ء - | : ”28 ع «)- ,8 إدغالى . وبالإضانة إلى ذلك‎ 
28.3“ يكون عكس التقييد ,8 | م هو دالة متصلة فى 26 (:8)/ إكى‎ 

البرهان . بما أن الدالة المطية (6) 2 ح لك إدخالية ٠‏ فينئج من نتيجة 7-77 أله 
يرجد 0<م حيث أن 

"8 ع برعم إإلب)زء)#ط(| > اإمزام (41.3) 
نستخدم الآن مفترض التقريب +1١‏ - 4+ حيث + حاج لمصول على عدد 0 < 8 بحيث أنه 
إذا كانت 2 ,6-1 ,رق > [ء - يدا فإن 

اد - معدا| 39 ك |إ(مء - ,عط > )م - (ع«) را 
إذا استخدمنا متبايئة المثلث للطرف الأيسر ذه المتبايئة » نحصل على 

الدع - بعدا| ,5 ك |إلء«)م - (ع«)م|| - الود - دع«)يآ|| 
إذا ربطنا هذا مم ( 41 - 0 ) حيث ديح ريد ين » نحصل عل 

)م - زع )مالع المع - | 4 (41.4) 
عند م8 يد . هذا يبرهن أن التقييد للدالة /ر إلى ,8 إدخالى ؛ ومن ثم يكون لذا القيد 
دالة عكسية سوف نرمز ا بالرمز يم . إذا كانت (:8)/ © علا » حينئة توجد نقط وحيدة 
(ود)ع حد يعد فى .8 محيث أن (ين)/ - ءا . ينتج من ( ١غ‏ - 4) أن 

[إعد - دن[| (م/2) > |الدرمع - دعا 
ومنها ينتج أن ' (:8 | /) > م متصلة بانتظام فى (86)/ إلى ”8 .2 وهو المطلوب إثباته 


6 


نلاحظ أننا لا نختاج لتعريف ج فى حوار ()ثر ؛ أى أن ٠‏ ()ثر لا تحعاج لأنه 
تكون نقطة داخلية من (.8)/ - لهذا السبب لا بمكننا عمل أى فرضص عن قالمية التفاضل 
لدالة بم . ستثبت فييأ بعد نظرية عكسية أقوى تحت فروص إضصافية . 


نظرية الراسم الفوقى : 
النتيجة الآنية تتيجة زميلة نلرية الراسم الإدخالى . تثيت هذه النظرية » الى ترجع إلى ل. م. 


جر افز(*) أنه إذا كانت في سين (1)92© وكان الراسم (6) 2/2 لبعضضن ,42 © 
أى أن كل نقطة من 1+4 الى تنكون ملاصقة قة بدرجة كافية إلى الدالة (0)ر عر الصررة تحت عر 
لنقطة قرب © . 

سيتذ كر القارىء الم بعلامة 0 رتب » لتحويل خملى أن الراسم #٠‏ جه 1:25 يكون 
فوفيا إذا وإذا فقط كانت رتبة م ع 4 -(.1) 

4١‏ -5 نظرية الراسم الفوق . نفرض أن “42-2 مفتوحة ونفرضص أن 
#5 + 2:42 تنتمى إلى الصنف (1)42©) , نفرض أنه عند يعض 42 جع ء تكون الدالة 
الفطية (0) 2 حرق فوقية الفراغ “24 إلى "16 . حينئذ يوجد عددان 0 < 72 و 
0 < » عيث أنه إذا كانت 2ه > |(ء)/ برا و 5 عور 
فإنه يوجد 42> محيث أن >-(*)مر و »> |ء- | 

البر هان . ما أن .م فوق ٠‏ فإن كلا من المتجهات الأساسية 

(1ى... ,0 ر0) 2 وهر... و(0 و..ء و1 و0) حد يع ,(0,... ,0 .1) دع 
فى 24 هو الصورة تحت 22 لتجه ماى ”22 » مشلا بلة.. . . ردنا ورية ٠.0‏ تفرض الآن أنه 
"2 جه 24 :34 هى الدالة المطية التى ترمم ور إلى ره عند © .... 2 ,1 حدارء أى أن » 


سه يل - (عه )لد 
ينتج أن 34 * هو الرامم امحايد فى 326 » أى أن ب > (1.84)0 لكل “8 © لا . إذا فرضنا 
1/2 
[تاسا ]د 
(*) لورانس م. جرافز ( 1417-1445 ) ولد ى كانساس © لكن أرتبط بجامصة 


شيكاغر لشنوات كثيرة كطالب وكأستاذ :ون يونا عرض يه ساغتا افا لمكتل الدالى 
و حساب التفاضل و التكامل للمتغير ات . 
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حينثئا يدل تطبيق متباينى المثلث وشفارتز على أنه إذا كانت ©8:6ه :7 - بر ع فإن 
لاسا زءها يق > ا(وممل 


إتاسابة] إنما اع 


لا«د| مع 
حسب مفتر ص التقريب 4-41١‏ يوجد عدد 0 < © بحيث أنه إذا كانت 
2 > به > | -ءدا| » فإن (61©غ< وإن 
لد - ١هي||‏ جكج > |إ(مد- بع)سط - (م>)ر - ()ن| (41.5) 
نفرض الآن (» > |ه - |: ”2ع «) - 8 ونفرضص أن "85 6( بحيث أن 
> ||(6)م- «]] . سنوضح أنه يوجد متجه بد حيث .8 © * بحيث أن (#) رح بز 


تفرض أن © ح م وتفرض أن ((8409-1)0+م: > 1 بحيث أن 
© > |[(0»)/- | « ع ام - | » ومنها 


1 
+( -1) داه-.ما 1م >> لمه-:| 


نفرض أن مل ١...‏ ودلا ,60 *ت © قد أشتير ث بالاستنتاج فى ”20 بحيث أن 


(“1/2 -1) > |إء يندز ,*2/» > |إد_يود - يندا (41.6) 
عند 2-1,...,7 . نعمرف الآن (1 < 2) يبد بأنها 
[(دسدة - )س1 - (-منة)] - (.2) ]14 - ميد حت بم (41.7) 


ينتج من (41 - ه) أن 
|[لد-منة - مد)سط - (ضمد)م - (منة)ي|| ”كك إأمند - دممنة|| 


م - ماج > 
و إذن ينتج أن '*"2/ه ع ("2/به)ة ك |إمند - دممند||و أن 
لاء - دلا+ الم مدد|| ك إإء مد 
(”1-1/2) +( *"2/مه) > 


و(*"1-1/2) - 
مما يثبثت ( 5-41١‏ ) عند 1 -4 © > عل . لذلك » ممكننا بهذه الطريقة تركيب متعابءة 
(ضسا)افى .8 . إذا كانت م < هم ٠»‏ فتجد أن 


1 


[لد- مهد | + +١ ٠ ١‏ اإمممكة - جم || + |[دممنة - مد( كك |إمد - || 


0 :0 06 0 
١: * 22 52‏ 1 تجمج روج كد 
ينتج أن (.) هى متتابعة كوثى فى ”22 ولذلك تقترب إلى عنصر ما ير . بما أن 
©("1/2 -1) ك [[ه - .| » فينتج أن »هد زء- عا لى أن مظهعع . 
بماأن ((2804)2-700 -م»-رير » فينتج آن 
(3)] - « - ((ه) - 1.0140 - (م- )رآ 
و بالإضافة إلى ذلك » نجد من ( 41١‏ بن ) أن 
[(م< - )مط -(-مد)] - (,<)[] 14 ه.1- - (,ع - بب, )رآ 
[(مة - .)مط - (ينة)] - (,) وح 
[(-مة) - (<)/]- 0ن - ,)1 ع 
بالاستنتاج نجد أن 
(-)] - نز > (مند - ).1 
ومنبا ينع أن (*)/ (.2)/ 110 - رز وإذن تكون كل نقطة بر تحقى 
ك |(»)/ - || صورة تحت ث/ر لنقطة 2 © بد حيث © 5 |[ - * || . 
وهو المطلوب إثباته 
١‏ - 7 نظرية رأمم مفتوح . نفرض أن "18 42 مفتوحة ونفرص أن 286 ج-42: / 
تنتمى إلى صنف (1)62© . إذا كائت المشتقة لكل (*) “2 لكل 42 © ب« فوقية » وإذا كانت 
(9 ح 0 مفتوحة » فإن (©) / مفتوحة فق 1 . 
البرهان . إذا كانت (©)/ء 5مء فإنه توجد نقطة 6اعع بحيث أن م ع )ير . 
ينتج بتطبيق نظرية الراسم الفوق ١‏ - 5 على © |ثر انه توجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 
8 ك || 6 - « || حينئذ توجد © © عد بحيث أن (+) كر -- بر . إذن (©) '/ر مفتوحة فق 24 . 
المطلوب إثبانه 
النظرية العكسسية : 24 
سر بط الآن نظريى الرامم فى حالة وي - م . مفروض هنا أن المشتقة (©) 2 مفروض. 
إدعالية . هذا محدث إذا وإذا فقط كان للمشتقة (©) كم عكس الى تكون بدورها صميحة 
إذأ وإذا فقطظ كانت قيمة محده جاكوبيان 
[(©)رظ] اع > [(ء) ترط ] عمل ع رعارل 
تختلف عن صفر . 
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سيذكر القارى المم بعلامة ه رتبة ه لتحويل خطى أن +2 ج 1:2 إدخالية إذا وإذا 
فقط كانت رتبة 4©-م-() 

ينتج من أتصال الدوال الحزئية واأنحدد أنه إذا كانت (4) 2 لها عكس » فإن () (2 
لما عكس عند بد اللاصقة بكفاية إلى © . 

4١‏ - م نظرية عكسية . نفرصس أن "0 مفتوحة ونفرس أن "8 ه-99:/ 
تنتمى إلى صنف (42)*© . إذا كانت 2 ©© م محيث أن (©) “2 إدخالية » حينئذ يرجد 
جوار مفتوح 7 النقطة © بحيث أن (7])ر ‏ 7 جوار مفتوح للدالة (6) كر والتقييد للدالة و 
إلى تاإدخالى إلى /7 فوقياً بعكس متصل ع . و بالإضافة إلى ذلك تنتمى م إلى صنف (01)37© وأن 

لامر مم “[((00ع)/6]- (با)عط 

البرهان . من الفرضص (©) “2 - لك إدضالية » وإذن تدل نتيجة +7 عل أنه توجد 
0< م نحيث أن 

"ع عه |(2)©)/|| ع اعاا+2 
بما أن /ر موجودة فى صنئف (01)62© » فيوجد جوار التقطة ع الى فيها تكون (+*) “2 قابلة 
للمكس و تحقق 
“اع عم [إزرع)رع«)رط|| > اعزاء (41.8) 
حصر انتباهنا أيضاً فى جوار 17 النقطة © الذى فيه تكون الدالة كر إدخالية والتى تكون محتوية 
فى كرة مركزها © ونصف القطر » ( كا فى نظرية الرامم الفوق ١غ‏ --8) . حينئذ تكون 
(0) رح 38 جواراً لدالة (©) كر » ونستنتج من نظريات الرامم السابقة أن التقييد 77|/ 
له دالة عكسية متصلة ”8 ج-/7:ع . 
يبق أن نوضح أن بم قابلة قتفاضل عند نقطة إختيارية ‏ /لاعربو . نفرض أن 
2 © (ردر)ع ع يعد ٠»‏ بما أنثر قابلة العفاضل عند نء » فينتج أنه إذا كانت © + » فإن 
()هة [إدعد > عد|| > زد - )زع )لط - رو ) - («)] 
حيث 0 |إ(*)»|]| عندما وب جد . إذا فرضنا آن و84 هى الدالة المكسية للدالة المملية 
() رم 2 فإن 
[(<- )14,110 د 
[()ه زد - | - جر - )م ]ر4ة - 
إذا كانت 17 ©* » فإن («)يم ح »د عند قيمة ما :/7 © ()/ - ١‏ ؟ و بالإضافة إلى ذلك 
(:«)ثر ح يبر » لذلك بمكن كتابة هذه الممادلة ى الصورة . 
(() )14 ارعس عد | ب ريو - )84 - )ع -(8)م 
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مما أن (و») 6ر2 إدخالية » فينتج كا فى البرهان لنظرية الرامم الإدخاق ١غ‏ - ه أن 
لص - | 4 - إإ(-)ر - رمن > زاج - ورا 
بشرط أن 'ز تكون ملاصقة يكفاية إلى ول . وبالإضافة إلى ذلك » ينتج من ( 4١‏ - م ) أن 
أأمنا| 1/0) > [(سركة] نكل ”ع . وإذن نجد آن 
أله || )»| تم/2) > الم - «)ركة - رمع -رر)ع || 
الآن عندما برح بر » فإن بعد (ربر)ع جح (0)ع -د وكذلك 0ج ||(2)ية| 

نستنتج » لذلك ء أن ( )28 موجودة وتساوى +-((,) (2) حت رق . 

تنتج الحقيقة الى تقول إن بع تنتمى إلى الصنف (1)7© من الملاقة *-[((2/)8)07] > (بو)ج122 
حيث 67و ؛ ومن الاتصال للروامم ٠‏ 

الآجارة1 ,(*«)/2 جا ,ز(بإ)ج جربو 


عن (3 ,12)44 + (”3 ,2034 م (37 ,"ج9)3 ج تج ,ل] جه 97 ؛ عل الثر تيب . 
( انظر تمرين 4١‏ - ل) . وهو المطلوب إثباته 


دوال ضمنية : 
نفرض أن / دالة معرفة فى فثة جزئية من تج بر <ج2 إلى دجر . ( إذا أجريئا التحقيق 
الواضح للفراغ 226 << ”2 بأنه اء حينتذ لا نحتاج لتمريف ما المقصود بالقول أن / 
متصلة » أو قابلة للتفاضل عند نقطة » أو موجودة فى صنف 04 فى فئة ) نفرص أن 4 ترسل, 
النقطة (8 ,4) إلى متجه الصفر من 224 . مسألة الدوالل الضمنية هى حل المعادلة 
2-0 
متخير مستقل واحد ( مثلا ء ز ) بدلالة الآخر مممنى أننا نوجد دالة © معرفة فى ئة 
جزئية من 27 بقيم فى 824 بحيث أن (2)© - 85 وأن 
0 > :)م )18 
لكل فى نطاق الدالة © . نفرضص أن م متصلة فى جوار النقطة (6,8) وتأمل فى 
استنتاج أن « دالة الحل » © متصلة فى جوار » . سيكون حملا أن القارئ سوف لا يتدهش 
إذا فرضنا أن م تنتمى إلى صئف *© فى جوار النقطة (8 ,4) ؛ لكن ء حب هذا الغرض 
لا يكون كافيا لضان الوجود والوحدوية لدالة حل متصلة ب معرفة فى جوار © . 


فى الحقيقة » إذا كانت 1ح بي ح مر ء فإن الدالة الممطاة بأنها ”ترح (بويم)م 
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لما دالى حل متصلاتن هما برح ررب و #--(ي)رب مناظرتان للنقطة (0 ,0) . ها أيضا 
حلان غير متصلين » مثل 
عد ح (©)وبج »ع ا قياسية 
#لدا مه #2006 انير فياسية 
الدالة *بر- بر > (بر ,)0 الما دالتى حل متصلتان مناظرتان للنقطة (0 ,0) » لكن لا يمرف 
أي مهما فى جوار النقملة 0 ح د . لإعطاء مثال أكبر غرابة نجد أن الدالة 2 27:27 المعرفة 
بأنها 
,0 > > (2 ,)21 


4 وان 
العف ,(2) من بس ررحت 
تنتمى إلى صنف +© فى جوار النقطة (0 ,0) © لكن لايوجد دالة حل متصلة معرفة فى جوار 
النقطة 0 ت ب« , 


فى جميع هذه الأمثلة الثلاثة كانت المشتقة الجزئية بالنسبة إلى «ز ثتلائى عند النقطة نحت 
الاعتبار . فى الحالة 1 يعدم » نحتاج لنص إضاق لضبان و جود وانفرادية دالة الحل وهو أن 
المشتفة الجزئية ليسث صفراً . فى الالة العامة ع نلاحظ أن (8 ,)24 دالة خطية متصلة 
فى "22 ا ”2ق إلى “12 وتنتج دالة خطية متصلة 24 ج 324 :..5 معرفة بأنها 
( ,6()0 جه) 121 - («)مة 
عند دجو حب . بمعنى ممقول جدآ » تكون وك هى ٠‏ المشعقة الجزئية » للدالة م بالنسبة إلى 
ح ب عند النقطة (8 ,4) . الغرض الإضاق الذى سنضمه هو أن ورك لا دالة عمكسية , 


نر غب الآن فى تفسير هذه المسألة بدلالة الأحدائيات . إذا كانت (ء* ,... ,ن*) سه بر 
(ولإرء )لا فإن المعادلة 0 ح '(ثز ,د تأخذ الصورة لممادلات عددها © فى 
متغير أث مستقلة ب -4 ابر ».ول , . . . ولا رود ...وود معطاة كا يل 


و مل م مسا 0000000000 الإ41.9) 
0> (ولا ...ودلا وول و٠‏ و0361 و[ 

لأجل اللاءمة » نفرضص أن 0 حم و 0--يم محيث ثتسقق هذه المجموعة عند 

0ت ونز و . ... ,0 > دلا ول > ج32 او. . . و0 > وكا ومن المرغوب إيجاد الحل عل الأقل بالنسبة 

للمتغير رنز بدلالة ,© عندما يكون 6د صغيرآ صغراً كافياً . إذا كانت الدوال ركز خطية » 

فإن الشرط لقابلية الحل هو أن محدد المعاملات رثز . لايساوى صفراً . إذا كانت الدوال بكر ليست 

عطية » ححينئذ الشرط هو أن ممدد جاكوبيان 


8 


0( ب6) 5 لل. .سك 


8)91::5... 5 ١9) 
© -- 0 توجدق هذه الحالة دوال ي,... ,1 [ ,رب معرفة ومتصلة بالقرب من‎ 
حيث أنه إذا عوضنا‎ 
...)رب > ذلا‎ 30 
)م3 0 أ . 1) و > ولا‎ 
فنحصل على متطابقة فى بكر‎ » )4 - 4١ ( فى ارموعة‎ 
)0, 8( © 2 نطرية دالة ضمنية . نفرض أن "12 ”20 ج42 مفتوحة ونغفرض أن‎ 4 - ١ 
وأن 0-(8 ,ه)” ء وأن الراسم المطى‎ ٠ ©3)62( نفرض أن 26 ج 7:22 تنتمى إلى صنف‎ 
المعرف بأنه‎ 
“عه ,( ,6()0 به)12 - (0)مآ‎ 
هو تناظر أحادى "2 إلى فوقيا.‎ 
أ) حينئذ يوجد جوار مفتورح 1# من "2 © 2 دالة وحيدة 25 ج 7/آآ بي منتمية إلى‎ ( 
صنف (4)18© بحيث أن (0)ن ع ثْ وأن‎ 
2), لاك ااه مر 0>-((<)ت‎ 
):, (ب) يوجد جوار مفتوح 7 للنقطة (4,5) فى *2 < ”832 بحيث أن الزوج 8 © (لز‎ 
. 6177 يحقق 0 ح (بر ,يد إذا وإذاً فقط كانت (<«)ب ع « عند‎ 
البر هان . لاتفقد الحالة العامة عند افتراض أن 0 حدم و 0 جد . نفرض أن‎ 
جه 13:41 معرفة يأنها‎ 26 
11), د ,ع 104 ((لإ )م ,) ع زر‎ >22 
ينتج حالا ( أنظر تمرين وم ات ) أن 7 تنتمى إلى صنف (1)42© وأن‎ 
1213), رن) > (د ,/ة)(لا‎ 121”), (0). 9(( 
عند 2ع (لرر<) لي 4< ”22 ©( ,4ة) نطالب الآ بأث (0 ,2728)0 لا دالة عكسية فى‎ 
إذا فرضنا أن (*12 ,”1#) © .1 معرفة بأنها‎ ٠ .فى الحقيقة‎ 82” 2“ 
"عه 501 (0(),0 ,2100 - (يا)رآ1‎ 
حينئذ تنبت الحقيقة الى تقول إن (1.2)0 + ()رر1 - (2 ,)(0 ,1225)0 أن الدالة عكسية للدألة‎ 
هى راسم خعلى عل فى 25325 معرف بأنه‎ 274)0, 0( 
16) (((*)مآ - ج]" ما ىن ) - (ج‎ 
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وإذن ينتج من نظرية الدالة المكسية ١(‏ 4-م) أنه يوجد جوار /8 للنقطة “18 >< ”8 © (0 ,0) 
بحيث أن (/)# ح ث/لة هو جوار مفتوح للنقطة 25 »“ا” 2 ©(0 ,0) وتقييد 77 إلى 0 
هو تناظر أحادى إلى 7/7 فوقيا بدالة عكسية متصلة (] + 78 : © الى تنتمى إلى صنف (/07)1© 
و حيث (0,0) ع (0,0) © . الآن © لا الصورة 

“باع (ج ,:) جمع ((2 ,)دم ,(2 باارب) ع (ج ,<)ة 
حيث 229 جدللا :ري و **8 هج للا:زرب . ما أن 
[(2 )دب ,(2 ,)رم] 4 > (ج ,)© 88٠‏ - (ج ,2) 
[((2 ,)يب ,(2 د)ر؟ب) ,(2 ,6)رم] - 
فلستنتج أن بدح (2 ,)رم لكل /اع(2 ,<) . ومن عم © تأخذ الصورة الأبط 
/ا ع١‏ .:) :هط ((2 ,)دم ,<) > زج ,)ةي 
الآن إذا كانت 24 ج 2# »0 بط معرفة بأبا 2 - (2 ,) ء فإن ضر خطية ومتصلة 
وأن © * م ح يب ؛ لذلك وب تنتعى إلى صنف (7)© ونجد أن 
©(2,2*) +50 ((2 ,غارب ,)© عدع 
الآن نفرض أن (/ ©(8,0): 7 ع <) - 18 بحيث أن 77 جوار مفتوح المنصر 0 
فى ”8 ء ونعرف (0 ,)وب ح (*)ب عندما ‏ لاع . من الواضح أن 0 > (0)0 
وينتج من القانون السابق أن 
/آا عع عم 0->-((<«اب بداط 
وبالإضافة إلى ذلك (0 بن)(0 ,)دم > (ي)(«)ي2 عند #9رع بر ,لاع عر © وإذن 
نستنتج أن © تنتمى إلى صنف (/1)18© . هذا ييرهن جزء (1) 1 

لإكال برهان جزء (ب) » نفرض أن 87 ©(3,7) نحقق 0 ح (نز ,)م . حيلئل 
7 © (0 ,2) - ((8 ,اط ,<) > رو بقع ومها ينتج أن بعر . وعلاوة عل ذلك 
()ب ,)> ((0 تاد ب) - (0 ,)© دز ) أى أن (8)م ع بر 

5 وهو المطلوب إثبائه 
يكون من المفيد أحياناً وجود قانون صريح لمشتقة الدالة ب . لى نعطى هذا نجد من المئاسب 
أن نقدم فكرة كتلة المشعقات الجزئية للدالة هه . إذا كانت 642 (لا ,*) . فإن كتلة المشتقات 
الجرئية (بو ,)ر,2 هو راسم الدالة المطيةخ ج 20 و معطى بأن 
"كل ع هن 10:1 (0 ,نا)(2 ,2) [طط > (ن)(د ,)طرمدآ1 
وكتلة المشعقات الجزئية (ب ,)روج عى رامم الدالة الخطية 206 ج 826 الذى يعطى يأنه 
.26 ع د :ه10 (ن ,7()0 )*21ةآ ع (ه)(لا ,)12 


510٠ 


بماأن (0 ,0+ (0 ,) - (0 ,ا) فن الواضم أن 

(7()2 )"قن 12 + (7()4 ,) لى12 > (ن ,نه)(١‏ ,)1217 (41.10) 
لاحظ أن الر اسمين جك و وك المذ كورين ق ألبر هان السابق هما (0 ,0)طقرن122 و(0 ,0)طرم2 
عل الثر تيب , 

||: > نتيجة . بفروضس النظرية » يوجد 0 < * يحيث أنه إذا كانت « > |إه‎ ٠١ - ١ 

فإ المشتقة للدالة م عند ب هى العنصر من (*22 ,0ج2)3 والمعطى كا يل 

[(0)م© مد) قن ]5 [((*)ب ,)لع 2]- - (عو)م م (41.11) 

البرهان , نفرض أن 225 “ا20 ج 187 : 1 معرفة بأنها 
/7اعع عم ((<)ب ,<) > (ع) عا 
حينئد بما أن 0-(+)ب ,)ظ - (0) اهس اخنجد أن دعر جب إل روس هي دالة 
ثابتة . وعلاوة على ذلك » كما رأينا حالا أن 
"1ع ب 208 ((ن)(<)م 2 ,ن) > (ن)(» )21 
فينتج بنطبيق قاعدة السلسلة 4٠‏ - ؟ عل الدالة الثابعة ع * م أن 
(*ت)عاط ٠١‏ ((«)ء1) 21 - (م)(1 .)2 <0 
إذا استخدمنا ( )9٠ - 4١‏ ع نجد أن 
(2(()0) م ,)كوم + ()(()ب )رم ت (ن بن)((«)م باط 
ينتج من هذا أنه إذا كانت 8 عي » فإن 
((8(()12©)<()0)م )"قم <هن)((<)م بدا طن - (ن)(()م ,)21 0 
(3:([)4)م2((512) )تلن 12]+ (ن)((2*)؟ دان« - 

ومنها نمحصل عل : 
(12©)3(()م وداكقوط + ((*)ت ,«)ظلو2 - 0 


لكل “بقاع بر . من الفرضص (ط يه) 1ر22 - ,1 ا دالة عكسية . بما أن # و #متصاتان» 
فإنه توجد 7<0 بحيث أنه إذا كانت > |إأه || » حينئذ يكون للدالة (()م ,)م2 
دالة عكسية . ومن ثم ينتج معادلة ( 49 - ١١‏ ) المفادلة السابقة وهو المطلوب إثباته 


ريما يكون من المفيد تفسير قانون ( ١١ - +4١‏ ) بدلالة المصفوفات . نفرض أن لديا 
مجموعة من © معادلات فى © -! م متغير ات مستقلة معطاة فى ( 4١‏ - 4 ) . كا لاحظنا » يتطلب 
الفرض لنظرية الدالة الصريحة أن المصفوفة 


1-١ 


ودم] داحفة جود 


و 6< تجمو] 
لها مصفوفة عكسية عند النقطة (8 ,©) . ( تذكر أن ررك تشير إلى المشتقة الجزئية للدالة بكر 
بالنسبة للمتغير الذى دليله ثر) . فى هذه الحالة تعطى المشتقة لدالة الحل «ه عند نقطة د بأنها 


0 00 11 7 ببدم 26 000 


1 9 او ودمرو][ كه رو[ 
حيث من المفهوم أن تقيم كلتا المصفوفتين يكون عند النقطة ((3)© ,*) بالقرب من (8 ,4) 


نظريتا البارامترية والرتبة : 
يمكن اعتبار نظرية الدالة الضمنية ( ١غ‏ - 4 ) بأنها تعطى الشروط الى تحتها « المنحى 
المستو » , 
(0 >( :)5 :826 »0ه زو )ا دع 
الذى مر بالنقطة (8 ,©) . يمكن أن مثل بار امتريا على الأقل موضمياً مثل المنحنى فى 126 »ا 1+0 
ادالة مامعرفة فى جوار 37 من "8 عم إى26 ؛ أى أن 
إلا[ © < : ((2«)م ,«)) - 6 
سنمثل الآن نظرية أخرى تعطى شروطاً تاها ممكن أن تكون الصورة لدالة ترسم فئة جزئية 
مفتوحة من *28 إلى “22 مثلة بارامترى بواسطة دالة © معرفة فى فئة مفتوحة فى فراغ فى بعد أقل . 
لوجود هذه النظرية » سنحتاج بعض حقائق أولية » ولكلها أساسية ء من الجبر الحطى الذى 
ربما يكون مألوفاً القارىء(*) . نتذكر أنه إذا كانت 26 ج ”1:32 تحويلا خطياً فإن المدى أو 
الصورة 12 من .ق هو فراغ جِرْنُ من 12# ممطلى بأنه 
“ل ع : («)ر1اع لآ 
والفراغ الصفرى ( أو اللب ) ]ا من 4 هو الفراع الجزكى من 0ج والمعطى بأنه 
(0 -1.)2: ”1ع ع ع يبر 


# لتفصيل أكبر » استرشد بكتب هوفمان » كونزى أو هنكبيز المدونة فى المراجع ٠‏ 
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يسمى البعد (:7)3 من 17 رتبة م ء ويسمى البعد (م2)1 من ,لاز بصفرية رك . ( أى أن 
رنبة 4 هى عدد المتجهات المستقلة الخطية.قى “16 الى نحتاجها لرؤية المدى ,5 »© وصفرية 2 
هو عدد المتجهات المستقلة النطية فى ”2 الى نحتاج إلما لرؤية الفراغ الصفرى ,7 ) . نبرهن 
كتمرين أنه إذا كانت لكنار ...رود ( حيث (4)1 عم ) فئة متجهات مستقلة خطية ق 
5 تشبح ل الى نضيف إلها  :‏ م متجهات «نا ,... ,د.ءلة لتحصل عل أساس الفراغ 
- حينئذ كون الفئة (()ط ,. . . .(مطتاط! فثة متجهات خطية مستقلة فى 1*5 اتشبح 
. لذلك ينتج أن (.آ)7 +(7)1 - م ء ومن ثم : يكون البعد انطاق ,2 مساوياً لحاصل 
جمع صفرية ورتبة به . 

إذا مثلناءط بمصفوفة مم ا و كا فى (+- ١‏ ) » فيمكن توضيح أن رئبة ركه العدد الأكير 
م حيث أنه يوجد على الأقل مصفوفة جزئية م " محددها ليس صفراً . 

تؤكد نظرية القثيل البارامترية على أنه إذا كانتثر هى راسم *© لفثة مفتوحة ‏ ”8 60-2 
إلى "2 بحيث أن ()/2 لطا رتبة مساوية م لجميع © جع وإذا كانت “8 © ط-(4)/ 
لقيمة ما 1 6 » حينئذ يوجد جوار 77 المنصر © محيث أن التقييد الدالة كر إلى /7 يمكن إعطازه 
كائراسم +00 الذى يرمم ب المعرفة على جوار فى '©8 . 

١١- ١‏ نظرية القثيل البارامترى . نفرضص أن “2 42 مفتوحة وئفرض أن 
"2 + 12:/ تنتمى إلى صنف (42)'© . نفرض أن (*)/12 الما رئبة م لكل 42 © * ونفر ض 
أن “8 >5 -(0)/ لقيمة ما 6140 , حينتذ 

)1ش يوجد جوار مفتوح 42 -/17 للعنصر © ودالة '86 ج- / : » فى صئف (/010)9© ؛ و 

)11) توجد فئة مفتوحة '2[ ح نآ ودوال +1 جه /37ا :8 253 ه اللاي : ححيث أن 

(خنآ) («)ع٠م‏ -()/ كل لاعع . (8)0مم -0)م كل للاء: 

البر هان . بدون فقد الحالة العامة يمكن فرض “12 ع 0 - م و 220 ع0 م 

نفرض أن (82/)0 > .] عحيث أن "12 ج ”2 : .1 الطارئبة م » ونفرض أن (م2 , . . . ,0*) 
هى أساس فى “122 بحيث أن ( ...  )*:+1:‏ تشبح الفراغ الصفرى من رآ . نفرض أن ,2 
هى رؤية ( ٠...‏ ي] وأن ل دوك هى رؤية (مل,...,ر..4 . ينتج كا ذكرنا 
سابةاً أن 62 >-32:2 نظرت بواسطة ‏ ((,8).ة > ,لا ,... ,(2.)*1 >4 0 . نفرض ألنا 
اخثرنا إولا.... ,دملا محيث أن (ولا,...والا1 هى أساس 224 ولفرض أن رلا هى 
الرؤية المقدار (ولا وبلء ولجرلا) 

ينتج أنه لكل .مجه ”12 © « تمثيل وحيد فى الصورة والمعا + 0٠ل‏ جرم جتعير 
تفرص أن روط و و تحويلان خطيان ف 220 ومعرفان كا يل 


5 


8 , -(ع«)وط ١‏ ونان 2 - )رط 
مدق 7 


واضح أن المدى للمقدار ,8 يساوى 2 ,1 - ز ,بز . بالمثل » نفرضص أن و0 و .0 تحويلان 
خطيان فى “32 ومعرفان للمقدار ولاه ©0871:+٠٠0+‏ > 8 بأنهما 


الا, ب : > (00:)0 2 ,رون 7 -(0:)0 
واضح أن المدى المقدار 00 هو 2 ,1 - 7 ,رلا 
إذا كانت و هى تقييد كط إلى ل » حينئذ .1 هو تناظر أحادى من و3 إلى :3 فوقيا ؛ 
نفرض أن ,1 حارلا : كر هو عكس ولك . نلاحظ أن + - ,4٠57.)+(‏ لكل ,مع بد وأن 
و - (ن) 0ش نكل ,لآ >( . نعرف + الآن فى ”1 29 إلى ”82 بأنبا 
69+ ,«(*)يط + (0)/ 450,0 - (ع)ن (41.12) 
أى أن 0 ع (0)» به ترمم 9 إل ولا » وأن 
265 ,و + (<) ]01512 ٠١‏ حر ع () :101 
ومن ثم تنتمى 8 إلى صئف (©):© . وما أنه قد لاحظنا الا أن (2:)0 هو الرأمم انايد 
على ”2 » حينئذ ينتج من النظرية العكسية ( 4١‏ - م ) أنه يوجد جوار مفتوح 0 من 0 - » 
بحيث أن (/2)8 ح “87 هو جوار مفتوح من 0 » وأن تقييد نه إل 7آ هو تناظر أحادى إلى "0 
وله راسم عكى «جر ج 'ع !دير - بر ينتمى إلى صنف ('01)87) , وبالإضافة إلى ذلك » نجد 
أنه بإحلال '80 و 77 بفئتين اصغر منها » يمكننا أيضا فرض أن "7 محدية (أى أنها » تحتوى على 
جزء الخط المستقيم الواصل بين أى نقطتين من نقطها ) . 
نفرض الآن أن 126 ج “7 :ع معرفة بأنها 
"اع 'نلاع 2 ,((2))/- (2ا)عم 
واضح أن ع تنتمى إلى صئف (1)[7© وأن 
'نةع2 2]))2((١10)2(,‏ - (جاعدآ 
ما أن (+«) “2 لا رتبة م لكل 42 © :د وأن (200)2 لا دالة عكسية عند “17 © * حينك 
ينتج من نظرية ق جبر خلى أن (2)ع2 لا رتبة م لجميع 10 عع . و بمعى آنخر 
((2) 00510 +,0) > (2)ع 
((2) ]00 + ((ع)م) ]0,0 - 
حريث أن *هز ع مدا» فينتج من ( 41 - ١8‏ ) أن 
"لاع 2 2 ,((ع)سموط + ((ج)س)ز 4500 ح ((2)س)ه دع 
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لكن ما أن,0 - ٠0,‏ هره.] فى 15 وأن 0 - ,هآ فى ”2 نجد أن 
(ع)ع 00 + ((2)م)زه,0 - (ج)ءا (41.13) 
وما ينتج أن (2)ع0,02 - .1 عند '[ةع < . لذلك ء إذا كانت 'لا © 2 حيلثة يرامم 
المؤثر © مدى (28)2 ( الذى بعده هو م ) فوقياً إلى مدى .5 ( الذى أيضاً له بعد م ) . ينتج 
أن 0 إدخالية فى مدى (28)2 عند '[ ع ج ؛ ومنثم » إذا كانت '10 >2 و "© 
بحيث أن 0 ع- («) 2 فإن 0 ع (*)(2)ع2 ونتيجة لذلك نجد أنه » إذا كانت 'ل1 2 
و علا - 226 فإننا نستمج أن 0- ر(رج)()ع2 . 
سنوضح_الآن أن "8 <- '( : 8 تعتمد فقط على ,لاج ,2 بمعنى أنه إذا كانت '0] © 2 
و بكلاعيج محيث أن 'تاعيج+ج ء فإن (ج)جع-(رج+م)ج ,للاحظة هذا » 
نستخدم نظرية القيمة المتوسطة ( +٠‏ - ه ) لاستنتاج وجود نقطة 2 على قطعة المط المستقيم 
الواصل بين رج + 2 ,2 ( ومن ثم فى 27 ) بحيث أن 
0 - إإزوع)لمع)ع| > إارم)ع - ع + داع || > 0 
وإذن (2)ج -(22+ )ع كلمطلرب . 


نستعد الآن لتعريف الرو اسم ي ,8 به نفرض أن 20 +-0:82 هى تحويل خملى, 
يرمم العناصر الأساسية القياسية ,» ,. . . ,© فى "#2 إلى المتجهات *,...,:* الي تكون 
قاعدة للمقدار وك . حينئذ © هى تناظر أحادى من '82 إلى و فوقيا وإذن '72 جه ,يز :6-1 
مرجودة . نفرض أن (71)00'6360© )020 - ا اء بحيث أن 2 10 هر 
جوار مفتوح عند 0 فى “28 وئفرض أن [] -/1 جوار مفتوح عند 0 -- 4 بحيث أن 
الاك (/1)ياه,ه . نعرف الآن 8 جل 177 بو 0ج ج897 :م بأنها 

)5 - )8 ,(«)يامط 06 - (ع)ه (41.14) 
عند 377 ع* و ل#لاع:. من الواضح أن » تنتمى إلى صنف (/8)'© وأن ١8‏ ك (/1)» 
وأن 8 تنتمى إلى (/11)"© و !] - (/8)11 . نعرف الآن #6 ج لل : ب عند /لا 6 بأنها 

)مع - (ن)ب 

ومنها ينتج أن : 
]٠8)0(‏ - ()ن ٠رساه])‏ - (ا)ب 
وعلاوة على ذلك » نجد أنه إذا كانت /ا © عد » فإن 

(#«)مامع خ (ج)ياه (ناده]) ع ((ن)يه 0 )] ع («) ل 
لكن » قد ر أينا أن («)ماهرطمع > («)يا٠ع‏ بحيث أن 
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)ل صط)( 0٠م)مع‏ - («)يامع - («)ل 
(<)(سمرط "٠‏ ©)٠(0مع)‏ - 
(«)م هي ح- 
إذن (*«)ه0م <(2)/ لكل /7اع+ . وهو المطلوب إثباته 
أثناء هذا التركيب » قد أثبتنا فعلا معلومات أكير قليلا نستفيد فى هذه النتيجة من التصور 
المستخدم فى برهان النظرية , 
15-١‏ نتيجة . (أ) الراسم “2 ج/18:م يكون فى الصورة د©#+رم حيث 
وب هى التقييد إلى 7# ألرامم المطى من*2 + '#النى يأخذ "6816© إلى 
نا ,)سه > را فوقيا و حيك ١‏ (/7)م؟ب 
(ب) إذا كانت /آ © » فإن ؛ - (8)4 5ه 
ج20 إذا كانت 20 ناآ © 2 ٠.‏ فإن 7اع و « ع («ا)ا 8٠‏ 
البرهان . (1) بما أن م025 + 0108 - 8 فينتج من )١5-41(‏ أن 0258 +1 - ع8 
وإذن » من تعريف © نجد أن ©0085 + 1.00 < مي الى ها الصورة المبينة فى (أ) . 
(ب2 إذا كانت لآ >ع » فإن /] ع ()0 هبر - ()م - جر ها خاصية كون 
بم تناع )© ع (0) ماعن - (ع)ن ء ومنثم ‏ 'لآء(00 - («)نامرط 
لى أن لاع« وأن ع - )070 - (و)يام 0ت - (8)» 
مما يغبت نص (ب) , 
(ج) إذا كانت ,ا 220 > بد »فإنه ينتج من )١5-41(‏ وحقيقةكون 0 > (): وأن 
رك («)ه ومن ثم إذا كانت ,0170 نآ 6 فينتج أن :26 0 "نآ («)ه > )يهط أي 
أن 37 >* . وبالإضافة إلى ذلك 
(«)(ياهرط ٠600)‏ م) > («)يو 8٠‏ 
عد حت (36) يا * ملا ع (عا) ير 15 0000 لاست 
وهو المطلوب إثباته . 
يمكدنا الآن استخدام النتيجة لنظرية البار امترية أو القثيل البارامترى لبر هنة نظرية الرتبة . 
(4- م١‏ نظرية رتبة . نفرصس أن ”2 2 مفتوحة ونفرض أن ”86 <- 9:/ 
تنتمى إلى صنف (62)" © تفرص أن (*:) 2 الها رقية م لجميعم 12ج ونفرضى أن 
“2 ح ( حت (7)04/ عند قيمة ما (06©14 . حيلئة : 
(1) يوجد جواران مقتوحان 7 للنقطة > » ”7 العنصر 0 فى ”4 ء ودالة ”97 + /1: 0 
فى صنف (0)37 لها دالة عكسية 77 جه 317 :0-1 ق صنف (01)17) ؟ 
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(11) يوجد جواران مفتوحان 7 النقطة م »'7 العنصر 0 فى “22 :ودالة 2 ج '2:+ 
فى صنف (1)2) لا دالة عكسية '2 <ج-7':2+ فى صنف (2)2© ؛ 

(لنة) إذا كانت /اععد , فإن («)ي0 1ه -0)/ ء حيث 26 ج20 انز 
هو الراسم المعرف بأنه 

“كاه (0 ,0 و6 ريت )> (ه رن ولج ر0 0020 19©)را 

البرهان . نفرض أن 0 - 8 و 0 > 4 وسنستخدم التصور والنتائج الى أثبتناها أثاء 
البر هان لنظرية اليل البارامترى . نفرض أن *# جب 8:20 هى الدالة المطية الى ترسم 
العناصر الأساسية القياسية م» , . . . ,© من "+3 إلى المتجهات م« , . . . ,, ؟ إذن 8 هو تناظر 
أحادى من 20 إلى ”82 فوقيا وإذن 8-4 موجودة . الراسم "82 ج :سن المعرف بأنه 
(*)ياه'-8 > (»)ى ينتعى إلى صنف 0109© وبما أن التقييد # إلى 27 له راسم عكمى 
"© ج '(] : ب برسم إلى 07 فوقيا » فينتج أن تقييد © إلى /8 له رامم عكمى هزه ببح '-ى 
ترمم ('8)!-8 إلى 0 فوقيا . 

إذا فرضنا أن “18/2 وأن #26 ج 1877 : بي هى كا فى النظرية البارامترية ونفرض أن 
27 ج24 : 4 دالة خطية ترمم المناصر الأساسية القياسية ب , . . . ,© من *2 إلى المتجهات 
...دلا ؟؛ حينئذ ل هى تناظر أحادى من “18 إلى" 1فوقيا وإذن 77-4 موجودة تعرف 

71 06 رت ): "8 6( ,.. . ,)ع نبز 
ونفرض أن #26 ج '/18:ج معرفة بأنها 
( يتتتونيت و0 و و74)0 + (0 رت رع)ت > زوه رت وع)م 

فينتج من لنيجة ( 41 - ١١‏ ) (أ) أن 17 -(27)0 : وإذن تدل نظرية الدالة المكسية 
(١4-م‏ )عل أن تقييد + إلى جوار ما “2 المنصر 0 هو تناظر أحادى إلى جوار ما 2 من 
0 > (0) : فوقيا . 

وبتقييد أبمد /3 إذا كان ضرورياً ء بمكننا فرض أن 7 -(/7)/ . نفرض الآن أن 
لعي ونعتبر (»«)نه'-8 > (ير)ى . إذا كانت 2 معرفة كما عرفت أعسلاه » فإن 
(0 ,(«)»ه) ع (0 ,(ع)يههه2©70) ع (بر)ىه,ز . إذن (*)] > (ع«)ى 0م - (يا)وه زهم 
ميم راع يرا . وهو المطلوب إثباته. 


١‏ -(أ) نفرض أن © مفتوحة وأن ©# جب 20., . إذا كانت (*#) ز2 
موجودة لمميع 2ع وإذا كانت ل.ل خةر و0 ...و21 6 يعد أثبت أن 


/7ع16 


ب (<)/ )اط > إ()م2 (ع)بم2| ومن ثم إذا كانت ث/ر تنتمى إلى صنف (0):© 
فإن كلا من المشتقات الجزئية بكرر2 متصلة فى © . 

4١‏ - (ب) نفرض أن 92285 مفتوحة وأن *# ج 20:م . إذا كانث ثر تنتمى 
إلى صنف (0')9 وكانت 822 مديجة » وضح أن (2/)2 حدر متصلة بانتظام بمعنى 
أنه لكل 0 < ع توجد 0< 8 محيث أنه إذا كانت يزع رب و 8>إبر- يا فإن 

ع >ممط()/2 - )رمز 

4١‏ -(ج) نفرض أن “8 922 و #6 ت,2 مفتوحة ونفرض أن 85 ه-92:/ 
تنتمى إلى صنف (9)'"© وأن '#2 ج,92:عم تنتمى إلى صنف )00 . إذا كانت 
2 )7 2 ء أثبت أن ]مع تنتمى إلى صنف (©)'© , 

4١‏ -(د) نفرضص أن 8 +-8:] معرفة بأنها 3ب (عر)ثر . أثبت أن ثر تلتمى إلى 
فصل (8)'"© وأنه تناظر أحادى من 8 إلى 8# فوقيا وا دالة عكسية *”* -(خ)ج لكلل 
8ع . لكن (0) 272 ليست رأسماً إدخالياً أو فوقياً . هل تنتمى ع إلى صنف (0)180© ؟ 

١ه‏ ره( نفر ضصس أن ال ا حيث أن 0 »# )اع لكل له # وضح 
أن م تناظر أحادى من 8 إل (8)ج فوقيا . 

١‏ -(و) نفرض أن 4928 ء ونفرض أن "8ج 4:/م .6 ونفرض أن 
"8 جح (ه)م:ج هى الدالة المكسية للدالة حر . نفرض أن كر قابلة التفاضل عند كدع عه وأن بم 
قابلة التفاضل عند (©)ثر ‏ ثم . إذا كانت (2/)6 ئيس لا دالة عكسية + ححيئد أثبث أن 
(28)5 ليست طا دالة عكسية . 

4١‏ (ز)- نفرض أن 122 ج+822:/ معطاة بأنها 

(لإه + 2 ,ا+ «) > (ى ,)] 

(أ) احسب (ثز ,)“2 فأئبت أن (ثز ,)ك2 لها دالة عكسية إذا وإذا فقط كانت 
2 © . 

(ب) افحص الصورة ربع الوحدة ([1 ,0]»ع نو,<:(9,:<*)) عند 3 ,2 ,1 ع © , 

)١‏ - (ح) نفرص أنثر هى الراسم من 27 إلى 87 فوقيا الذى يرسل النقطة (ثز ,*) إلى 
النقطة (8 ,نه) حيث 

بور حت نع و6 ها 
ارمم بعض منحارات مقدار ثابت > <« ومقدار ثابت - 4 ف المستوى (7 ,«) ويعض متحنيات 
مقدار ثابت ح بز ومقدار ثابت عدف المستوى (8 ,نة) هل هذا الرسم واحد - واحد ؟ . هل 
ترسم كر كل *8 فوقيا ؟ . أثيت أنه إذا كانت 0 كح عد » فإن كرترمم جوار! ما النقطة (ثز ,) 
بنمط واحد - واحد إلى جوار ( ,) فوقيا . فى أى تطاق فى المستوى (< ,لة) ترمم الدالة كر 
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المستطيل (2 > ب > 0 ,2 > بد ع 1:(« ,)4 ماهى النقط فق المستوى (2 ,*) الى ترسمتحت 
كر إلى المستطيل(2 ع ٠‏ ك 0 ,2 ك ها كت 1)202(:1 

١؛‏ - (ط) نقرض أنثر هو الراسم من 87 إلى 8 الذى يرسل النقطة (ظ,:) إلى النقطة 
( ,/) والسلى كا يل 

تيان 0 

ماهى المنحنيات فى المستوى ( ,*) الى ترمم تحت كر إلى المطين مقدار ثابت حلا ومقدار 
ثابت عدم إلى أى منحنيين فى المستوى («,::) ينقل الخطين ومقدار ثابت عط ومقدار ثابت سدع 
أثبت أن كل نقطة (< ,:) ليست صفرية هى الصورة تحت ثر لنقطتين . إلى أى حيز نرمم الدالة كر 
المربع ‏ (1>-2ن>2(:0>*>1,0,*)) ماهو الخبر المرسوم بالدالة كر إلى المريع 

1), 2( :0 > يه‎ > 1, 0> «١ > 1( 


4١‏ -(ى) انغرض أن 1< 4:1 معرفة بآلها 


مور 105 لمم :2 +ع - رمن 

0ع ]ه1 20 
أثبت أن # لاتنتمى إلى صئف (1)8© وأن 8 ليست إدخالية فى جوار 0 . لكن ؛ فوقية فى 
جوار 0 أن (0) 2# لا دالة عكسية . 

. نفرض أن *© ج*2:/ معرفة بأنها 2+ + ,9 -(7,)ر عند 2ع (ويه)‎ )4(- ١ 
. 82 أثبث أن ثر تنعى إلى صنف )"© وأن ”لا دالة عكسية فى جوار ما لنقطة اختيارية من‎ 
ارسم الصورة تحت كر المستقبات 27+ ,1+ ,0- ههه 22 ,21 ,0 - بر . أوجد الدالة‎ 
المكسية 82 ه82 :مدع واثبت أن 90 ..*)/2 > زوز ,)ع2‎ 

١‏ - (ل) (هذا القرين يحتاج إلى معرفة ممى محدد المصغوفة المربعة ) . لفرض أن. 
(8 ,”8 .1 ونفرض أن [,ع] هى مصفوفة تمثل .2 بالنسبة للقاعدة القياسية فى 8 . 
وضح فى عل الجبر المطى أن .2 لما مصفوفة عكسية إذا وإذا فقط كان[.]06 -ى ليس 
صفرأ . وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 0 بج لك ٠»‏ فإن مصفوفة 2:4 تكون فى الصورة 
[ذ/رم] © حيث يم كثيرات حدود فى به . 

(1) أثبت أنه إذا كانت م.ق ها مصفوفة عكسية وإذا كانت .رأمآ-. 11‏ صنغيرة 
بكفاية » فإن ,2 لها معكوس . 

(ب) أثبث أنه إذا كانت ىك لا معكوس ٠‏ فإن الرامم .1 جد يكون متصلا فى 
جوار ىك بالنسية للعمود فى (147 ,"52)34 

(ج) نفرض أن “2-27 مفقتوحة وأن "8< 92:/ تتتمى إلى صنفا (00) 00 
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إذا كانت (2/)6 لها دالة عكسية عند بعضص 6©42 ٠‏ فإن ()/ر2 لها دالة عكسية فى 
جوار ما المنصر ©. 

(4 -(م) نفرضص أن © ج2:822 معرفة بأنها 2 - زر )م . أثيت أن ر 
تنتمى إلى صنف 87)'© لكن 0 ع (0 ,22)0 . أثيت انه لا توجد دالة © معرفة 
فى جوار مثل 17 للعنصر 0 بحيث أن 0 > (()؟ ,)7 لجميع 18ج جد . 

١‏ -(ن) نفرص أن “8 ج:82:/ معرفة بأنها 

(22 حر - ب ,رد + و + ») > (2 ,38 08[ 

بحيث (0 ,0) ع (0 ,0 ,0) كر وأن (0 ,0 ,0) 2 معطاة بالآق 
0 1 1 
0 1- 1 

(1) أثبت أنه يمكننا الحل بالنسبة إلى (2)© ح (« م) بالقرب من 0 -- 2 وأن 

[-]-60)وم 

(ب) أد الحل الصريح عند (2)ب > (ثز ,:) للمصول على 


2-7 2 
!> »© (وتدججشهر) -(ها 


فق الننيجة الموجودة فى جز (أ) . 
(ج ) أثبت أنه يمكننا الحل بالنسبة إلى (د)طه > (2 ,2) بالقرب من 0 ع ب وأن 
|1 |- بد 
( د) أد الحل الصريح عند ()لو >> (2 ,ل[) لتحصل على 
> 4 (جر. ججة) - مان 
ححقق الننيجة الموجودة فى جزء (ج ) . 
49 - (س) نفرضص أن #82 ج* 5:2 معرفة بأنها 


(1 + يو + عر له بوؤروية ,2د ديهز ل نون ل لؤنهة) 7 (82 بئا رلالا ,20 307 )1 
ولاحظ أن (0 ,0) > (1,0--2)2,1,0 


(!) وضم أنه بمكننا حل (0 ,0) ت (ز ,د ,م1 ,7 ,00 بالنسية إلى ([,) بدلالة 
9 يا 0 بالفروضص )0 1 2( 0 
(ب) إذا كانت (* ,لا ,)ب -(تز ,عد) هى الحل فى جزء ( أ) » أثيت أن (0 ,1 ,2) و2 
تعطى بالمصفرفة . 
1 


لاع ا ا ا 
4١‏ -(ع) نفرض أن 8ت ىم ونفرض أن 8 جح 7:4 تمثل ضمنياً سطحاً .-5, 
فى #7 مثل ه السطح المستوى » 
(0< (ج ,و ,)2 : شن (2 ,8 ,2)) د رقي 
إذا كانت قابلة للتفاضل عند نقطة داخلية -22©5 ,ملا.ه*) فى 4 »© فإن الفراخ 
الماسى للسلح جر عند هذه النقطة هو فية النقط 
(0 > (2 ,8 )موسرو ف :”1 6 (2 ,3 :30)) 
حيث ....,. 24 هو الرأمم المألرف من جت ج :22 والممرف بأنه 
(26 - 2 رولا - لا روك - :20()3 مولا روعة) 1217 + (20 رولا روئة)*2 > (2 ولا 3و رون لخر 
(م2 - ج رولا - لا وملا - :20()3 رولا ومئة) *1(1 - 
(أ) اثبت أن الفراغ الماسى عند النقطة 20 ,ولا ..*) يعطى بالآق : 
(0- 20 - )20 ,ولا ,3)6 )تقبط + (من- 2007 ,ملا ,من) 21 + (مع - :)20 ,ولا ,)2,15 : (2 ,98 ,)ا 
حينئذ الفراغ الماسى للسطح 5 يكون مستوياً إذا كان واحد على الأقل من الأعداد 
(20 رولا ووئة) “3وقط ,(20 رولا ,م1")3و10 ,(هة رولا وم3) 12,1 مختلف عن صفر . فى هله الحالة يسمى 
الفراغ الماس السطح +5 بالمستوى الماس للسطح 5 عند النقطة 200 ,ولا رم*) 
(: - (ف) نفرض أن © ج+23:./ ء والمعطاة أسفل » تمثل ضمنياً سملحاً +5 ق 
كالسطح المستوى 
١, 2( > 0(‏ )2 :8 ع (2 ,لا ,)) > مق 
فى كل من الحالات الآنية » حدد فراغ اماس للسطح م5 عند النقط المبينة 
(1) نفرضص أن 2-2 +* > (2 ,9 ,)5 عند النقطتين (1,1,2) و (0,2,4) 
(ب) نفرض أن 22-25 +*ن + *+ > (2 ,ل ,)5 عند النقطتين (0 ,4 ,3) و (3,3,0/7) 
(ج ) نفرض أن" «إع - > > (2 ,ل ,)”7 عند النقطتين (1 ,1 ,1) و (2, 2 ,4) 
١‏ - (ص) (1) نفرص أنه » بالإضافة إلى فروضص نظرية الدالة المكسية ( 8-41 ) » 
من المعروف أن الدالة كر مشعقات جزئية متصلة من رتبة 1 < مم . أثبت أن الدالة المكسية 
*# 8:37 الها مشتقات جزئية متصلة من رتبة :8 . 
(ب) أثبت النتيجة المناظرة لنظرية الدالة الضمنية ( 4١‏ - 9 ) . 
١‏ -( ق) نفرض أن 2 <+-*2:/ تنتمى إلى صنف (01)83 . وضم أن ليست إدخالية» 
فى الحقيقة » تقييد الدالة كر لفتة مفتوحة من 82 ليست إدخالية . 
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4١‏ -(ر) نفرض أن #2 + :م تنتمى إلى صنف (8)"© . وضح أنه إذا كانت 
٠» 66 8‏ حينئذ تقيييد الدالة يم لأى جوار © ليس راساً فوقياً إلى جوار (©)م . 

4١‏ - (ش) نفرضص أن (*29)85,1 1 إدخالية ونفرض أن 0 < م بحيث أن 
العطاء العا لكل ”ع2 . وضح أنه إذا كانت (*"8,2)ددءع,.1 محيث أن 
7 > انط - زا » فإن وم إدخالية ( ومن ثم تكون الفثة لرواسم إدخالية مفتوحة فى 
لقا 26 #8 

١؛‏ -(ت) نفرض أن (*#0,85)ع 1 رامم فوق وأن 0 < :بم هى كما ى برهان 
(41 -؟) . أثبت أنه إذا كانت (80 ,)دعر بحيث أن لس > مرانة-رةل » 
فإن ,يك راسم فوق . ( من ثم » تكون فئة الرواسم الفوقية مفتوحة فى (" ,)2 ) . 

| (ث ) نفرض أن”2 + ”70 : ع تنتمى إلى صنف (”1)18© وتحقق 1 > » > م|(»)ع‎ - ١ 

لكل“ ء » إذا كانت («)ع + + -(»)م عند ”6 ع* ء وضح أن الدالة بر تحقق 
أأد*د ,عدا © > |إلود - ,») - (و<)] - (,)/[| 
لجميع و ,وب فى 20 وأنثر تناظر أحادى من ”8 إلى 2 . 


مشروعات : 


١‏ - (©) ( يعطى هذا المشروع برهاناً أولياً ومباشراً لنظرية الدالة الضمنية ) نفرضص 
أن :42-8 مفتوحة ونفرض أن 8 ج-2:42 تنتمى إلى صنف )"© , نفرض أن 
©»(5به) وأن 0ع(مبه)5 وأن 0<( يه)طيط 

(أ) أثيت أنه توجد خلية مغلقة [ءط ,,5][.ه ,,ه] - 0 مركز (4,8) محيث أن 
0<(ر )مط لكل 6©0(و) ومحيث أن 5,5(>0) و 0 <(رط ,)اس لكل 
[:ه رماع » 

(ب) إذاكانت [يه ريه]ء عد عفإن الدالة © ح [يط ررط]: ,5 المعرقة بأمها(نز .)م > () ,2 
عند [رط ررطاء بر تكون بحيث أن (ي().5 >0> (ه0)ظ و 0<زراع عند [يفءرطاء و , 

(ج ) توجد دالة ب ترمم [به,,ه] إلى [دط,رة] بحيث أن 0-(+)م ,)م جميع 
زمه ررم ]اع ؟ . 

(د) إذا كانت (يه,ره)ء د وكانت || صغيرة بكفاية » أثبت أنه توجد ول عند 
اطا>اء8| >260 محيث أن 

[(>)ب حاط - [لظ+ ع)ب بط+ ع]ط خم 
[(<)ب - 27+ عد)ي][(2 + عاب ريط + ]ليوط + 5[(, 8 + عب ,رط +ع« ] رج« - 
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(ه) أثيت أن ب قابلة التفاضل فى (:4» ,,©) وأن 
[(2)؟ ,"1 12/[(<)ب عدا “قرط - ح رعر)'ي 

( و) عدل الاستنتاج السابق لدالة ”4 معرفة على فثة مفتوحة "+1 © 

(ز) نفرض أن ”5275 مفتوحة ونفرض أن 8 +- 6:2 3 . تنتمى إلى صدف 
()'© ونفرض أنه لتقطة ما 2< ”32 6,5(6) نمحصل على 0-(طيه)ط م 0-(5يه)© 
ثفرض أن 

)5 به) دآ 0 ان لدم ع 
انيه حدما 

حينئذ لا يتلاثى عل الأقل واحد من (5,ه)2,.,5 و (5,و)طر.,2 نفرض أن 
0 ءو (طابه) مط و لستخدم © لتحصل على (1.م<* .)© ع وربلا فى جوار < "32 ء (رط ره) 
ومن ثم 0 > (لرمد ,... ,)ب وريد ,... رو ف هذا الجوار . نضع الآن 

((+جة و6.ء. “)يو رمم وري )6 > رملا 25008 )11 
حسب قاعدة السلسلة يكون 

(هءم0()10ب,8) + 1 ع ,دآ 

حيث حسبت هذه الدوال عند نقطة مناسبة . بما أن (قد.رظ)/(دي,ر8)- > مر.ر2 فلستنتج أن 
م ,2/ذ- - يق, ,رص الى لا تنعدم عند (:8 ,6©) . حينئذ يمكننا استخدام (و) لتمصول عل 
(3 ,... .,*)ك/ ,د فى جوار 20 جم . ( هذا يثبت نظرية الدالة الضمئية ى الخالة الى فيها 
2 حد ي نحصل عل امتدادات تمالة ألى فيها تكون 4 عامة بالاستنتاج ) . 

4١‏ - (8) (هذا المشروع يوازى المشروع 4٠‏ - » ويعطى برهاناً مباشراً بدرجة أكثر 
لليزء الأول لنظرية الدألة العكسية 4٠‏ - م ثم لههزء المذكور فى النص ) . نفرض أن 
40-87 مفتوحة » وأن “8<+-2:/ تنتبى إلى صنف (7)9© وأنه عند بعض ‏ 206122 
يكون الراسم اللطى (,*)/2 تناظراً أحادياً . نفرض أن “-(م»«)/2 -1 

)غ0 أثبت أنه توجد 0 < م محيث أنه إذا كانت لم« -ءل|ا » فإن 
1ك برال«)/ط ]|1-1٠١‏ . 

(ب) نفرض أن 'طا1| >5 وتعرف عند ثبوت بر حيث ‏ 5>|:)/- ا ٠»‏ 
(ا- («)ر ع )رك عند ؛ > دع . حينئذ ير قابلة التفاضسل 17 > ||(م<) 1015| » 
1ع بيا|(:) بططه"1 - ]|| عند >> |[معد - دزا . 

(ج2 إذا كانت 5>> »م وار » نفرض أن 7 معرفة عند , > إل - >ا| 
بأنها («)ر5 ه1- » -(»), 20 حينئذ ,© تقلص عقدار ثابت. ؛ على سطح هذه الكرة . 


(د) إذا كانت 5 > |(م«),- م تعرف م« (ر)ب ٠‏ ((7).م),0 - (),.ي عند 
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... ,1,2 ,0 ع م . أثبت أن ' *2 > |(6,مب-(),م| * 2 > |(<).م ١‏ («)..ول| وسها 
ينتج أن +2 > ||()_ب-(6,,.مإ| عند 0 < بم <- هم . يوجه خا ص يكرت ؟ > إإمنة - () رم)| 
أي أن هذا التكرر ممكن . 

(ه) وضح أن كلا من الدوال (,ب) متصلة عند 5 >-|(م<)/- <| وأن المتتابعة »ب 
تتقار ب بانتظام إلى دالة متصلة © محيث أن (9)؟ - ((0)09),© عند 5 > [(0:0-- | ومن ذلك 
ينتج أن برع ((0)م)/ عند 5 > |لم<)/-<] . حينتئذ تكون الدالة ب هى الدالة المكسية 
للدالة كر فى الفئة (5 > ||(م:<) - «||: 4 وترسمها إلى الفئة (7 > |له - *||: <) 

1+ - (7) (يوازى هذا المشروح مشروعى +٠‏ - © © ١غ‏ - 6 ويعطى برهانا 
مباشراً لنظرية الدالة الضمنية ) . نفرضص أن "8 "8 492 مفتوحة ونفرص أن 52 (ولا ,ه:) 
نفرض أن “2 ج-2:2 تنتمى إلى صنف (9)'© » وأن 00-0ا,5)*0 6 وأن الراسم 
المطى ؟# ه-226::ة المعروف بأنه 

"غلا ند 105 (,700)0 ,م) 121 > (ن)سآ 
هو تناظر أحادى من »8# إلى “#2 فوقيا » نفرض أن “1-1 . 
(أ) أثبت أنه يوجد 0 < ”م محيث أنه إذا كانت *7 > "امد - «|+ ”ام - | حينئذ 
“عه عم نازع إ(د,0)(؟ ,<)#طه"1- م 
(ب) نفرضص أن 4ع و>0 محيث أنه إذا كانت 5 :2 و - || حينيذ 
"1 :1 ك الم« ,)|| 
لكل بد ثابتة عند 55 م - ع تعرف ( )ص10 برد )يت عند 17 > ونا نول 
بقيم فى “1 . أثيت أنه لكل 2« عند 5 > | - ]| » يكون 
دلا وجرا 4ع )ىه بح (0«)ءت)|| 
لجميع ولا روط اللذين قات >> امن - بنا| 7 

(ج) إذاكانت ‏ ع الءد- ع ٠‏ عرف ,بر -(ا)ر و (*)ء).0-(*)مل عند 
4-0 . وضح أن 2-6 > |(ع)من-(*)...]| عند 0< <» ومن ثم 
17 > [إونو - (»)»ك| » أى أن هذا العكرار ممكن . 

(د) أثبت أن كلا من النوال »ل متصلة عند و > |إ,د- با وأن المتتابعة (/إ) ثقاربية 
منتظمة لدالة منتظمة و حيث أن 

5 > لم - || آله 101 0 ع ((عد)ل )1 

(ه) لتوضيح أن كن قابلة للتفاضل عند 5>|إمءا > *ز| استعمل نمرين وم اث 

و استخدم استنتاجا مشاها للذى فى (د) ©» (ه) فى مشروع 4١‏ - ن» لكل مركبة ه . 
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الباب الثانى والأربعون ‏ مسائل إضافية : 

ناقشنا فى باب 07؟ باختصار العملية المألوفة لتحديد نقط داخلية الي عندها ثئال دالة حقيقية 
القيمة لمتغير واحد وقابلة للتفاضل نهايات عظمى أو صغرى تسبيا . لم يناقش داتما الاستفسار 
عن كون نقطة حرجة ( أى » نقطة تتلائى عندها المشتقة ) هى فصلا نقطة نهائية » لكن سكن 
غالبا در أسته باستخدام طريقة نظرية تايلور 78 - ٠‏ . التحليل لنقط الرجوع ( النهايات ) الى 
تنعمى إلى حدى النطاق يؤدي غالبا إلى تطبيق لنظرية القيمة المتوسطة با - 5 . 

فى حالة الدالة بنطاق فى (1 < م) "142 ومدى فى © » يعتبر الموقف غالبا أكثر تعقيدا » 
وتحتاج كل دالة إلى در اسة قائمة بذاتها . لكن » توجد نظريات عامة قليلة ومفيدة ستقدم هنا . 


نفرض أن "2 152 ونفرض أن 2 ج2:,] . يقال لنقطة 42> 6 إنبا نقطة نهاية 
صخرى نسبية لدالة كر إذا كانت توجد 8<0 محيث أن (*)] > (©)/ لكل 64« عند 
8 >|-*|] يقال لنقطة 52 © © إنها نقطة نهاية صغرى دقيقة نسبية للدالة كر إذا كان يوجد 
0< محيث أن (*)/ >(©)/ لكل 12 6©* عندة >|ه - || >0 بالاسل نعرف ثقطة 
جاية عظمى ( دقيقة ) نسبية للدالة كر . بالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 6142© هى نقطة نباية 
صغرى ( دقيقة ) نسبية أو نهاية عظمى (:دقيقة ) نسبية للدالة كر » نقول إن © هى نقطة نائية 
( دقيقة ) نسبية ألدالة كر » أو إن كر لا نهاية ( دقيقة ) نسبية عند النقطة © . 

الننيجة الآئية مفيدة جدا فى حالات كثيرة . 


؟4 - ١‏ نظرية . أفرض أن 22 وثفر ص أن 82 ج-42:/ إذا كانت نقعلة 
داخلية © من 42 هى نقطة نهاية نسبية للدالة كر » وإذا كانت المشتقة الحرئية (1,7)6 للدالة 
كر بالنسبة إلى متجه ”ها موجودة © حينئد 0 > رع )دآ 


البرهان . من الفرض تقييد الدالة كر إلى تقاطع ده مع الحط المستقيم (120 ©1: يم + م] 
له نهاية نسبية عند © . لذلك ينتج من نظرية +ا؟ ب + أن 0 (2,/)6 
وهو المطلوب إثباته 
4١‏ - 5 نتيجة . الفرضص أن 122229 »؛ ونفرضص 2 ج 2دثم . إذا كانت 
نقطة داخلية م من 22 نقطلة تهاية نسبية من الدالة كر » وإذا كانت المشعقة ()/152 موجودة » 
فإن 2/)0-0 


ألبر هان . ينتج من ثنيجة وم - با أن كلا من المشتقات الخزئية ...1ع )لط 
«وجودة وأنه إذا كانت "28 © (ملاى. .. رضة) تنا اء فإن 


(©)]2ارلة 300 ()(2/)0 


1 


من النظرية السابقة يكونف 0- (©)/10 عند صر,... ,1 حدثر »ومنها 0-(ي)()10/1 
لكل *18عين . وهو المطلوب اثياته 

ينتج ع أنه إذا كانت ”22 42 » وإذا كانت 828 + 2:42 لا نقطة نهاية نسبية عند 
6 وإذا كانت () /[2 موجودة » حيقة 

0 > (ع) ,2 ,. .. ,0 - (ء) ا (42.1) 

تسمى نقطلة داغلية © التي عندها 0 -(ع)/2 نقطة حرجة للدالة حر . نستنعج أنه إذا 
كانت 4 فثة مفتوحة فى “82 التّى فيها تكون ث/ر قابلة التفاضل ٠‏ حينئذ تحتوى فثة النقطة 
الحرجة للدالة كر عل كل نقطة الباية النسبية للدالة كر . من الطبيعى ر بما تحعوى هذه الفئة للنقط 
الحر جة أيضاً نقعلا عندها لا يكون الدالة كر نقط هاية نسبية . 

( و بالإضافة إلى ذلك » رما يكون للدالة /ر نقط نهاية نسبية عند نقط داخلية © من 52 عندها 
لا تكون المشعقة (ع)/2 موجودة أو ر بما يكون الدالة كر نقطة نباية نسبية عند نقطة 42 © © 
والتى ليست نقطة داخلية الفعة 42 ى أى حالة » سوف لا تكون التقطة 6 نقطة حرجة للدالة كر ) . 

؟4 -م أمثلة . (أ) نفرض أن #3 - (*#)ركر عند [1,1-]ع . حينعك 
0 - (0),/ر2 ء» لكن » ور ئيس اا نقطة لهاية عتد 0 عت عر . ومن زاوية أخرى » الدالة 
كر الها نقعلة مباية دقيقة عند النقطتين 1 + .( اللتين ليستا نقطتين داخليتين من النطاق و ليستا 
نقطتين حر ججتين ) . 

(ب) نفرض أن | * |-(«)وثر عند [1 ,1-] عد . حينئذ (2/:)0 غير موجودة» 
لكن » و الا نباية صغرى دقيقة نسبية عند النقطه الداخلية 0 . ومن زاوية أخرى » 
ور اها نقطة نماية نسبية عند النقطتين 1 3 . 

(ج)2 تفرض أن 12 ج122 :و/ معرفة بأنها باع (ز ,داور . حينئذ 0--(0 ,2/0)0 
أى أن نقعلة الأصلى (0 ,0) نقطة حرجة للدالة ور » لكن » ليست نقطة نباية للدالة وكرلآن : 

0< برع وو؟ (نز رناامر > (0 ,رمعم 

0 > برع رمغ (ز )اي < (0,0)ض2/ 
نقول أن نقطة الأسل (0 ,0) هى نقطة ركوب ( نقعلة بردعة ) .للدالة و/ر جممنى أن كل جوار 
(0 ,0) يحتوى نقطا عندها ور أكبر بدقة من (0 ,0)و/ر وأيضاً يحتوى نقطا عندها و/ أقل بدقة 
من (0 ,0) وي . 

((د) نفرض أن 8 ح *12:.] معرفة بأنها (22 07 (2د ‏ 2) عت ول )ول . 
أثبت أن 0 -(0 ,0)يكر2 و أن تقييد ور إلى كل خط مار بالنقطة (0 ,0) له نهاية صغرى نسبية 
عند نقط الأصل . لكن » أثبت أنه فى كل جوار (0 ,0) توجد تقط عتدها بكر موجبة بدقة 
ولقط أيضاً عندها بر سالبة بدقة . 
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اختبار المشتقة الثانية : 
نظراً إلى الأمثلة السابقة » يكون من المناسي وجود شروط تكون ضرورية 2 
لضمان أن نقطة حرجة هى نقطة هاية أو أنها نقطة ركوب ( بردعة ) . نعطى النتائج الآنية شروطا 
بدلالة المشتقة الثانية للدالة كر الى قدمناها عند نهاية باب 4٠‏ , 
4 - 4 نظرية . نفرض أن ”82 47 مفتوحة ونفرضى أن 18 + 59:/ لا مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى 52 . إذا كانت (14© © هى نقطة نهاية صغرى نسبية ( على الثرتيب » 
مباية عظمى ) للدالة كر » حمينئك 
0د رسس )زرط يو -خرم)م رتم 42.2 
> 


[ على الترتيب » [0 ك 0(2)(©) ر2#] لكل “8 ع بم 
البرهان . نفرض أن 1 -|«| ,87 ع« . إذا كانت م هى نقطة نهاية صغرى لسبية » 
فتوجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 8 > | | حينذ 0ح 0)/-(مم +ع)م ‏ 2 . ما أن 
2 مفتوحة » فيوجد 0 < ,8 عند 8 ك ,8 محيث أن «م دم تلتمى إل © عند وة 5 1 5 0 
من نظرية تايلور ٠م‏ - 4 توجد ,م حيث ,8 5 7 ك ,م ك 0 محيث أنه إذا كانت 
0 + 6-6 لء فإن 
“(مم)(»)] *طا+ زرسين )زط جل )] - رسج )رز 
بما أن © هى نقطة نبساية صغرى نسبية وينتج من نتيجة 41 - 8 أن 0 > () 2 ؛ 
حيلئذ نجد أن 
0 ع “(من)(ن )101 
عندرة ك + ك 0 . ينتج أن 0 < 2(س)ل )ثم *ه . با أن | : | ك [ىع | د إإه حرم| 
فينتج أن مج ,م عند 0 ج-8. بما أن المشتقات الحزئية الثانية للدالة كر متصلة ٠»‏ إذن 
(0)ي/ 22 0 < 0(2) نكل *8 ع بير حيث 1 > |إما|]ء اانى منها تنتج النتيجة . 
وهو المطلوب إثبائه 
اليج الأقذاى لتاقي جزئيا لنظرية + ل 4. لكن ». لاحظ أن فرمها أقوى 
49 -ه نظرية . نفرضص أن ”82 -42 مفتوحة + ونفرض أن 8# <ج-42:] لما 
مشعقات جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرض أن 42 © © هى نقطة حرجة للدالة كر . 
(أ) إذا كانت 0 < 2(س)(ء)ثر 22 لكل 0خوسد او "#9 06م ع حينتذث/ر ها 


عباية صغرى دقيقة نسبية عند © . 


/17؟ 


(ب) إذا كانت 0 > 2(س)(م)ثر 22 لكل 0 #زم؟ ,225 ع 0 اع سحينئذ كر الا مهاية 
عظمى دقيقة نسبية عند © . 
(ج ) إذا كانت 0()0(2) ر 22 تأخذ كلا من قي موجبة دقيقة وقيم سالبة دقيقة عند 
"2 ع ب« » حينئذ كر لها نقطة ركوب ( بردعة ) عند © , 
البرهان . (1) من الفرضى نيحد أن 0 < 2(م) (م)ير 22 عند م فى الفعة المدمجة 
(1 حلاس: "8 ء#) . بما أن الراسم 0()00(2)ثم 22 جح ”7 متصلة فتوجد 0 < 7 
حيث أن 
1 -|«ا و م د #(س) )22 
ما أن المشتقات المزئية الثانية الدالة كر «تصلة فى 49 » فتوجد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 
6 > | >- د« | فإن 
1>|م«| عه؛ م ؤ ح 7(س)()722 
حسب نظرية تايلور ٠؛‏ - 4 » إذا كانت 1 + 5ك 0 فإنه توجد نقطة ,© فى قطعة اللط 
الواصلل بين © و 26+40 محيث أن 
“(سم)()[* 41+ رمم)اك)/2 +ن)] - (مم جع )رز 
بما أن ملقطة حرجة فينتج أنه إذا كانت 8 > + > 0 و 1 ح || ”|| ٠‏ فإن 
0< تام ع “(مري)نن )12ح 0 )] - رزجو دن )زر 
أى أن (0)/<(ن+6)/ عند 8 >إإه »|| > 0 ٠‏ وإذن الا نباية صغرى دقيقة 
نسبية عند © . أى أننا قد برهنا المزء ( أ ) وبرهان الحزء (ب) يكون بالمثل . 
(ج ) نفرض أن - ,+70 متجهى وحدة فى 8207 بحيث أن 
0 >:*(-سم)ل22 2 ,0< (بسم)/22 
إذن ينتج من نظرية تايلور أنه عندما تكون 0 < + صغيرة بكفاية نجد أن 
(©)] > (دسم + )م ,ء)/< رس مار 
أى أن © نقطة ركوب ( بردعة ) للدالة كر. وهو المطلوب إثباته 
تقودنا مقارئة نظريّى 49 - ه ء +4 ع هء إلى أجزاء التخمينات الآتية : 
(1) إذا كانت 42 ع © نقطة نهاية صغرى دقيقة نسبية © حينئذ 0 < 7(2)() 7 22 
لكل 0 غودسر ”2 ع مر ) 
(13) إذا كانت 42 ع6 تقطة ركوب اللدالة كر » حينتذ 0(2)(م)ير 22 تأعذ كلا 


> مس 


من قيم موجبة دقيقة وقما سالية دقيقة » 
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(للة) إذا كانت 0 < 2(سم0)عر 22 لكل ”1ع فإن م نقطة نهاية صغرى 
فسبية . جميع هذه التخميئات باطلة » و بمكن ملاحظة ذلك بأمثلة , 
لإكال نظرية 4٠‏ -- ه نجد من الضرورى معرفة ما إذا كان الدالة («)(ع) ثر 22 ح بلا 
علامة واحدة . بمكن استخدام نتيجة هامة ومعروفة جدا ف الخير ( أنظر كتاب هوفان وكونتس 
المدون فى المراجع ) . لتحديد هذا . لكل م ,... ,1,2 ح تراء تفرض أن رلك هى المحدد 
للمصفوفة ( المائلة ) . 
() ]0ط يوت )1ط 


)رط ٠٠١‏ (ع) رط 
إدا كانت الأعداد ولى ,... روث ,رش كلها موجبة بدقة » حينذ 0 < 0()0(2) ثر 22 
لكل 0 كب و أن كر ها مهاية صغرى بدقة نسبية عند © . إذا كانت الأعدادية,. .. ويخررف 
على التعاقب سالبة وموجبة بدقة » فإن 0 > 0()0(2) كر 22 لكلل 40د وأن ثرا ها نهاية 
عظمى نسبية دقيقة عند © 0 ف الخحالات الأخري بمكن وجود نقط مماية ونقط ركوب , 
تكون صيغة أقل تعقيدا فى الخالة الخاصة لطامة الى فيها 2 -- م أكثر ملاءمة وجزء أكبر من 
المعلومات بمكن اشتقاقه نحتاج هنا لدراسة دالة الدرجة الثانية . 
تون د و28 + تيرم - 0 
إذا كانت 0 < 82 - 46 ح ل » حينتذ 420 (وأن 0*© ) ورمكن تككلة 
المر بم و نكتب 


[822 - ع4 ) + زوه ديرم )] ل - 
وإذن علامة 0 هى نفسها علامة 4 ( أو 6) . ومن ناحية أخرى » إذا كانت 0 > ل » 
فإن © تأخذ كلا من قيم موجبة بدقة وقيم سالبة بدقة . يتضح هذا من الممادلة السابقة إذا كانت 
معو هر وال أثبعناها حالا عنسا 0 ع 4 . 
4١‏ -5 نتيجة . نفرض أن 82 42 مفتوحة » ونفرضص أن 2 ج 2:م لا 
مشتقات جزئية ثابتة فى 42 » نفرضى أن 42 ع0 نقطة حرجة للدالة كر » ونفرض أن 
*[20) /دط] - ()]2ط1(ء) ددا د24 (42.3) 
(أ) إذا كانت 0 < 4 وإذا كانت 0 < (©)ر ,2 فإن للدالة كر نباية صغرى دقيقة 


نسبية عتد التقطة © . 


1 


(ب) إذا كانت 0 < لى وإذا كانت 0 > (6) كر رو فإن الدالة كر نهاية عظمى دقيقة 
نسبية عند النقطة © , 


(ج) إذا كانت 0 > ى » فإن للدالة /ر نقطة ركوب عند النقطة م . 


بعض المعلومات الخاصة بالحالة الى فيها 0 ح لى ستعطى فى القارين . 


مسائل نهايات بقيود : 
قد ناقشنا للآن الحالة الى فها تنتمى نباية الدالة 86 + 42:/ داعل نطاقها "8 >2 , 
م نستخدم إحدى ملاحظاتنا لتحديد نقط الهاية عند الطرفين . لكن » إذا كانت الدالة معرفة 
عند طرق 52 وإذا كان هذان الطرفان 52 يمكن تمثيلهما بارامتريا بدألة به ٠‏ حيائظ اتستلئج 
مسألة نقط الهاية بفحص نقطةالهايات التركدب #"ثر . 


توجد مسألة متعلقة تقود إلى طريقة لطيفة ومشوقة نفرض أن 5 هو « سطح » محتوى فى 
النطاق 592 لدالة حقيقية القيمة م . يكون المطلوب غالبا هو إيجاد قي الدالة كر الى تكون باية 
عظمى أو صغرى من بين جميع القيم الى تنما على 5 . مثال ذلك » إذا كانت "8 -42 وكانت 
|دا| - (ب)م » فإن المسألة الى وضعناها تكون مختصة بإيحاد النقط على السطح 8 الى تكون 
أقرب ما بمكن » أو أبعد ما يمكن » من نقطة الأصل . إذا كان السطح 5 معطى بصورة 
بارامثرية ٠‏ فإنه ممكمنا معاملة هذه المسألة باعتبار تركيب الدالة كر بالتثيل البارامتّرى 
السطح 5 . لكن » ليس من المناسب غالبا التعبير عن 3 ببذه الطريقة . ونرغب بدرجة أكثر 
فى طريقة أخرى . 


نفرض أن 5 يمكن إعطازها كنقط + فى 52 بحيث تحقق علاقة على الصورة 
0 ع («)م 


لدالة بم معرفة فى © إلى 48 . سنحاول إيحاد قيم النباية النسبية للدالة كر لمذه النقط # فى © 

الى تحقق القيد ( أو الشرط الحازى ) 0 > (*)ج . إذا فرضنا أن ع و “/ر موجودين فى صئف 

(9):© وأن 0ج (ع6)ع2 » فإن شرطا ضروريا لأن © نقطة نهاية للدالة كر بالنسبة إلى 

النقط ب الى تحقق 0 -- («)ع ء هو أن المشتقة (»)ع2 تكون مضاعفا للمشتقة (0) [2/ 

و باستعمال المشتقات الحزئية » يكون هذا الشرط هو وجود عدد حقيى .3 محيث أن 
(©)12:8- (ع) ]در 


عهك ال أ باق أ ال الو ارت (42.4 
(©)ع ,لله حن) ]رودا 
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وجمليا نرغب ق تحديد الإحداثيات م للتقطة » الى تحقق هذا الشرط الضرورى لكن » الصدد 
الحقيق 3 ؛ الذى يسمى عادة بمضروب لاجرانج » ليس معروفا كذلك . تحل المعادلات م المعطاة 
فى أعلى » سويا مع المعادلة , 

0- (ع)ع 

حينئذ للكيات الجمهولة 1+ م ٠.‏ ومنها تكون إحدائيات النقطة م ذات فائدة , 

١‏ -7 نظرية لاجرانج . نفرض أن ”5278 مفتوحة ونفرض أن ه و كر دوال 
لقيم موجبة فى صنف (1)49© . نفرضص أن 152©© بحيث أن 0 > (6)ج وأنه يوجد 
جوار ]1 من © محيث أن 

(©1 < (0)/ أو ©)/ع »)زر 

لكل نقط [] © * الى نحقق 0 - (#)ع . حينئذ يوجد عددان حقبقيان 2 ويم وأن كلا منهما 
لا يساوى صفرا ٠‏ بحيث أن 

()28 - )إماس (42.5) 
و بالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 0 كج (6)م2. » فيمكننا أخذ 1ع-ير. 

البرهان . :فرص أن27 ح :7 معرفة بأنها 
لاع +4 (<«اع ,(»)/) - ر(ب)سم 
وإذن ‏ تنتمى إلى صئف (8)+1© وأن 
"عن ,ناو ,((م)(م)وط ,(م)(ع)م) - (م) لماعم 

وبالإضافة إلى ذلك » نحةقى نقطة لآ ©>* القيد 0 - (*«)ج إذا وإذا فقط كانت 
(0 ,(*) ثر) ع )7 

إذا كانت (ع)ثر ك (ب)ير لكل [] ©« الى تحقق 0 سه ()ج » حينئذ تكون النقط 
(0 ,”) حيث ” > (©) ثر ليست فى الصورة (/)5/ » ومن ثم (2/)6 ليست >ناظرا أحاديا 
الفراغ #7 إلى 82 فوقيا . لكن بما أن المدى للرامم الحطى (2/)6 هو فراغ جز من 
8 ولا ينطبق على 407 ء فإن مدى ()/2 يكون محتويا ى خط ما فى 22 إمر بالئقطة 
(0 ,0) . لذلك » توجد نقطة (0 ,0) ع (نر ,3) بحيث أن مدى (27)6 يكون محتويا 
ف الحمط المار بالنقطتين (0 ,0) ٠‏ (لم,.ة) . وإذن نحصل على 

"اع د ,"ل ع نه لله :5غ (ن)عء)عطد - (م)) لسر (42.6) 
ومن ثم تنتج ممادلة ( 45 - )٠‏ . 


أخيرا » نفرض أن 0 عحد (0)ع28 . إذا كانت 0 حد ير + سينتذ المعادلة ( + - ه ) 


5 


تدل على أن 0 ع ,3 ء مما مخالف حقيقة كون أن (0 ,0) حد (3 ,لر) . لذلك جب فى هذه الحالة 
أن تكون 0 حو هر و بمكن القسمة عل مم وإبدال 2/4 بالمقدار .2 “0 وه الل نكال 
مما أن ”*تح [(] » فإن معادلة ( 4١‏ --") حيث م6 ,.. . ,© -- «١‏ تنتج المجموعة 


لمعاد لات تر : 
(©)ع لم - (©) مام 


م ع ذهر د قث وات يق 4 م 


()ع,١‏ - (») راس 


إذا لم تتلاثى جميع م ,... ,1 - 8 ,(2:8)0 » فيمكننا أخذ 1 حس هر لمحصول عل المجموعة 
(؟: -4)., 

يجب أن نؤ كد أن نظرية لاجرانج تنتج شرطا ضروريا فقطا » وأن النقط الى نحصل عليها 
حل المعادلات ( الى غالبا يكون إجراؤها صعبا ) رربما تكون نهاية عظمى نسبية » نباية صغرى 
نسبية » أو ليست أى مهما . لكن » نستعمل نتيجة 9غ - ١‏ الآتية غالباً لاختبار الباية 
المظمى أو الصغرى النسبية . بالإضافة إلى ذلك » يكون فى تطبيقات تحديد ما إذا النقط هى فى 
الحقيقة نقط نهاية بمكن تأسيسه على اعتبارات هندسية أو فيز يائية . 

49 -م أمثلة. (أ) نرغب فى إبجاد نقطة فى المستوى (5 - ج- و3 +2 : (2 ١,‏ ,)؟ 
فى الفراغ 27 الى تكون أقرب ما يمكن إلى نقطة الأصل . لحل هذه المسألة ٠‏ سوف نجمل 
الدألة الى تعطى مربع المسافة إلى نقطة الأصل فى باية صغرى . 

2 + روجع > (ج را ,)1 

تحت القيمد : 


0 - 2-5 -2ر3 + 2 - (ت ,لا دام 
ما أن 0 كب (6)ع2 لكل "2 ] » فإن نظرية لاجرانج تقودنا على اجموعة 


212-22 
21-32 
بل-- 22 


0 >-2+398-2-5 
حيلئة » عند حذف 2 ,لز ,د » مصل على 


0 -5-(غ2 )-(22+30 


أو 142-48+98+2-10 ومها 5/7 - 2 . ونحصل عل النقطة الوحيدة 
(5/14 - ,15/14 ,5/7) .. من اعتبارات هندسية نستتتج أن هذه هى النقطة فى المستوى الى 
نكرن أقرب ما بمكن إلى النقطة (0 ,0 ,0) . 


هف 


(ب) أوجد أبعاد صندوق على شكل متوازى مستطيلات » مفتوح من أعلى الذى حجمه 
أكبر ما بمكن إذا كانت مساحة سطحه هى 4 . نفرض أن < ,لز ,د هى أبعاد الصندوق ١‏ 
حيث 2 الار تفاع ١‏ 

إذن نرغب ق جعل الدالة 

ت (2 ,ل ,)7 
ف “باية عظمى تحت شر ط القيد 
0 - م - وبر + ع2 + نوع > (2 ,8 ,)ع8 
بما أن النقطة المطلوبة إحدائيات موجبة بدقة © فقودنا نظرية لاجرانج إلى المجموعة 
.(2)9+22 د مو 
ر(2)2+22 >< جر 5 
,(29 +2)2 د ور ١‏ 
4-0م-داأ 
إذا ضر بئا الممادلات الثلاث الأولى فى 2 ,7 ,ل 
( لمذاتكون 0د 3 ؟) ء نصل إل 
2 + 212 ح جل21 + بور - ج22 + عر 
تدل المنساوية الأولى على أن مرح بد ٠»‏ وتعطى الفانية 22 ح بر . حينئذ تكون نسبة 
الاضلاع 1 : 2 : 2 وينتج من المعادلة الأغيرة أن هرع2ج2+4ج2+4ج4 تعلى 
52 :+2 -ح ج . لذلك يكون حجم هذا الصندوق هو 4/3(3/2) # . 


يوجد غالبا أكثر من قيد واحد ء فى هذه الحالة نحد أن النتيجة الآنية مفيدة . 


2 + نار 
على الثر تيب 3 ثم ساويئا وقسمنا على .3 


4-49 نظرية . نفرض أن ”8 42 مفتوحة وتفرض أن برع ,...,:ع ور هى 

دوال حقيقية القيمة فى (3)62© . نفرص أن 6149© © تحقق القيود 
0> (<«ايع ,... ,0 > (#)رع 
وأنه يرجد جواد مفتوح 87 محيث أن (©)ثر ك5 (<)ثر [ أو (4) /ر < (*)/ ] للميع 
لا © * الى تحقق هذه القيود . حينتذ توجد أعداد حقيقية ع3 ,... ودة,/م ليست كلها 
أصفارا بحيث أن 
(عاوطدع ٠٠١‏ ٠ج‏ )روط دع )رطم (42.7) 
البرهان . نفرضس **“2 ج [] :7 معرفة بأنها 
لاع عه ((اج .. .. .(*«)بع ,(*)]) ح )م 


يفف 


وبرهن كما فى برهان نظرية ( 41 -10). وهو المطلوب إثياته 
٠١ - 47‏ نتيجة . بالاضافة إلى فرض نظرية ( 49 - 4 ) » نفرضص أن الرتبة المصفوفة 
(©)هط <٠:‏ (ع)يعد1 
(42.8) 


(©)جعمط ٠٠٠١‏ (©)1ع,12 
تساوى (م >)/ . حينئذ توجد أعداد حقيقية 3 ,... ,31 ليست جميعاً أصفارا بحيث أن 
(ع)معرطية + +٠١ ١‏ (ع)رع 2ط ع (ء)]2آ1 


ف مولام مساق 8 لاما اماف ل مما 6د 0202020 (439) 
(©)مورطية + ٠٠١‏ +ع)رع,: ١‏ - )دآ 


ب[ 
البرهان . إذا طبقنا القانوث ( +4( / على “4,623 ,...,:© » نحصل على مجموعة 
من معادلات طرفها الأبمن هو الطرف الأعلْ /( +4 - 4 ) وطرفها الأيسر هو الطرف الأيسر 
فى ( 49 - و ) مضرويا بامقدار بم . إذأر أت 0 ح عر » فإن الفرص بأن الرتبة مساوية بم 
تدل على أن 0 - يي ح ... ح و3 » مابهالف الغرض . ومن ثم 0 مير ويمكدنا أن نجمل 
هذه الجموعة طبيعية #«صول عل ( 47 - 4 ) وهو المطلوب إثباته 
4 - وززومال. أوجد النقط الموجودة فى تقاطع الاسطوانة (4 ع ةيوج ةع : (ج ,لو ,)) 
والمستوى (6 > 22 + 3+ *2(:6 ,لا ,)] التّى تكون أقرب ما يمكن إلى نقطة الأصل . وال 
تكون أبعد مايمكن من نقطة الأصل 
سنبحث النقط الهائية النسبية للدالة 
7 جيرج شير > (2 رو ,«)] 
نحت القيود 
,0 ع 4 - ةيو + ةير د زج رلز )رع 
0 ->392+22-6 + 62 > (2 ,لا ,)دع 


المصفوفة المناظرة إلى ( ؟4 - م ) فى هذه الخالة هى 
6 *م 
| 
2 0 
ذات رتبة 2 ماعداً عند النقطة (0 ,0) > (7 ,) الى لاتحقق القيود . حينئذ يمكننا استخدام 
النتيجة ل#اصول على الجموعة 
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ب(2)6 + (2), ل - 26 
,(22)3 + (21-2,)2 
,2:02 - 22 
,4 ع ةبوجتير 
39+26 +6 
همس معادلات قى حمس متغير أت المعادلة الثالثة تعطى جح يية » لذلك مكننا حذف ج32 من 
المعاداتين الأو ليين . لحذف 3.1 ء نضرب المعادلة الأولى النائجة فى ثز والثانية فى > ونطرح 0 
لتحصل عل 
(«-3<)20 - جع3- ور6 - 0 
ينتج أنه إما 0 - 2ج أو 27 - ب« . 
إذا كانت 0 > ج » فإن المعادلة الخامسة تعلى 2 ح بر -4 2 . وعند ربطها بالمعادلة 
ازابة نبل عل 


4 - : بر4 + برق -4 + 2ير ع :(2 -2) +2 


وإذن 0 ع (8 - بز5ة)بر ح بر 8‏ 52 ومن ثم 0 ح بر أو 8/5 ع « . تقودنا هذه 
الحالة إلى النقطتين (0 ,2 ,0) و (0 ,6/5 - ,8/5) الى تكون كل منهما لما على مسافة 2 من 
نقطة الأصل , 

ومن زاوية أخرى » إذا كانت 2 ح بر ء فإن المعادلة الرابعة تمطى 4 2تر5 أى أن 
5 - بر (فإن (4/5 - ع ) أو 2//5- - بر (وأن (4//5+- - + ). بالتعويض فالمعادلة 
الخامسة نحصل على (3)1+3 داج و (5ىل.-2-3)1 »ء عل الترتيب . لذلك » تقودنا هذه 
الخالة إلى النقطتين ((5/+3)1 ,5ل/2- ,5ل/4-) و (5/.-3)1 ,2/5 ,4//5) ويلاحظ 
أن مربع المسافتين بين كل من هاتين النقطتين ونقطة الأصل هما 18/5 -58 و 58+1805 » 
على الث تيب . 

نستنتج أن كلتا النقطتين (0 ,6/5- ,8/5) و (0,2,0) تجملان المسافة من 'تمطة الأصل 
وهذا التقاطع هى نهاية صغرى ء وأن النقطة ((5/+3)1 ,2//5- ,5/ل/4-) نجعل هذه المسافة فى 
مباية عظمى . من اعتبارات هندسية نلاحظ أيضاً أن النقطة ((5/--3)1 ,2/5 ,4//5) تمعلى نباية 
عظمى نسبية بين نقط هذا التقاطع . ( ينبغى على القارىء أن يرسم شكلا ليساعده لرؤية هذاالموقف ) . 


قيود متباينة : 


فى السنوات الحديثة » ازدادت مسائل النقط البائية الى تحتوى قيودا هى متبايئات أكثر من 
متساويات أهمية . أى رما نرغب فق إبحاد نقط نهائية نسبية لدالة 82 + 42:/ كل نقط "1 42 
الى تحقق القيود 


7و1 


0< (عايط , . . . ,0 < (ع)ريط 
سترى أن مثل هذه المسائل بمكن أيضاً معاملها يطلريقة لاجرائج . 
ر مما تحتوى مسألة نقعلة نهائية أحيانا كلا من متساويات ومتباينات » لكن مما أن المتساوية 
0 ح (+*)م تكاف” المتباينة 0 < 2((<) عم)- » فإن مثل هذه المسائلى بمكن دائما ايز الها 
إلى مسألة تحتوى فقط عل قيود متباينة . 
١١ - 4!‏ نظرية . نفرص أن "38 12 منفتوحة ونفرضص أن الدالة عر والدوال 
غخ/ و... ,و# دوال حقيقية القيمة فى (01)52) . نفرضص أن 42 © © تحقق القيود المتبايئة . 
0< (2)عة ,. . . ,0< (عارط 
ونفرض أنه يوجد جوار مفتوح [8 من » بحيث أن (©) كرك ()ر [أر (0)/ < («) رع 
لجميع لة © الى تحقق هذه القيود . حينئذ توجد أعداد حقيقية يرنة ,. . . ,و3 ,مم ليست 
كلها أصفارا ححيث أن 
زع)اطيد +٠٠ ١+‏ )ماطح د )لطم (42.10) 
وأبد من ذلك » إذا كانت 0 < (0),/ لبعض : » فإن 0 حدرة . 


البر هان . نغرض أن '*“28 جه 7] :177 معرفة يأنها 
لاع :م] ((«)ييط رمءه )11 .(*)]) - 1_0 
إذا كانت © نقطة فى 7 حيثد تتحقق القيود وحيث تكون/ إما فى نهاية عظمى أو فى اية 
صغرى © حينئذ لمكن أن تكون (2#)6 راميا فوقيا ولذلك نجد أن تظل ( 8ه س١١)‏ 
“فيحة ى 


إذا كانت © > (©),# ,... ,0 - )يم نكن 0 < (م)ية ,. . . ,0 < (©) م1 
حينئذ نفرص أن [] -,0]) هو جوار مفتوح للنقطة © الذى فيه تكون عجن , . .. ,1 دم/ 
«وجبة بدقة وأستخدم النظرية للقيود 0 2 (<),#, . . . ,0 < ():# . 
وهو المطلوب إثباته 
؟ - ١8‏ نتيجة . بالإضافة إلى فروضص نظرية *4+ - ١١‏ ع ثفرضص أن رتبة المصفوفة 
المناظرة إلى ,ا حيث 0 2 (©) ركم مساوية إلى # . حينئذ مكتنا أخذ 1 حه بر فى 


(ع)بطرط ٠٠-١‏ (6) ج10 


)42.11( 


(ع)طرط ٠٠١‏ (ع)رام1 
1 


(؟4 - )٠١‏ وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت (ء) ثر ك (<) كر على الترتيب ؛ [(6) كر < (*) /] 
لكل 17 ع* الى تحقق القيود وإذا أخذنا 1 ح مم فى (+» )١١-‏ فإن 0 > به على 
الثرتيب » [0 < بة3] عند ,... ,1 2غ . 

البرهان . البرهان الذى مكننا أخذ 1 ح- بر فى ( «غ - ٠١‏ ) ماثل للبرهان فى نتيجة 
٠0١-49‏ . نفرضى »© إذن » أن 1 ح بر وأن (ء)ر ك («ا)ير لكل ل1©* الى تحقق 
القيود . بما أن الرتبة المصفوفة ( 49 - )١١‏ هى / 5 م » حينئذ إذا كانت م ك ترك 1 
فإنه يوجد متجه "*4 06 محيث أن 

و5 > (رنة)(121:)2 

وإذن » إذ! كانت 0 < + صغيرة بكفاية » فإنه توجد نقطة ون على قطعة الخغط المستقيم الواصلة 
بين © و 600 +6 محيث أن 


(ن)(»)01) -(رنم)(») ]مآ > )1 - (رمم +ن)] > 0 


و نتيجة لذلك نحصل عل 
بد (ن))ب«اطيد - رمد - هع لدعا ذا < 0 
وإذن 0 كرة عند مى . . ,1ع قفي . وهو المطلوب إثباته 


لمصول على برهان أولى » لكن مختلف جدا لنظرية لاجرانج الىّ تحتوى قيودا متباينة » 
أنظر مقالة أ. رج مالك شان(*) المدونة فى المراجع 


+4 - (1) أوجد النقط الحرجة اندو ال الآئية و حدد الطبيعة لهذه النقط 
)1غ( و4 جنع > زر ,)زر 
(ب) .17+ 2ن - 326 + *بو2 + *: د (وين)] 
(ج) «362-:12992- 2و4 + تو - زوب[ 
5 و4 - * > ( »)1 


)م 217 2و2 + بوجر4 جيرج زو ,)1 
)و ( ع12 3# يو4 4و3 + يرت (بو )1 


(#) أءج ماك كسان ( 191.4 - ) حصل على درجة الدكتوراه من شيكافو ٠‏ وارتبط 
مدة طويلة بجامعة فيرجينيا ومعروف عالميا يمساهياته فى نظرية التكامل وتفاضسل وتكايمل 
المتغيرات »© نظرية التحكم الامثل والقذفيات والطروم والدقشومات الخارجية ٠‏ 


يفف 


؟؛ - (ب) نفرضص أن ”427 مفتوحة ء نفرص أن 8# ج-2:/ الما مشتقات 
جزئية ثائية متصلة ق 50 » ونفرض أن 242 نقطة حرجة للدالة كر » ونفرض كذلك أن 
0 < 6, 

(أ) أثيت أنه إذا كانت 0< 2(م)(م«)مر 22 نكل 8 > || - * || > 0 وأن 
“جع با »ء فإن © هى نقطة عباية صغرى نسبية للدالة كي . 

(ب) أثيت أنه إذا كانت 0 < 2(”)(+ )ير 2ه لكل 8 > |إم-+* | >0 
وي 0م85 5 ء فإن نح هى نقطة نباية صغرى دقيقة فسبية للدالة كر . 

؟؛ -(ج) نفرض أن 8 922 مفتوحة » ونفرض أن 32 +-92:/ طا مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرص أن 12ج2ح هى نقطة حرجة للدالة كر » ونفرض كذلك 

“(() ,رط -(:*) أ ط()1 12 - رعاطة 

علد عبر . نفرض أنه عند قيمة ما 0 > 8 » فإن 0 < («)4 لكل 5 > |إه - * || . 

(أ) إذا كانت 0 < (#)صم ريه (أو إذا كانت 0 < (+*) رجو) لكل + بحيث أن 
8 > || ->*] > 0 » وضم أن © هى نقطة لهاية صغرى نسبية للدالة كر . 

(ب) إذا كانت 0 > (*«) مر ريط ( أو إذا كانت 0 > («)مر جور2) لكل * بحيث 
أن 5 > ||» + || > 0 » وضح أن © هى نقطة نباية عظمى نسبية للدالة كر . 

؟) -(د) نفرض أن #ج 25:م قابلة التفاضل فى “8 وأن 0 - («)يم لكل 
“عد حيث 1 - ||*|| . وضح أنه توجد نقطة “"#عه عند 1 > |[ء|| بحيث أن 
0 - () ”2 . ( هذه هى ترجمة نظرية رول 80 ) . 

؟؛ - (ه) استخدم نظرية الراسم الفوق( ١غ‏ + )١‏ لإثبات نتيجة ( 89 - ؟) . 

؟4 - (و) وضح أن كلا من الدوال الآتية لا نقلة حرجة عند نقطة الأصل . أوجد 
تلك الى لما نقط هاية نسبية وألى ها نقط ركوب عند نقطة الأصل . 


4 08 ١ب(‏ ترج 2 > (و ,2)] 
(ج) تو-”ع >( ,)ل (د) “رترت ثحت ورور 
زه) ترود - ويرك زر ر) (ف) “برج نع > (و ,)] 


؟4 - (ز) أثبت أن الدالة “لا بو4+*2 -(1)*,82 طانقطة حرجة لكن ليس 
ها نقط نهاية نسبية , 

؟+ - (ح) ادرس سلوك الدالة #برورة 5 - (ثز ,)كر فى جوار نقطة الأصل, ,. 
يسمى الشكل لهذه الدالة أحيانا , بردعة القرد» لماذا ؟ 

+4 - ( ط) أوجد أصغر مسافة من التقطة (3 سب,1 ,2). للمستوى 4 > 22 + :2 


ليق 


١‏ - (ى ) أوجد الأبعاد لصندوق قائم » مفتوح من أعلى ٠‏ بحجم معلوم بحيث 
تنكون مساحة سطحه فى نباية صغرى . 

47 - (ك) أوجد أصغر بعد بين المطين ,2 2 > بد : (2 ,لز ,,)) حول 

(5 +3 > ع ,2-5 > بر ,و -1 > « :(ع ,ل ,)1 ىر[ « (1-20- ج 3+6د دول 

؟؛ - (ل) اعط أمثلة لتوضح أن كل التخمينات المنصوصة بعد نظرية 48 - ه باطلة . 


؟4؛ - (م) نفرص أنه لدينا # نقط # ,. . . ,1 ح ثر ,(ر ورد ) فى 22 ونريد 
إيحاد الدالة المألونة 8 + 5:8 المعطاة بأنيا 8+ + -(86)2 بحيث تكون الككية 


“(«-5)0) 2 
فى نباية صغرى . وضح أن هذا يؤدى إلى المعادلات 
لابق - بلجت 4 
لابق - هم + ود رم 
للعددين 8 و 4 . [ تسمى هذه الدالة جم بالدالة المألوفة الى « هى أحسن توفيق للنقط 7 ممفهوم 
طريقة أقل المربعات » ] . 


41 - (ن) نفرض أن 1< [0,1]:/ متصلة فى [1 ,0] . نرغب فى اختيار أعداد 
حقيقية © ,8 ,4 بطريقة تجمل الكلية 


عه "إن جعه جتجم) - رمالا | 
أصغر ما يمكن » وضح أنئا يحب أن نختار © ,8 ,4 لتحقق المجموها 
عه الت | سعا+ هاج ما 
)ا 1 د 46+ هاج ما 
عه وا | ع + هزجما 
[ يقال الدالة الناتجة 8+0 +47 جع أنها دالة درجة ثانية الى هى أحسن توفيق 
للدالة كر فى [1 ,0] ممفهوم طريقة « أقل المربعات » ] . 


الى عندها ريما يكون للدالة در عد ح (ثز ,د)/ر فقط باية نسبية . حينئة ارمم مما تمخطيعليا 


لحف 


للمنحى والمنحتيات المستوية للدالة كر لإثبات أن النقطة ( النقط ) الى حددتها ليست نقطة ( نقطا) 
لنقعل نباية نسبية للدالة كر . 
؟؛-(ع) نفغرض أن ح- 12 :] دالة من الدرجة الثافية #برم + ززؤندط2 + غيم > ( ,3)/ 

عند 872ع(2,*) . فرغب قى إتحاد النقطة اللهسائية النسبية للدالة كر فى دائرة الوحدة . 
(1 -2 +* :زرو ,)4 . استخدم نظرية لاجرانج لتوضيح أن النقط (و# ,م) الى عندها 
تكون هذه النقط نقط لباية نسبية يجب أن تحقق الموعة 

0ع-مروط+مء(م-»6) 

0>-وجر(ح-»ع) معط 
حيث مشروب لاجرانج .3 هو جدر المعادلة 

53-0ط-عهم) + يل +4)-ث2م 


أثبت أن القيمة المناظرة للمضروب 32 تساوى القيمة الهائية للدالة حر عند مثل هذه النقط 


الهائية النسبية , 
؟ - (ف) حاصل جمعم ثلاثة أعداد حقيقية هو 9 , أوجد هذه الأعداد إذ!ا كان سماصل 
ضر بهم أكبر ما يمكن . 


؟) - (ص) أثبت أن حجم أكير صندوق الذى بمكن رسمه داخل الجسم الناقص 


|1 0 ”3 8 
( حيث © ,8 ,© هى أعداد قوجبة بدقة ) يساوى 3./3/ع5ه 8 
؟4 - (ق) أوجد قيمة اللهاية العظمى و الهاية الصغرى لكل من الدوال الآثية فى الفثة. 
المعطاة ( عند التخصيص : اعتبر إشارة المضر وبات ) . 
():. (1 ك “تع : (و ند كه 3 ١‏ كرو كيرت (ون)ز 
)ب (1 ك + *: :رو ,)> 5 رخو + ج2 +: - رو ,وار 


(ج) 1ع الاا,! داعا( كماع 5 ١ت‏ + ع2 +: دزو )زر 
(د) 55 ك إ١ا|‏ ,1 ع ءا ,(وطناً> 5 2 ,ناهنة 3« -1)-(2:)ز 


4١‏ (ر) - نفرض أن ثر معرفة عند 0< ا رلا < + إلى 2 بأئها 1/9 + نمه + ع/1 - (ن ,)م 
(1) غين مواقم النقط الحرجة للدالة عر وحدد طبيمتها . 
(ب) إذا كانت 0 < م » تفرض ع ع +ع ,0>1 ,92(:0>1 :)4 - 5 

حدد قيم اللهاية العظمى والصغرى النسبية الدالة كر فى 8 . 
؟؛ - (ش) أوجد القيم اللبائية الدالة *2+*يا+*+* -(2 ,)م تحت القيود 


2-1 +بير+يىر و 1حع2ج+ت7بروبتير 


54 


؟؛ -(ت) نفرض أن ثر لا مشتقات جزئية ثانية متصلة فى فئة مفتوحة تحتوى على 
الكرة (:-|+>|:"#ع*ا إلى © ء ونفرض أنه توجد © حيث م > || © || بحيث إن 
دم لم > أزع|: ()ر) مده< (ء)] - 14 
تفرص أن عم معرفة بأنها 


*]- بر| ابل ررم - (#)ع 


أثبت أن 84 ح 0)م بينا 34 > (#)ع عند م ع |[ || . حينئذ بم تصل إلى نباية عظمى 
عند نقطة ما .© ححيث ” > || .© || » وححيث نحصل على 


0 >( -34) للد - ع (ء) أرط اط 
5 


؟! -(ث) نفرض أن "32 42-2 فد مفتوحة محدودة ٠‏ نفرض أن (8)42 هى الفئة 
لنقط حدودية من 42 ( انظر تعريف ه-7) © وتفرض أن (6)09لا© --2© هى إتفال 52 
يقال لدالة 8 ج427:/ ألما توافقية فى 52 إذا كانت متصلة فى -42 و محقق معادلة لابلاس 
0- رد را 


11 


لكل 4ع 
)1غ( استخدم الاستنتاج فى الدّرين السابق لتوضيح أن دالة توافقية فى 52 تنال أعلى قيمة 
وأدل قيمة فى (©)8 . 
(ب) إذا كانت يم و ث/ر دالتين توافقيتين فى 42 وإذا كانت (+*)م-(+*)م عند 
)66+ » حينتذ (+)م-(:)م لكل 2ع 
(ج ) إذا كانت م و كردالتين توافقيتين فى 2ك وإذا كانت (*)ل > (*)ع ,(+*)ب - (8)م 
عند (5)42 © 1 حينئدذ 
((«كاطع ع : | (عد)ث - قدي بسع (لك ع ع : [(ع)ع - )را نه 
( هذا الاستنتاج يبمكن نصه بقولنا إن « الخلول للسألة ديرشلت للفراغ © تتوقف دائماً 
عل البيانات المدردية » ) . 
؟؛ -(خ) أثبت أن الباية العظمى للدالة 2م ٠ ٠ ٠‏ ,*) > (م , . . . ,,«)م » تحت القيود 
1 تور ترز تساوى ممما 5 استخدم هذا لتمصول عل المتباينة : 


و74 | 5 ١‏ عند إانااا 


5/2 م7 


|٠٠٠١ املا‎ > 


م١‎ 


؟ -(ذ) أثبت أن المتوسط المندمى لمجموعة أعداد حقيقية موجية [م2,...دره] 
لا يزيد عن متوسطها الحسالي » أى 


(م© ٠١+‏ 0 “"(مه --6,0) 


؟؛ - (ض) (]) نفرض أن 1- 1/4 +م/1 ,4<1 ,1<م ١‏ أثبت أن الهاية الصغرى 
للدالة (0< بر ,0< <«) “إ(1/0) + "(م/1) ->(1),2 نحت القيد 1 ح «زعر تساوى الواحد 


الصحيح . 
(ب) استخدم جزء (أ) لتوضيح أنه إذا كانت 0< ,0<ه . فإن 


من لحي ع هن 
4 و 


(ج) نفرض أن «,...,1-: ,(8) ,م4 هى أعداد حقيقية موجبة . أثبت أن 
متبايلة هولدر : 


0( مع 


ش بوضع (م( 2 - قَ ,“از © - 4 وتطبيق جزه (ج ) عل 8/8 - ٠‏ ,هاه - ه 
( د) استخدم متباينة هولدر فى (ج ) للمصول عل متبايئة منكوفسكى 


"س١‏ “لمر > “سمخ 


( إرشاد : »”امجه]إطا+ ”زم جه[ زه| ع “#إقج م | إط+م|ع هجوز ). 
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بدك 


القصمل الشامن 
معامال فين م 


ستنقدم ف هذا الباب النظرية لتكامل دوال حقيقية القيمة فى الفراغ و حيث 1 < مر. 
الاقثر اب المستخدم هنا هو نفسه الذى ابتدأنا به فى باب 78 فى حالة 1 حم ؛ لكن سوف 
نهم هنا فقط بتكامل ريمان ( وفيس تكامل ريمان - اشتلتجز ) . 

سيلاحظ فى باب 4# أنه » لدوال محدودة معرفة فى خلية مخلقة فى 827 ع فإن النظرية 
لا تتطلب بالفعل تغييراً فى تلك الموجودة فى 82 . لكن ٠»‏ لإمكانية القدرة على أن تكامل على 
فئات عامة فى ”8 يكون من الضرورى أن نطور » كا نفعل فى باب 44 ٠‏ نظرية « محتوى » 
( كما سنسمى التصور «المساحة » ذات ”436 من الأبعاد ) لعائلة فئات مناسبة فى الفراغ *20 . 
سوف “ميز نظلرية أمتوى من هذه العائلة من فئات » وتوضح كيف تعبر عن تكاملات فى 727 
كتكاملات متكررة . سنخصص الباب الأخير لتطور نظريات هامة على تحويل الفئات وتكاملات 
تحت رواسم قابلة للتفاضل . المشاكل النظرية تستحق الاعتبار » لكن متم بنظرية مفيدة جداً 
تحفق تغيبر المتغير ات حي فى حالات ر بما يجوز فها التحويل كية محدودة من سلوك « شاذ » . 


الباب الثالث والأربعون - التكامل فى"8 : 
ناقشنا فى الأبواب و9 - ١خ‏ العكامل لدوال ممدودة حقيقية معرفة فى فثرة مديجة كي 
فى الفراغ +2 . قد يلاحظ قارىء بصير بالحالات العامة أن جزماً كبير ا من الذى أجريناه فى هذه 
الأبواب بمكن إجراؤه عندما 3 تقع قي الدالة ى الفراغات الكارتيرية 126 . و بمجرد تعر يف 
هذه الإمكانية فليس من الصعب إجراء التعديلات الضر ورية للعصول على نظرية تكامل لدوال 
فى ف إل 86 . 
وطبيدى أن نسأل عما إِذا كان من الممكن الحصول عل نظرية تكامل الدوال نطاقها هى 
فئة جرئية من الفراغ ”20 » وسيتذكر القارىء أن هذه قد أجريت ف اللحقيقة فى مقررات التفاضل 
والتكامل حيث اعثير نا تكاءلات و مزدوجة » أو م ثلاثية » . ستبتدىء فى هذا الباب بدراسة 


تكامل ر مان لدوال حقيقية حقيقية القيمة معرقة فى فئة جزئية محدودة مناسبة من الفراغ *ه[ .و بالرتم 
من أن كثيراً من نتانجنا بمكن امتدادها لتسمح بقيم فى "82 عند 1[ < © ء قسوف نترك هذأ 
الامتداد القارىء 5 


بنك 


محتوى صفر : 

نتذكر من باب ه أن خلية فى 1# هى فئة يكون لها إحدى الصور الأربع : 

له)ه .,(طها ,ل[طها] ,(طبه) 

حيث 8 ك © . يسمى العددان 8 ,6 بالنقطتين الطرفيتين لحذه الخلايا . خلية فى2290 
هى حاصل ضرب كارتيزى مل 7,٠٠0‏ - 3 محليات مر فى 424 . يقال تخلية تي 
أنها مغلقة ( على الترتيب » مفتوحة ) إذا كانت كل الخلايا ,ل ...70 مخلقة ( على الأرتيب » 
مفتوحة ) فى 2 . إذا كانت الخلايا وى ها نقطتان طرفيتان (م ,... ,1 ع )رم > ره » 
فنعرف المحتوى من .مذ كا٠‏ ١٠٠2و‏ > 3 بأله حاصل الضمرب 


(مه حمط6) ٠٠١‏ زه حرط) - (0)» 

إذا كانت 1 حدم » يسمى محتوى عادة « طول » ٠»‏ إذا كانت 2 حب »© فيسمى 
الحتوى « مساحة » » إذا كانت 3 ح بس » فيسمى الحتوى: حجم » . سنستعمل الكلمة « محترى » 
لأا خالية من مدلولات مصاحبة خاصة لكلمات أخرى طا مدلولات ,. 

لاحل أنه إذا كانت ول ٠٠١‏ ول دل واي »0 .كا رب ح كز خلايا ا( 
بحيث إن النقطتين الطرفيتين تخلية ,قي ها نغس. النقطتين الطرفيتين الخلية ب لكل 
صى... وآع قّ» فإن 18)» - (3)» . بالمثل» إذا كانت »2 > 26 لبعض2 , ... ,1 ح- م 
فإن لخلية / محتوى 0 > (6)7 ؛ لكن » ليس ضرورياً أن 9- 4ق 

إذا كانت إل خلية بنقطتين طرفيتين ,8 ك م و إذا كانت0 < ,و - برط ٠ ٠١-‏ د رو درق 
فنقول إن 

01ر7 د دل 

هو مكءب . ريما يكون مكعباً مغلقاً » مفتوحاً أولا واحد مهما . ستسبى العدد 0< بج يط 
الطول الجائى المكعب . 

١ - 4‏ تعريف . يكون للفئة ”26 ح ثم محتوى صفر إذا كان يوجد لكل 0 < ع 
فثة معدردة .مه الخلايا الى عتوى انحادها 2 ونحيث إن 

ع > (ل)ء جا تجزق)ء 

من المهم أن يوضم القارىء أن شخصاً يحتاج إلى كون الخلايا الظاهرة فى هذا التعريف 
مغلقة » أو مفتوحة » أو مكعيات » وفكرة المحتوى صفر تظل ماماً نفس التصور 

4# - 8 أمثلة . (أ) نقطة في الفراغ ”© الما محتوى صفر ء (لماذا ؟ ) وأكثر ععوماً » 
أى فئة جزئية محدودة للفراغ ”80 ها ممتوى صفر . 
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(ب) إذا كانت برع.(,2) متتابعة فى “428 متقاربة إلى "86 206 6 حينئذ يكون 
للفئة (0 < :: ,2 - 2 محتوى صفر . لأنه » إذا كانت 0 < ع نفرض أن ىل خلية 
مفتوحة تحتوى ى2 نحيث إن ع >(7)» . لذلك توجد لاع ع1 محيث إن 2.670 لكل /< 
وكا( 22 إل عند عا بن ر1احع: سرل عل اننوك 2 
ما أن 

ع -0+:.. .+ لجع > (يق)ء ٠+‏ .+رل)ء +000 
وبما أن 0 <ع اختيارية » فينتج أن 2 طا محتوى صفر . 


(ج2 أى فئة جزئية من فئة بمحتوى صفر ها محتوى صفر . الانحاد لدد محدود من فئات 
بمحتوى صفر له محتوى صفر . 

( د) ف الفراغ 8# » يكون للفعة الى على هيثة ماسة (1 > || +|*|:(لا ,؛*)) - 5 
محتوى «فر . لأنه » إذا كانت 2 8 ع فإننا نقدم ٠ر‏ بعات بأقطار على طول 5 ورؤوس 
عند النقط (24 , . .. ,1 ,0 -<ع1) 4/< ح ب ح عر حينتذ نرى أنه مكنا أن نحصر 
3 فى 47# مربعات مقفلة كل له محتوى 1/82 . ومن ثم الحتوى الكل هو «/4 © الى 
يمكن جعله صغيراً بدرجة اخعيارية . (انظر شكل 7+ ل .)١‏ 

(ه) الدائرة ‏ (2-1ب+*ير:(و,د))- 5 فى 823 طا صترى صفر . بمكن 
برهئة هذه الثتيجة بتعديل التعليل (د) . 

(و) نفرضص أن كر دالة متصلة فى [8 ,2] ح- ف إلى 8 حينئذ يكون الشكل 
التخطيطى 

(لع :82 6((*)] ,2)! - 0 

محتوى صغر . يمكن برهنة ذلك باستخدام الاتصال المنتظم للدالة كر وتعديل المناقشة فى ( د) . 


(ز) الفئة #7 -5: تحتوى كل نقط (ر ,*«) حيث كل من 2 و 2 تلشمى إلحه 
200 هى فئة محسوبة لكن ليس لا محدوى صفر . ف الحقيقة . أى «تحاد محدود من خلايا 
تحتوى '5 يجب أن تحتوى أيضاً الخلية 3 6< ]1 ء الى لما محتوى الواحد الصحيح . 

نلاحظ مخلاف ( و ) أنه توجد « منحنيات متصلة » فى #2 لما محتوى موجب . فى 
الحقيقة » توجد دالتان متصلتان بم ,كر فى [1 ,0] -- 1 إلى 42 محيث إن الفئة 

(83ع: :((0)ع ,7)0)! - 5 
تحتوى الخلية 1 16 فى 82 . يسمى مثل هذا المنحى منحى حشو فراغ » أو منحى بيتو 
(انظر مرين 7+ - ش) . 
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اسنعرف أولا تكامل دالة محدودة ر معرفة على خلية مغلقة “8 12 وبقم فى 128. 

نفرض أن 
[مط ربه]» ٠٠١‏ [دط رره] - 1 

ولكن م ,... ,1 -6 تفرض أن .ع2 هى تقسيم [غ2 ,:0] إلى عدد محدود لهلايا 
منلقة فى ز . ينتج هذا تقسرما 4 من 7/ إلى عدد محدود من خلايا مغلقة ف “بير . إذا كانت 
2 و 2 تقسيمى 4 » فنقول إن 2 هى تكرير © إذا كانت كل خلية فى 2 محتوية فى 
خلية ما فى © . ( وبالتعاقب » ملاحظة أن تفسيراً يتحدد برؤوس غلاياها » تكون مر 
تكرير © إذا واإذا فقط كانت كل الرؤوس امحتوية فى © هى أيضاً فى مل ) . 

“!4 --” تعريف . يعطى حاصسل جيعم ريماث ( كر :6 )5 المناظر التقسيم 

...دم "من ث/ مايل : 


(ل)ء()] بة -(1:م)5 
حيث يرد هى أى ثقطة ٠‏ متوسطة » ف .و1 6-2 ,يوق . يعرف عدد حقيق ب 
بأنه تكامل ررمان لدالة كر على / إذا كان يوجد ء لكل 0 < © تقسيم ,م من 4 بحيث 


إنه إذا كانت سر أى تتكرير 8 وكان ( “نمك هى أى حاصل جمع ريمات المناظر إل 
ضر ء حينيذ 6 > |ءآ -(/ :5)8] . فى حالة وجود هذا التكامل نقول إن ثر قابلة التكامل 
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مل 1 . نفرضص كتمرين روئيى نوضح أن القيمة 2 التكامل محدودة وحيدة عند وجودها » 
سوف نكتب ق الخهالة العامة 
8-1 


لكن » عندما 2 حم فإننا نرمز من حين لحين التكامل بالرمز 


«مهةدرمكر|] أ /ز[ 


رمه رممر| |[ أو 7 


َّ 
يوجد معيار كوثى مناسب لقابلية التكامل . بما أن يرهانه بشآن برهان نظرية 89 - ؛ » 
فسوث نحلفه , 


م - 4 معيار كوشى . تكون دالة محدودة 2 + 7:/ قابلة للتكامل على / إذا 
وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < م تقسما ,00 من / محيث إنه إذا كان © 2 2 تقسيمين 
من 7 هما تكريران للتقسيم .0 وكان (كر:)5 و (ث :5)0 هما أى حواصل ريمان 
المناظرين ٠‏ حينكة . 

> |( :©5)0-(7/ زع)وا| 

نرغب الآن فى أن نعتبر دوال معرفة على فثات جزئية محدودة من ”#2 أكثر خموماً من 
| خلايا مغلقة . نفرضص أن 29 جح 4 هى فثة محدودة ونفرضص أن 3# + 4 : / دالة محدردة , 
بما أن 4 محدودة فتوجد خلية مغلقة 2685 1 محيث إن 41 .نعرف © جه ]: م 
بأنها 

(«)/ >(2)] هن 4ء» 
0 ع- هق ثأا[اعع 
إذا كانت الدالة يكر قابلة للشكامل على # بمفهوم تعريف مغ - # 0 حيلئذ نوصح 
كتسرين (انظر +4 - م) أن القيمة ,1 لا تتوقف على اختيار الللية المنلقة / الى 
تحتوى 4 . سنقول تبماً لذلك أن ث/ر قابلة التكامل على 4/, ونمرف 


]عل 


ما أن الطرف الأيمن يعتمد فقط على 4 و كر . ( فى مناقشات قادمة » سوف نرمز غالاً إلى 
زر بيساطة الرمز كر ) . 


يدك 


بائثل » نفرص أن 8 و 4 فثتان جزئيتان محدودتان من”2 ونفرض أن 2 جح 4 : / 
نفرض أن 1 هى خلية مفلقة تحتوى 4118م ونعرف 8# ج+]:ى/ بأنها 
(«)] -(2),م ) عند 48 عير 
20 عة رورم ه)1ازعير 
لاحظ أن يكر عي الامتداد إلى 7 للقيد 8ص كر | . إذا كانت ور قابلة للتكامل على 7 » 
فنقول إن ث/ر قابلة للشكامل على 8 ونعرف 


خواص التكامل : 

سوف نعطى الآن بعص الحواص المتوقعة الدكامل . أثناء ذلك » ستكون 4 فثة جزئية 
محدودة من ©0282 

4 - 4ه نظرية . نفرص أن ع و كر دالتان فى 4 إلى 8 وقابلتان للتكامل على 4 
ونفرض أن 8# »> 8 ,هك . حينئذ تكون الدالة ع8 + -كرج قابلة للعكامل 4, ويكون 

ف إمجى إء-ومعيه | 

البرهان . تنتج هذه النتيجة من حقيقة كون أن حاصل جيم ريمان لتقسيم م الملية 

ه د 1 عحتقان 
( )85 + (] :ط)5» - رهق ديه :ط)ى 

عندما تستخدم نفس النقط المتوسطة ين . وهو المطلوب إثباته 

«4 - 4 نظرية . نفرص أن 2 <- كر :/ قابلة للتكامل على 4 وإذا كانت 0 < (+) ثر 
عند 4دعير ؛ حيئة0 < [م] . 

البرهان . لاحظ أن 0 < (كروص) ى لأ, حاصل جمع ررمان 2 وهو المطلوب إثبائه 

م4 - ل نظرية . نفرص أن 24 + 4:/ دالة محدودة ونفرض أن للدالة 4 
محتوى صفر . حينئذ كر قابلة العكامل على 4 وأن 0ا- 1م[ . 

البرهان . نفرضص أن / شلية مغلقة تحتوى 4 . إذا كانت 0 < جم + ممسطاة 
فنفرص أن م تقسيم # بحيث إن تلك الخلايا ى 82 الى تحتوى نقطاً من 4, ها محتوى 
كلى أقل من ع . (وضح أنه يوجد مثل هذا التقسيم .2 ) . الآن إذا كانت 2 تسكريراً من 
اء حينتذ يكون لمذه الخلايا فى م الى تحتوى نقطاً من 4 ممحتوى كلا أقل من ه . 
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حينئذ إذا كانت 84 ك | («)/ر| عند م ععر ء نجدآن 848 >|(5)2:/7]| لأىحاصل 
جمع ررمان مناظر إلى م . لأن 0 < ع اختيارية » ما ينبت أن 10م 
وهو المطلوب إثباته 


"4 لم نظرية . نفرض أن 12ج 4:ج ,م دوال محدودة وتفرضى أن عر 
قابلة للتكامل على 4 . نفرض أن 4 2 لها محتوى صفر ونفرض أن (#«)ع -ح (2) ثر 
لكل 26418 . حينئذ تكون ج قابلة للتكامل على 4 ويكون 


البرهاث . مد ع وث/ر إلى الدالتين بع ,/ المعرفتين ى خلية مخلقة 4 تحعوى 4 . 
يدل الفرض على أن الدالة بع - ,/- ,بط محدودة وتساوى صفراً ماعدا على # . حسب 
نظرية 4# - 7 نستنتج أن م8 قابلة التكامل على 7 وقيمة تكاملها هى صفر باستخدام 
نظرية 48# سه ء نستنتج أن 8 -,,/ > ,ع قابلة التكامل على 7/ وأن 


]ل ]لسن ]د ]سوا 


وهو المطلوب إثبائه 


وحود التكامل *: 

من المتوقع أنه إذا كانت ث متصلة فى خلية مغلقة 7/ إلى 82 » فإن كر قابلة للشكامل 
عل 1 . ستثبت تنيجة أقوى تسمح الدالة “مر بأن تنكون غير متصلة على مكلة فئة بمحتوى صفر . 

*4 - 4 نظرية القابلية التكامل . نفرضص أن ”12127 هى خلية مغلقة ونفرضس 
أن 8 1م محدودة . إذا كان يوجد فئة جزئية 1ج 2 بمحتوى صفر محيث تكون /ر 
منصلة على 1١2‏ ؛ فإن ث/ر قابلة للعكامل على (/ . 

البرهان . نفرض أن 74 > | («)ر| لكل 6©1* ونفرض أن 0 < اج معطاة . 
حينشذ يوجد (لماذا ؟) تقسيم ير للخلية # بحيث إن (1) اللايا فى بم الى نحترى 
أى فقط من 2 تحتوى هذه النقط فى داخلهم » وأن (4ذ) هذه الملايا محتوى كل أقل من © 
الاتحاد 00 الحلايا منلقة فى ع2 الى لا تحتوى نقطاً من 2 هى فثة جزئية مديجة تلكون علييسا 
الدالة كر متصلة . طبقاً لنظرية الاتصال المنتظم ٠#‏ ل م ء يكون التقييد الدالة “ر متصلا 
بانتظام على © . بإحلال ,2 بتكرير » إذا كان ذلك ضرورياً » رما نفترس أنه إذا كانت 
+3 غخلية فىء7 وعتوية فى © » وإذا كانت عل © لا » ج فإنع >|(9)- (»)م| 

نفثر م أن 2 ولط تكريران للمتدار ,8 . إذا كانت (ثر:52)0 و (ربط)كى 


لمك 


ترمزان إلى أجزاء حواصل جمع ريمان المتدة على الخلايا فى © © فإن مناقشة مشابية إلى تلك 
الموجودة فى الحزء التالى من برهان نظرية - (١‏ ء تنتج 
ا( ©)5 - (مرءظ)اقاء الررءص) "د - زر وع)"ى| ع إ(م :©) "5 - زر رم)'و| 
(1اعع2 ع 
بالمثل ء إذا كانت (/:5”)©2 و (لر :)”5 ترمزان إلى الخزء الباق من حواصل جمع 
رمان 03 فإن ٠‏ 
21 > |(ر :©)”5ا+ ار رط)”3| > از :©)”5 -(, :5)”و| 


لذلك ينتج أن 


21 + 8)ء2)ع ع زر :5)0 - مر بم)و| 


بما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج من معيار كوثى أن كر قابلة اللتكامل على 'ل/ . 
وهو المطلوب إتباثه 
ستعطى الشروط الضرورية والأساسية لقابلية الكامل ف (أمرين +4 -ع) ومشروع 
84 > 0 . 


تمرشنات : 


مم -(1) د 10 تفسرزظن أن "ل »© (م9 ,... رره) 4ه ولفبرضن أن 
[يهممه] > رلى. وله ويم6] ع ح رق هى بخخلايا فق 28 . أثبت أت ول كاء ارك دلي لما محمتوى 
صفر فى 8 . ا لل 
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(ب) إذا أغذنا (.ه ,ره) -:1 حنئذ تكون الخلية 1132٠٠01,‏ -*/ خالية ولها 
محتوى صفر . 

م4 - (ب) أثبت أن للفئة ”8 22 محتوى صفر إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < م 
فئة محدودة 1 ,... ,1 المكعيات اتحادها يحتوى 2 ومحيث إن 8 > (كقاء+١٠٠+(0)06‏ 

+4 - (ج )اكتب تفاصيل البرهان للفرص » المذكور فى مثال «م - ؟ (و) »© 
الذى يقول إن المنحى © ج58 لدالة متصلة 46 +-[5 ,7:16 له محتوى صفر . 

4# - (د) إذا كانت 7 خلية مغلقة فى 8 وكانت 8 +-7:م8 متصلة » أثبث 
أن المنحتى 8 ك((2» (( 2((:)2 ,)ع ,لا ,)1 للدالة م محتوى صفر . 

49 - (ه) نفرض أن “428 هى فثة تتكون من كل أزواج (م/ز ,م/) 
حيث م هو عددأولى » وأن 1-ه,...,1,2 11-2 . أثبت أن كل خط أفق وأن 
كل خط رأمى فى 282 يقطع 4. فى عدد محدود ( غالباً صفرأ ) من نقط . هل4 لا محتوى صفر ؟ 

ع4 - (و) نفرض أن “1-2 غلية مغلقة ونفرض أن (ط,...ن1!-<م 
و 1.ل.....[)-© تقسبان للخلية 7/ إلى غلايا مغلقة . أثيت أن 

,1ك ل ته نآك الطلطا- م 
تقسيم الخلية # وأن 8 تكرير لكل من © و . يسمى التقسيم 8# بالشكرير المشترك 
للتقسيمين 0 و 2م. 

م4 - (ز) إذا كانت رح شخلايا فى 87 وإذا كانت م تقسما للخلية ثم » 
وضح أله يوجد تقسيم 0 المقدار / بحيث إن كل غلية فى / تثتمى إلى © ٠.‏ 0" 

+4 - (ح) نفرض أن 2285 افئة بمحتوى صفر ونفرض أن / شلية مغلقة 
محترية 2 . إذا كانت عد,...,ر3د هى خلايا محتوية فى 7 الى اتحادها بحتوى 2 ٠‏ 
أثبت أنه يوجد تقسيم م الخلية 7/ نحيث إن الإقفال لكل إل, هو الاتحاد للخلايا ى م . 

م4 - (ط) نفرض أن “2-8 فثة محتوى صفر ونفرضص أن 7 خلية مغلقة 
تحسرى 2 . إذا كانت 0 < 8 » وضح أنه يوجد تقسيم .ل الخلية 'ث/م محيث إن للخلايا 
فى 8 اللى حتوى نقطاً فى 2 محتوى كل أقل من # : 

م4 - (ى) ف الدّرين السابق ء وضح أنه بمكننا اختيار ,زر محيث يكون لمسا 
الخاصية الإضافية وهى أن الملايا فى ,م الى تحتوى أى نقطة للفئة 2 تحتويها فى داخلها . 

+4 - (ك) ف (تمرين ع4 -ط) ء إذا كانت. / مكعبا » أثبت أنه يوجد تقسيم ,0 
لمكعب 4 إل مكعبات بحيث إن المكعيات ى .0 ألى تحتوى نقطاً فى 2 لما محتوى كل أقل 


من 06. 


كت 


م4 - (ل) نفرض أن ”8ج لم محدودة ونفرض أن ىا و 4 خليتان مغلقتان 
فى "#8 محيث إن 6217 2 إذا كانت 1< خم:م دالة محدودة » عرف 
© 6:1 ( على الترتيب 8# + 12:7 لعكون الدالة الى تنفق مع كر على 4 وتنعدم على 
4) (عل الترتيب »14م ) . وضح أن تكامل الدالة ور على # موجود إذاً وإذا فقط 
كان تكامل الدالة ور على ف موجوداً وى هذه الحالة يكون التكاملان متساويين . 

4# - (م) نفرض أن “2ك ل محدودة ونفرض أن وم وعم غليتان مغلقعان فى 
"# عحيث إن اعم . نفرض أن © ١ه‏ :م دالة ممدودة ء وأئنا » عند 2 ,1 حدارء» 
نعرف 8 :زر بأنها («)/ - (5)م عند ممع وأن 0 >-(ع)م عند دااع وضح 
أن تكامل الدالة وم على الحلية ,م موجود إذآ وإذا فقط كان تكامل الدالة ور على د/ 
موجوداً » وف هذه الحالة يكون التكاملان متساويين . 

م؛ - (ن) أثبت وحدوية تكامل دالة محدودة ر معرفة على خلية مقفلة 8 12 

4# - (س) اكتب التفاصيل لبر هان معيار كوشى “+ - 4 . 

+4 - (ع) نفرض أن ”1-8 خلية مغلقة ونفرض أن 8 ج+-1:م محدودة . 
حينئذ نكون الدالة م قابلة للتكامل على #/ إذآً وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < 8 تقسم 
يم للخلية '/ بمحيث إنه إذا كانت (,5-145.,...,3 تكريراً بط ء فإن 


م > )6( -,14) را 
اا 
حيث إل :(«)]) أمذح ,7 م [إرلع ع :(»*)/) رده 34 عند م ,... ,1 عدز تسمى هذه 
النتيجة معيار ربمان القابلية التكامل ( انظر نظرية )١ - ٠‏ , 

4 - (ف) نفرص أن “81-2 غلية مغلقة ونفرض أن # ج+1:م محدودة 
بالمقدار 24 . إذا كانت كر قابلة التكامل على / ٠‏ أثبت أن الدالة |/1 تت.كون قابلة 
للتكامل على 7 وأن (1)ءكة > أماء! 

54 - (ص) نفرض أن “# 12 غلية مفلقة ونفرص أن 8 ج 1:ج بر قابلة 
للعكامل على / . أثيت أن دالة حاصل الضرب #ثر قابلة للسكامل على # . 

+« - (ق) نفرض أن ”2 1 غلية مغلقة ونفرض أن (.6) متتابعة دوال قابلة 
للدكامل على 7 . إذا كانت المتابعة تتقسارب بائتظام على 7 إلى كر + أثبت أن كر قابلة 


للمكامل علي 7 وأن 
]سر ] 
+4 - (ر) نفرض أن “18 مكعب مغلق وتفرضى أن 8< :م / 


1 


متصلة . أثبت أنه إذا كانت 0 < 6 » فإنه يوجد تقسيم (30,,...,5)- ,25 المكعب 
إلى مكعبات محيث إنه إذا كانت ا ,)د أى نقط من 1....,7-[,ك © فإن 


هاء» > | ووتءروودهر 8 - ب] | 
الفراغ نفرص أن # ج 2:ج متصلة » زوجية » بدوره 2 وبحيث إن 
4>:ع-0 0 1م] 0-)؟ 
> >4 101 1-غع3- 
1 > >هة 0 1- 
(1) ازسم شكلا تخطيطياً للدالة ب . لاحظ أن .1- مام| 
(ب) إذا كانت 6# »ء عرف (20 و )تم بأنها 
+٠٠‏ (3*0)م + (331ق)م + (4) مط - 00[ 


+٠ ٠٠‏ (35) ب + (3:0) ب طد+ (31) مط (6)ع 
أثبت أن هاتين المسلسلتين يتقار بان بانتظام » أى أن ع وث/ر متصلتان على 3 . 
(ج) أوجد قيمة ()# و )كر » حيث + لها المفكوك الثلاق (قاعدة 3 ) 
المعطى كا يل 
0202 ,00022 ,0.0220 ,02020 
(د) نفرض أن (نز ,) تنتمى إلى المنحئى 2 (5-14)700(,8)0(:1613 واكتب 
ر و20 فى صورة مفكواكها الشناق ( قاعدة 2 ( 0 
.2 8و8 ,0.86 ع 37 وم.. 05 ين .0 1 
حيث بم8 و ير- يساويان إما صفراً أو 1 . نفرضى أن + هى المدد الحقيق المناظر الذى 
مفكو كه الثلانى هو 
.... (د28)(»ه0.)20)26()2 <- ع 


أثبت أن )مع » و ()عج بر . وإذن كل نقطة فى المكمب 5 76 1 تنتمى إلى المنحي كر . 


(8) اسمق ج. شونيرج ( .2002-14 ) ولد فى رومانيا وتعم هناك وفى ألمانيا 
لعدة سنوات أثناء وجوده فى جامعة بنسلفانيا » محث ى نظرية العسدد ء التحليل الحقيى والمركب » 
وتفاضل وتكامل المتغير ات 5 


نكت 


*4 - (ت) فئة ”2-2 الا مقياس صفر إذا وجدت لكل 0 < ع متتابمة 10) 
لحلايا اتحادها يحتوى 2 ومحيث إن 2:0)10(>8 

(أ) ما أن الفتة الخالية هى خلية » وضح أن فثة طا محتوى صغر يكون طا أيضاً 
مقياس صفر . 

(ب) أثبت أن كل فثة محسوبة ى ”8 ها مقياس صفر . وإذن الفئة فى مثال #ج - م 
( ز) ها مقياس صفر ( لكن نيس ذا محتوى صفر ) , 

(ج) وضح أنه ؛ فى التعريف « المقياس صفر » اللمعطى أعلى ٠‏ بمكن أن نحتاج إلى 
كون الخلايا مفتوحة » أو مكعبات . 

( د) أثبت أن لكل فئة مدمجة ,مقياس صفر أيضاً محتوى صفر . 

( ه) للاتحاد لعائلة من فئات محسوبة محتوى صغر مقياس صفر . 


مشروعات : 
+4 - » نفرض أن “1-8 خلية مغلقة ونفرض أن 88 ه1:م/ لمحدودة فى 
إذا كانت (.3....,3) -م0)8- تقسيا نخلية 4 » نفرض أن 
(ذء ‏ : (*)/) مده - راز :(,3 © ع : («)]! كخصاح برسم 
علد # , ... ,1 حآر وعرف حاصل الجمع العلوى والسفل للدالة عر عند م كا يل 
(3)علة ب - (زمانا ,قاعم بلا - م رصا 
)1غ إذا كانت (ث :)5 أى حاصل جمم ريمان المناظر إلى 2 » حينئل 
(8:7)ناع (/ زط)ف > (ررص)ر1 
إذا كانت 0 < ع » فإنه يوجد حاصل جمع رمان (/:ط)رى و (م/:ط),ى الماظران إلى 
بحيث إن 
500 8-(1:©)نا ‏ ,ع +رروص)1 > رررص )رو 
(ب) إذا كانت م تقسما من ثم وكانت © تكرير هه ٠‏ حينئذ 
([:ظانا ع (ز :0)نا > (/:0)] ع رزرع)] 
( ج) إذا كانت و و و أى تقسيمين من / ء حينئذ ([:رط)ن] > (/ :رط)1 
( د) عرف التكامل الأدنى والأعلى للدالة كر على / بأنه 
((8:1)نا) كص (يانة ‏ ,[(/ :6)ة! مده ).1 
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عل الترئيبي » حسبت الهاية الأعل والهاية الأدنى تكون مأخوذة على كل أجزاء # . أثبت أن 
(7) 0ك (ر)ة. ١‏ 

(ه) وضم أن ثر قابلة للتكامل ( بمنهوم تعريف ع #8 ) إذا وإذا فقط كان 
(ر) © ع (ثر)لة » وف هذه الالة يكون 1,1 -(17)7-().آ1 

)و( وضح أن ثر قايلة للتكامل إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < © تقسما 2 محيث 
إن ع>(/:6)ءة-(/ :)تن . (يسمى هذا الشرط أحياناً شرط ريمان © قارنه بتسرين 
#؟بمدع). 

م - 6 تطور هذا المشروع تكامل الدوال على خلية مغلقة ‏ *# 12 ويقيم ى 
6 . إذا كانت ...)دم تقسيما تخلية ثم » فإن حاصل جمع ررمان 
(مر:)ى المناظر إلى م هو حاصل جمع 

(ك)/لة)ء رلا -( :5)و 


حيث ,> )د .يكون/عنصر 15285 تكامل ربممان للدالة حر على #/ إذا كان يوجد لكل 
0 < 6 تقسيم ,م لملية 7 بحيث إنه إذا كانت لم تكرير ,5 وكان (ثر :)5 هوأى 
حاصل جمع ررمان مناظر » فإن 1>8-(/:1]5)2 . افحص أى النظريات الموجودة 
فى هذا الباب تظل صحيحة لدوال بقيم فى “7 . رضم أن “2 <-1:/ قابلة للتكامل إذا 
وإذا فقط كانت كل دالة 1.....4 >7 7-6٠‏ قابلة للتكامل . ( هنا ,©,...,,© هى 
المتجهات الأساسية القياسية فى *88 ) . 


الباب الرابع والأربعون ‏ محتوى التكامل : 

سنقدم فى هذا الباب مجموعة الفئات .محتويات » و نميز الدالة امحتوية كدالة حقيقية القيمة 
معرفة على هذه المجموعة من فئات . سنحصل الآن على بعض خواص أبعد للتكامل على فئات 
بمحتوى » ونوضح كيف أنه يمكن حساب التكامل « كتكامل مكرر ٠‏ . 

١ -44‏ تعريف . إذا كانث"#2 ح- كرء حينذ نتذكر أن نقلة ”2 © + يقال إنها 
لقطة حدودية للفئة 4 إذا احتوى كل جوار + على كل من نقط فى 4 ونقط فى مكلها(6)4 
حدود 4 هى فئة جزئية من الفراغ "88 وتتكون من كل النقط الحدودية من 4 ؟ وسير مز 
طا بالرمز (4) 6 . 

نتذكر أنه إذا كانت “#8 ت 4 ع فإن نقطة الفراغ “8 هى بالضبط إحدى النقط 
الآتية : نقطة داخلية من 4 » نقطة حدودية من 4 ء أو هى نقطة خارجية عن 4 . يتكون 
الداخل 49 من كل النقط الداخلية من 4 ؟ هى فئة مفتوحة ى *8 كا لاحظنا أعلاه 
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تحتوى الحدودية (5)4 على كل النقط الخدودية من 4م ؛ هى فئة مغلقة فى ”8 . إقفال -4 
هو اتحاد (106),4 4 ؛ هو فئة مغلقة فى “2 . 

نتوقع عادة أن الحدودية لفئة صغيرة ٠‏ لكن هذا ناتج يسبب تعودنا التفكير فى المستطيلات 
والدوائر والأشكال الأولية . يوضح مثال 4# - 7 (ز ) أن الحدودية لفئة محسوبة فى 
الفراغ “48 يمكن أن تساوى حدوديتها 17 


فئات مع محنوى : 
سنعرف الآن المحتوى لفئة جزئية من الفراغ 87 الى حدوديتها ها محدوى صفر . 
7-4 تعريف . فلة محدودة ”6ت لم حدوديها (5)4 والى لا محتوى صفر يقال 
إن ها محتوى , سيرمز للمجموعة لكل الفئات الجزئية للفراغ "7 الى لها محتوى بالرمر 
228١‏ . إذا كانت ("2)12 »ء فنمر وإذا كانت م غلية مغلقة تحتوى 4 ٠»‏ فإن 
الدالة ريم المعرفة بأنها 
1 > («)بع عند .له ع1 
0ع عبد ذ4اآ1[عح 
متصلة على 7/ ماعدا إمكانية عدم اتصاها عند نقط من (5)4 . ومن ثم رع قابلة للتكامل على 7 
ونعرف المحتوى (4)» للفثة 4 بأنه يساوى ,ع ,] . أى أن 


لاحظ أله إذا كانت “8 ل غلية + حينئذ تتكون حدوديتها من الاتحاد لأعداد 
محدودة من , الأوجه » الى هى خلايا كل لما محتوى صفر . [ مثال ذلك + إذا كانت 
[04,©] “ا [5 ,ه] ع / 2 حيئذ (/)ة هو الاتحاد للأربع خلايا 
[2 .4] »!6 به] «(ء ©] »ا [ط به] 
[4 ]> [م,ط] لكل ت] "زه .ه] 
.هذه الملايا الأربع نفسها هى أيضاً الحدودية لخلية (4 ,6) كا ( 4,8 ) ] ينتج أن خلية فى 
* يكون طا ممحتوى ؛ بالإضافة إلى ذلك ٠»‏ يكون من البولة ملاحظة أنه إذا كانت 
[رطممه]»ا١ ٠‏ ٠<ا[رط.ره]‏ 3ق . فإن 


(يه -رط) ٠٠١‏ له -رة) >1 | -(ق)ء 


ومن ثم يتفق معنى امحتوى لحلية ٠‏ كا أعطى بتعريف ( 44 8 ) ء مم التعريف 
لمحتوى الختص ترجع مخلية مغلقة فى باب 4# . بالمثل تستخدم ملاحظات مائلة لحلايا أخرى 
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ى الفراغ 2 » بوجه خاص » نلاحظ أنه إذا كانت (م2 بمه] ٠٠١6‏ (ر8 بيه] - كز 


إن 
اليه يق ديات 1 يه 


سوف نوضح الآن أن المفهوم محتوى صفر الذى قدمناه فى تمريف ( #غ  ١‏ ) يتفق 
مع المفهوم للمحتوى الذى قدمناه فى تعريف ( 44 -7) . 

8-44 مفترض . يكون للفئة “4-8 الما محتوى صفر ( بمفهوم تعريف 
١ - 4*‏ إذا وإذا فقط كان لطا محتوى ( بمفهوم تعريف 4 - 7 ) ويكون 0 جح (4)ن . 

ابرهان . نفرض أن "2 ح ىم لا محتوى صفر . حينئذ » إذا كانت 0 <ع » 
فيمكننا أن نحصر 4 ف الاتحاد / لعدد محدود الخلايا مغلقة بمحتوى كل أقل من ع . با أن 
هذا الانحاد (8 هو فثة محدودة » فإن 4 محدودة ء بما أن 0 مغلقة ء فإنها تحتوى أيضاً (5)4 
ما أن 0< ع اختيارية » فنستنتج أن (6)4 ها محتوى صفر ؟ ومن ثم 4 فا محتوى وأن 

1 | -لماء 

الآن ينتج من مفترض ( م4 - 7 ) أن 0 ح (4)م . 

وبالمكس » نفرض أن ”2 > 4 ا ممتوى وأن 0 - (4)م » ومن ثم توجد خلية 
منلقة 4 تحتوى 4د وبحيث تكون الدالة 

رذ ع 10 1 > («)بع 
بذاآاعع 10 0ح 

قابلة التكامل على # . نفرض 0 < © معطاة ونفرض أن 17 تقسيم محيث إن أى سماصل 
جمع ررمان المناظر إلى ,8 يحقق 28 >(بع :,5)8 >> 00 . إذا أشذنا النقط الوسطى فى 
(بع :,) . لتنشى إلى 4 كلما كان ذلك ممكناً » فنستنتج أن 4, تكون محتوية فى 
الاتحاد لمدد محدود الخلايا فى +2 بمحتوى كل أقل من ع .أى إن 4 لما محتوى صفر بمعى 
تعريف ( 4# .)١‏ 

44 - 4 نظرية . نفرص أن 8 و 4 تنصيان إلى (مجر)ن ونفرض أن “#رجج . 

(أ) الفتتان 8 م حر و8 را هر تنتميان إلى (”2) © وأن 

(8ناه)ء+(8 مهاء - (ط)ء +زماء 
(ب) الفان ١8‏ 4. تنتميإن إلى م 1م وأن ("2)8 و 
نف ا ظعء +(8 مهميء + (8 امهاء - ر8 نلا ماء 


وت 


0( إذا كانت !لش ء ه :»+ «) - ى + عر ء فإن 4 + + تنتمى إلى (”2)180 وأن 
(هنء -(م +يم 
البرهان . من الفرض ٠»‏ اخدوديتان (5)8 ,(5)4 طما محتوى صغر . سثتر ك كتمرين 
للقارى» توضيح أن الحدوديات 
5)81١4(‏ ,(8اهام ,[(8راك4يه ,(8صمام 
هى مترية فى (6)8لا(6)4 . ينتج من هذاومن شثال م#+-8 (ج) أن : 
ها8 مو 8١ك‏ نالك ,408 تنتمى إلى (9)85 
تفرص الآن أن 1 غلية مغلقة تحتوى 8 ل) 4 ونفرض أن ع/ ,5 رو ,ي هى 
الدوال المساوية الواحد الصحيح على 8 لا 4 ,8 0 كر ,28 ,هر ©» عل الرتيب + ومساوية 
صفراً خلاف ذلك على / . بما أن كلا من هذه الدوال متصلة ماعدا على فثاث ممحتوى صفر » 
فإنها قابلة التكامل على 7 . بما أن 
11م > مام 
فينتج من نظرية ( 4 - 0 ) وتعريف أنحتوى أن 
لفحم ]| دم إ خط ]| -ره)ء+دمء 


© | +1 | -مدى | - 

1 (8ناه)ء+(408)ء - 
ما يغبت القانون المعطى فى (1) ء ويمكن برهنة القانون فى (ب) بالمثل . 

لبرهان (ج ) ٠»‏ لاحظ أنه إذا كانت 0 < ع ممعطاة وإذا كانت «7:,...,3 شلايا 
بمحتوى كل أقل من اتحادها يحتوى (5)4 ٠‏ حينئة .3+ < ,. . . ررق + بر شلايا بمحتوى 
كل أقل من 8 اتحادها يحتوى (ر -ل )اث . بماأن 0 < م اختيارية » فإن الفعة م + ب 
تنتى إلى (2)80 . لتوضم أن (ه)ء -(4/+ «)ء ونفرض أن 7 غلية مغلقة تحتوى 
4ه » ومن ثم تكون / -ل ا خلية مغلقة تحترى 4 ا 2 . نفرض أن 38 ج-1:./ 
بحيث إن 1ح ((ير عند علا وأن 0ح (ز)ركر عند 6114( ولفرضس أن 
8 ج+-1+ع:6ز/ بحيث إن 1 > (2) كر عند لل+<اع 2 وأن 0ع (2) ير عند 
ره + ع)١(26)2+4‏ . وضم أنه لكل حاصل جمع ريمان الدالة يكز يوجد حاصل جمع 
ربمان مناظر للدالة كر ويساويه . وإذن 


(ه + <)ء - م[ 1 1 | <لم)ء 
وهو المطلوب إثباته 
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44 - 0ه نتيجة . نفرض أن 8 و 4 تنتميان إلى (”9)14 
(!) إذا كانت 6 #8ص4ى فإن (8)ء+(م)ء - (8ناهاء 
(ب) إذا كانت 8م »ء فإن (م)ء-(8)ء-(4اظاء 


تمسز للدالة المحتوية : 
قد رأينا أن الدالة ال حعوية # ج (2)820:ع موجبة و إضافية ٠‏ » و ثابتة تحث إزاحة » 
و تخصص القيمة 1 إلى مكعب « نصف مفتوح ». 
13٠٠-١ <*]0, 1(‏ ,0,1(]0] مير 
سنوضح الآن أن هذه المواص الأربع ميز © . 
44 -5 نظرية . نفرض أن 2 ج-(29)895:/د داألة ذات الفواص الآئية : 
(1) 0<(م )ب كل(5غ2)1ء م 
(11) إذا كانت 8-06 مم و (2)8ع8 ,رم 
فإن (8)د+(4)ب -(8 لا هاو 
(ثلآ) إذا كانت “8 ععر و (2)19عم فإن (ح + ب)ر ع (م)ر 
(1) 1 - (مل)و 
سينيد جد أن (لش)ء > (لش)/ لكل (*201ء م 


البرهان . إذا كانت 0ع » نفرض أن 0 هى المكعب « النصف مفتوح » 
"(٠٠ ١]0,2*(‏ 0,2](” 0,2 عدنكزر 
نلاحظ أن وي هى الاتحاد إزاحات غير متصلة عددها 2 للمكمب ,1 ؟ إذن 
(,1) "2 2 (غ1) ع 1 وعها (1)ء - "1/2 - (1) 
نفرض أن 8 ,4 تنصيان إلى (”2)8 ونفرض أن هت كر . حينط يمكننا أن 
نكب (814)لالك -8 أن 8-(40)814 ء فينتج من () ,(1) أن 
( )د ع رك ١‏ 8)رد+ (ه )ب - (8ه)به 
ومن ثم تكون “*« مطردة بمعى أنه إذا كانت 8 > 4 فإن (7)8 > (7)4 . نفرض الآن 
(”*2)8 ع هر ما أن 4 محدودة ء حينتذ لبعض 1 © /2 ء تكون الفعة 4 محتوية ى 
داخل مكعب مغلق '/ طول نصف ضلمه هو ”2 ومركزه عند 0 . إذا كانت 0< 8 » 
فيوجد تقس للمكعب 7 إلى مكعيات صغيرة طول ضلع كل مها ”2 » مثلا » بحيث يكون 
محتوى الاتحاد لكل المكعبات ,1 .....ط المحتوية ىق 4 تزيد عن ع#-- (0)4 » وبحيث 
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إن متوى كل الحلايا (5 >> م) ,1 1 الى تحتوى نقطاً من 7 لاتزيد عن ع + (4)© 
(انظر 'نمرين 4؛ -ط) . الآن كل من هذه الفئات 1 تختلف عن إزاحة ,2" + بعر بفثة 
محتوى صفر . حينئة نحصل عل 


ع+(4يء ع كف +ع )» > (ذ)ا)ءعع (0+ 628 ن)» > ع-(ما 


الآن كل من “* و م لاتتغير ان تحت إزاحة الفئة وتتفق مع > . وبالإضافة إلى ذلك * و © 
هما قابلتان لمجمع تحت اتحادات محدودة غير متصلة . حينئذ ينتج أن 
(1+ هد يل - لكل + هاء بي - (د+» نْ)» 
5 11 


, 
1 


(2+ «( ل 
ينتج من هذا وحقيقة كون + مطردة أن 
م+لماء د زكتجه )دك هدك (لكت+ه )جد ء-دم)ء 


وها ء > |(ه)ء-(ه4)ب| . بما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن (4)» > (7)4 . 

وهو المطلوب إثباته 

44 - لانتيجة . نفرض أن 8# ج(”2)42: سر هى دالة تحقق المواص (1) 

و (11) و(1311) حيئئذ يوجد مقدار ثابت 0 < مم محيث إن (ش)اءم -(4)س كل 
(2)87ع م 


البرهان . ما أن م تحقق الخاصيتين (1) و (ك) ء فن السبل ملاحظة أن مر مطردة 
ممنى أن 8 4 تضمن أن (8)س > (ش)س . إذا كانت 0ع (م#8)م ؛ فإن نر 
لأى فئة محدودة هى صفر » ومن ثم ينتج أن 0 ع (م)م كل (*2)8ء نم لذلك مكدنا 
أخذ 0 ع .م . إذا كانت 160(60)م ع نفرغن أن 


6 رك 
(غ2)8 ع كم اله :ه15 مس كح - رق 


بما أنئا رأينا حالا أن بإ لا الخواص (39) و (فَقَة) و (قذ) و (4) المذكورة فى النظرية » 
فينتج أن م ح رو . وإذن تأغذ (مكل)م ع وبر 00 وهو المطلوب إثباته 


خواص اضانية للتكامل : 

سنعطى الآن بعض خواص إضافية للتكامل مفيدة غالباً . 

8-14 نظرية . نفرض أن (”2)80 كج كر ونفرضن أن 8# ج 4/:/ محدردة 
رمتصلة ى 4 . حينئذ تكون كر قابلة التكامل على 4 . 

البرهان . نفرض أن 7 خلية مغلقة حيث 4-21 ونفرضص أن 8 ح-1:ر 
تساوى الدالة كر عل 4 وتساوى صفراً على 1١4‏ . ما أن / محدودة فى / ومتصلة على 
(هاط 1١‏ فينتج من نظرية القابلية للتكامل ( *غ - 4) أن :/ تكون قابلة التكامل فى 7 . 
لذاك تكون كر قابلة لللتكامل على 4 . وهو المطلوب إثبائه 

سنوضح الآن أن الشكامل يقبل الممع بالنسبة إلى الفئة الى يكون التكامل مأخوذا عليها . 

4-44 نظرية. (]أ) نفرص أن 42 و ,4 تنتمى إلى (”2)8 ونفرضص أن 
610١42‏ ذا مترى صفر . إذا كانت دش لاه - ف رإذا كانت 2 + 4 : ] قابلة 
التكامل على 4 و 4 فإن “ير قابلة الدكامل على 4 وأن 


1 (44.1) 
رم دم 3 
(ب) نفرضص أن م تنتمى إلى (”22)12 ونفرض أن (”92012 © رلك ,رلك محيث إن 
يذ نا ,4 - م وحيث إن 42١ارثك‏ طا محترى صفر . إذا كانت 1 جح م [ 
قابلة للعكامل عل 4 » وإذا كانت تقييدات الدالة حر على و4 و و4 قابلة للعكامل ٠‏ فإن 
)١- 44 (‏ تظل صحيحة . 
البرهان . (أ) نفرض أن 7 غلية مغلقة تحتوى على .4 لا,ه, - لم ولفرص أن 
1-2.,# جه 1:ثم 0 تساوى ث فى رك وتساوى صفراً فى أى مكان آخر فى / . 
من الفرض ير و و قابلتان للعكامل على 7/ وأن 


ينتج من نظرية ع4 - ه أنيكر + يك قابلة العكامل على 7 وأن 


مإجم إ-هحى] 


بها أن («)يز + (عرر - (»)ر بشرط أن(:4 2رى) ١‏ ىعد » فينتج الآن من مفيرض 
+4 - م أن ثر قابلة للتكامل على 4 وأن ( 44 س )١‏ تظل صميحة , 


(ب) نحغظ برموز البرهان فى (1) . من الفرض » و قابلة لتكامل على 7 . تكون 


!مه 


الآذ (#)ور + ()رر ح (#) ور ماعدا عند سج فى 42 ١0ر4‏ © فثة محتوى صخر . 
لذلك ينتج من نظرية «غ - ه ومفترض مغ - م أن 


طاخم إحهعى ]عر]اع 1 
ا 


وهو المطلوب إثباله 
تلاحظ أنه إذا كانت 2*6 جح 4:] دالة محدودة قابلة التكامل © حينئذ يتحقق 
الغرض الموجود ق 44 - 4 (ب) ألذى يقول إن تقييدى الدالة كر إلى ج42 و .4 قابلتان 
للعكامل تكون أوتوماتيكياً ( انظر مرين 44 -ى ) . 
النتيجة القادمة مفيدة غالباً مساب قيمة العكامل . 
4؛ - ٠١‏ نظرية . نفرضص أن (”2)32 > 4م ونفرضص أن 82 ج ك4 :/ قابلة 
للعكامل على 4 وبحيث إن 34 >> |(*)/| لكليم عع . حينئذ 


(ه)ء1/4 > 1 | (44.2) 
وبصورة أعم » إذا كانت كر حقيقية القيمة وكانت 44 > (*)/ > : لكل كع + ٠‏ فإن 
(هاءلا > ] !1 > (شاعم (44.3) 


البرهان . نفرضص أن / امتداد الدالة ثم لخلية مغلقة م تحقوى 4 . إذا كانت 
0 <ع معطاة » فإنه يوجد تقسيم ل ى...ءدقاعيم للخلية م محيث إنه إذا كانت 
(/:.5)8 هى أى حاصصل جمع ر يمان المناظر » فإن ‏ 7 


»+7 :,5)8 كدر | ده-(م:,م)ى 
نلاحظ أنه إذا اختير ت النقطالوسطى لحاصل جمع ر يمان خارج 4 كلما كان ذلك مكنا » 
فتجد أن 
02)30)] 3 >( :,0)ى 
ححيث ييؤخذ حاصل المع على هذه الحلايا فى .2 انحتوية كلية فى 4 . ومن نم 
(هاءكا > (يل)ء '(143 > (/ :.ط)د 
لذلك نحد أن 


؟.هم 


+لم)ءة > ز | -] 1 


وبما أن 0 <عج اختيارية فتحصل على الطرف الأمن من المتباينة ( #4 - " ) . يثبث 


الطرف الأيسر بطريقة مماثلة . وهو المطلوب إثبائه 
كنتيجة هذه النتيجة » نحصل على النظرية الآتية » الى هى امتداد للنظرية الآولى القيمسة 
المتوسطة .م - ؟, 


١١ - 4‏ نظرية قيمة متوسطة . نفرص أن ("2)580 © 44 فثة متصلة ولفرض 
أن © ج ىم :/ عدودة ومتصلة عل 4 . حيلئة توجد نقطة 4 © 7 بحيث إن 


(ه)ءم) - 1[ (44.4) 


البرهان . إذا كانت 0 ع- (4)ن » فالاستنتاج .بسيط ٠‏ لذلك نفرض أن 0 عج (4)م. 
نفرض أن ْ 
!لذ ع : : (<)]! مد - از لف ع : : (2)]! لمز ع جر 
فينتج من الحزء الثانى من النظرية السابقة أن 
5-1 
>1 | طح > :, (44.5) 
إذا كانت كل من المتباينتين الموجودتين فى ( 44 - ه ) «قيقتين » وتلتج النثيجة 
من نظرية القيمة الوسطى لبولتزانو ؟؟ - 4 . 
تفرص الآن أن (له)ء84 - ثم م؟ . إذا كان حصلنا على الهاية الأعل 74 عند 4 © م » 
فينتج المطلوب أيضاً . لذلك نفئرضص أن الهاية الأعلى 4 ليست عند 4 . بما أن 
0< (0)4»: وتوجد خلية مغلقة هرج 1 » محيث إن 0 22 ()ت (الظر مرين 
44 - ز) بما أن كه مدمجة وأن كر معصلة عل نه » فتوجد 0 < بم محيث إن 


- 34 ك (با)ر لكل جرعي . بما أن (كزاه)راج - هم فينتج من نظرية 
4 ع و وودءرأن 


فيرخل ] حل | -جم» 
(شاءالا > 1 ١‏ خراءكلة + (>1[)ء(ع - إ/ا() ع 
هى تقلص . إذا كافت (7)/4 - 1 .1 » فنستخدم مناقشة ممائلة , 
1 وهو المطاوب إثباته 


التكامل كتكامل مكرر : 


يكون من المرغوب معرفة أنه إذا كانت ث/ قابلة التكامل على خلية مغلقة 
[مطبمه] ١»‏ ٠٠<ا[بطبيه]‏ عر 
فى ”8 وا قبي فى 8 » فإن التكامل / ,1 بمكن حسابه بدلالة ٠‏ تكامل متكرر + لطيات مر : 


عه[ إسه مه مد.... سدمعاة[]:]].٠]]‏ 


هذه الطريقة لساب التكاملات الثنائية والثلائية بطريقة التكاملات المتكررة مألوفة للقارى, 
من عل حساب التفاضل و التتكامل الأولى . سنعطى تحقيقاً هذءالطريقة : البساطة سنفتّر ضض أن 2--مر» 
لكن من الواضح أن النتيجة صميحة فى حالة أيعد أكثر . 


44 - ؟15 نظرية. إذا كانت كر متصلة على خلية مغلقة [4 ,©] [ط ,ه] - [ إلى 8 » 


ف زعه«ى1 | ] - | 
03 3 )0 0 2 


البرهان . لاحظنا فى نظرية التبديل ١م‏ - 4ه أن التكاملين المكررين متساويان . 
لتوضيح أن تكامل الدالة / على /4 يكون معطياً بالتكامل المكرر الأول ؛ نفرض أن / 
معرقة عند [4 ,6]» نو بأنها 


فإن 


ع4 (ر مار | - روم 


نفرض أن 4 يز > ٠00‏ ك الا عملا - 6 تقسم للفترة [4.ن! ٠‏ نفرض أن 
> , ك 00 ك را ك ون ح ه تقسم لفترة [8 ,6] » ونفرض أن صر ترمز إلى التقسيم 
للفكرة ل الناتجج من استخدام الثلايا 00 ود زلا >[ وو-عد] . نفرض أن خرير فى أى 
نقطة فى [لا ,,-إلا] ولاحظ أن 


عه رمم *] ير دعه دمل ] دوم 


حسب النظرية الآولى للفترة المتوسطة 5م - 5 ء يوجد لكل #وثر نقطة 5< فى 
[غ* ]0 يمحيث إن 


زد عد- 70 1 0 ]1 


بالضرب فى (و_ربز ‏ رط) ثم الجمع تحصل على 
لسرلا - 009 هد - وتلق م12 بر رلا > لمر ر00 9م لز 
الآن يكون المقدار الموجود فى الطرف ا لا القانوت هو 5000 ريمان 
الاختيارى التكامل 
و0 3 )»2 0 1 - برك (ن) | 


قد وضحنا أن حاصبل جمع ررمان السابق يساوى حاصل جمع ريممان الخماص والمناظر 
التقسيم م . يما أن ثر قابلة التكامل على م » فتحصل عل إثبات وجود الشكامل المكرر 
ومساواته بالتكامل على ل . وهو المطلوب إثبائه 


تعديل بسيط البر هان المعطى فى اانظرية السابقة يعطى النص الأقوى قليلا . 


١١ - 4‏ نظرية . نفرض أن "/ر قابلة التكامل على المستطيل - [4 ,9[]0 ,4] - 7 
إلى 8 ونفرض أنه » لكل [4,©]ع2ا » تكون للدالة (7 ,جد )يجار الفترة 
[6 ,»©] إلى 4 متصلة ما عدا إمكانية عنه عدد محدود من نقط + الى عندها يكون فا نمبايات 


طرف واحد . حينئة 
ك إعه درمز |! ]| - |[ 


كنتيجة هذه النظرية » سنحصل على نتيجة تستخدم غالبا لحساب التكاملات لدوال معرفة 
على فئة محدودة منحئيات متصلة . والملامة » سنقرر النتيجة فى الخالة الى فيبا تكون للفئة 
قطم خطوط مستقيمة أفقية كحدود عليا وسفل ها ومنحنيات متصلة كحدود جالبية . ومن 
الواضح أن نتيجة مائلة تظل صحميحة . إذا كانت الحدود الحائبية هى قطم خطوط مستقيمة رأسية 
وكانت الخدود العليا والسفل منحنيات . تعامل فعات أكثر تعقيداً بتحليل الفئات إلى الاتحاد 
لفئات جزثية من هذين النوعين ٠‏ 

١4 - 44‏ نظرية . نفرضص أن #7 ح للم معطاة كا يل : 

(ل ع زوع » ,(8)9 ع : ع (9)» : (82 ,2)! - هر 


حيث 6 © دالتات متصلتان على [4 ,©] بقم فى [5 ,6] . إذا كانت ث/ر متصلة عل 
© جح كرء فإن كر قابلة التكامل على 4 وأن 


إلى ]ا ]ع ] 


( فشكل 4ه - )١‏ 


البرهان . نفرضص أن /# خلية مغلقة تحتوى 4 ونفرض أن ي/ هى الامتداد للدالة كر 
إلى # . يوضح تغيير لمثال مغ - ؟ ( م) أن حدود الفئة 4 ذا محتوى صفر ؛ وإذن تكون ,/ 
قابلة للتكامل على /# . الآن لكل [6,4]ءبر تكون آلدالة (بإ,*)يم جد متصلة 
ماعدا إمكانية عند النقطتين (6)7 و ([) © » الى عندها يكون ها نهايات طرف واحد 
ينتج من النظرية السابقة أن 


د ز مسن ]-ى ] »| 


فإ «عار]) | - 
وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 
4: - (أ) إذا كانت “#8 4 ٠»‏ فإن نقطة تكون نقطة حدودية للفئة 4 إذا 
وإذا فقط كانت نقطة حدودية للمكئلة (4)© للفئة 4, . حينتئذ ((5)4)8-(شاط 
' 44 - (ب) نفر أن “42# ع ونفرض أن (8)4 هى الحدودية الفئة 4 . 
(أ) الفعة (8)4 مغلقة فى 80 . 
(ب) الداخل (4)ط١هم‏ -"لم مفتوح قى 20 ونحتوى كل فثة مفتوحة 0 حيث 
م02 
(ج ) الإتفال رزم)ون مر - -م مغلق ى0ج# ويكون محتوياً فى كل قئة مغلقة كر 
حيث روم 
44 - (ج)نفرض أن #0 حلم ونفرض أن (4اطلام --يم هو إتفال 
ألفئة #4 . وضح أن (5)4-( )اط . اعط مثالا لتوضح أن التساوى بمكن أن يظل 
تيجا » ومثالا يوضم أن التساوى بمكن أن يفشل . 


.هن 


:4 - ( د ) نفرض أن 8 ,كل فتتين جزئيتين من «جر[ . وضم أن الحدود لكل الفئات 
8ام ظهاأهت .رمم 

يكون ريا ى .(65)8لا(5)4 . (إرشاد : -((2)6)4-ه د رمام ). 

؛؛ - (د) تكون فئة 80 ىم منلقة فى “8 إِذآ وإذا فقط كانت 4.ء2(شاط 
تكرن فئة “821 مفتوحة ق "8 إذا وإذا فقط كان 6-(80665)8 

؛؛ - (و) إذا كانت ("#)وءع م ء وضح أن داغلها (م)م ١‏ -"م وإتفاها 
(ه)ضلام --م ينصيان أيفاً إلى (-2)8 وأن -هاء-(م)ء-5"هماء 

ه؛ - ([) إذا كانت (#0)وعم وكانت 0 < (4)م ء أثبت أنه توجد 
غلية منلقة همع محيث إن 260 ()ء . 

44 - (ح)إذا كانت #0 ح م » نعرف المحتوى الداخلل واللارجى افئة 4 بأنها 

(/ا)ء أساع ره)*2 ,([آ1)ء ويه - رذ)يىن 

حيث. يؤخذ الخد الأعلى عل فثة كل للاتحادات الحدودة لخلايا ممجوية فى 4, ٠‏ ويؤشذالحد 
الأسفل على فئة كل الاتحادات المحدودة للحلايا تحتوى نقطا من الفئة 4 . 
)!1١ ٠‏ أثبت أن (ه)*م>(ك)يه ‏ وأن 4 لما عتوى إذا وإذا فقطا كان 
(4)*م > (ر)ىن » ف هذه الحالة تكون (4,)ع هى هذه القيمة المشتركة . 

(ب) إذا كانت 8 ,رك فين جزئيتين غير متصلتين للفراغ “8# : وضح أن 

(8)*ع درم)"”ءعع (8نامفينت 

(ج ) أعط مثالا لفئتين غير متصلتين زر محيث إن(8 نا ش)*» > (8)* - (م)*» * 0 

44 -(ط) نفرض أن لزع84 ونفرضص أن “5,28 هو مكعب بنصف 
طوله هو "2 ومركزه 0 . عند 562 تقسم 1 . إك شبكة مير طوكسا ”2 
المكون مجموعة كل المكعبات ق ب1 بطول جاذى “-2 وبنقط طرفية قياسية زوجية المقام 
(أى إن » نقط طرفيه على الصورة “1/2 ححيث (2 6 # 

(!)إذا كانت 22117 خلية مغلقة وكانت 0 < ع » وضح أنه يوجد لرع»/ 
حيث أن الاتحاد لكل المكعبات فى .© الى تكون محتوية فى فى له محتوى كلل يزيد 
عن ع (/ر)م والاتحاد لكل المكعيات ى .© الذى يحتوى نقطا فى فى له محتوى 
كلى أقل من 8 +(7) © . 

(ب) إذا كانت 412 طامحتوى وكانت 0 < عم ٠‏ وضم أنه توجد لازع, 
ميث إن الاتحاد لكل المكعبات فى ,.,© الى تكون محتوية فى 4 لما محتوى كلى يزيد عن 


/بآا.ءه 


ع ل (م)اء والاتحاد لكل المكعيات ىق .© الذى يمحتوى نقطا ىق 4 له محتوى كل 
أقل من م+ (زل4)ء . 

44 - (ى) نفترض أن #0 1 خلية مغلقة ونفرس أن # + 5:/ قابلة التكامل 
على 4 . إذا كانت 4-1 لطا محتوى ء فإن تقييد الدالة كر إلى 4 يكون قابلا للتكامل 
عل 4 . (إرشاد : استخدم تمرين 4# س ©) . 

4؛ -(ك) نفرغس أن (2)8 46 وتفرض أن بم ور قابلتان للتكامل على / 
وأن 0 <(جا)ع كل هع . إذا كانت (4)/ مدو 84 ,(4)/ كصذ ع + فإنه يوجد 
عدد حقيى [76,84]© م بحيث إن 


هده ] 


4 - (ل) إذا فرضنا بالإضافة إلى الفرض الموجود باتمّرين السابق أن 4 موصولة 
وأن كر متصلة على 4 » حينئذ توجد نقطة .4 56 بحيث إن 


8 10 ع1 


44 -(م) نفرضأن (لاع»:(رر.)) هى سرد النقط فى (0,1) 6 (1 ,0) 
بإحداثيات قياسية لكلل #26 © نفرض أن #7 خلية مفتوحة فى (0,1) 6 (0,1) 
تحتوى على (.لا..*) ونفرض أن .1»..ل) - © . أثبت أن © هى فئة مفنتوحة فى :12 
حدودها (5)0 هى )0,1(<)0,1(١6‏ أثبت أنه إذا كانت 1,2>1) 2 » فإن الفعة 
المفتورحة ©) ئيس ها محتوى . 

4 (ن) - استخدم المصطلحات العلمية الموجودة فىثمرين ( ١ا-2)‏ » نفرض أن 
[0,1] 4 هى فتة ٠‏ مثل فئة كنتور , طولها 2 . إذا كانت [0,1] 6< 4م ح كر 
أن هى فئة جزئية مدمجة من 87اء وأن #2 ()ة ء وأن #زليس طا مجتورى . 

4 - (س) نفرضص أن 8ك »م ونفرضص أن ©# ج[5,م]:/ متصلة ويحيث 
أن 60خ («)كثر لكل [5بم]ءع ‏ نفرغى أن ((*)/ > ب ك 0 ,( > : > ه:(ر )!2 ,5 


تسمى فئة الأدافي الرأسى للدالة كر. بفحص حدود الفئة م هأثبت أن لا محتوى . أثبت أن 
5 ك1 00 |1 ]1[ د زو)ء 


4 - (ع) نفرض أن #هوح هر هى_ ألفية المذكورة فى أمرين ( ++ -ه) وتفرض 
أن كر معرفة على 8 ه[0,1[<*]0,1]- © بأنها 1 ع (بر,بد)ر عند شاء(2ز) 
وبأن 0 > («ر,»)سم فيا عدا ذلك.وضم أن 4 ليس طا محتوى وأن كر ليست قابلة 
للتكامل على © . لكن » التكاملات المكررة موجودة وتحقق 


ممه 


»ردصن ] - م زه دكن" 


4 - (ف) نفرض أن [0,1[*]0.1]- 0 ونفرض أن ©# جح 0:/ معرفة 
بأنها 0 ح (م ,)ير إذا كانت إما »د وإما بز غير قياسية وأن #/1 -- (ثر ,)يم إذا 
كانت از قياسية و كانت #/:: ح عر حيث 0 < 7 و يرن هما عددان صحيحان أو ليان نسبياً . 


وضم أن 
0 3 )4 إه )0 1 15 1 
لكن برك (ن ,)م !] غير مو جود لعدد قيامى * . 
44 - (ص) نفرضص أن 82 7 غلية مفتوحة تحتوى (0 ,0) ونفرض أن 8# + 3:/ 
متصلة على فى . عرف 8ج 2:27 بالتكامن المكرر : 
05 3 | 1 | -2)10م 


وضح أذ (ر بد)طوطر2 - (و ,)7 - زر برطي« عند 3ع(2,2) 

44 - (3) نفرض أن فى هى كا فى ارين السابق ونفرض أن 8 ه2: 0 
حيث إن 222:6 متصلة على في . استخدم هذا المّرين لإثبات أن 2,226 موجود 
وساوى 2,6وه . 7 


4؛ -(ر) نفرض أن [ر( ,مه] 8,٠٠١»‏ ,ره] - 3 ونفرض أن © ج :م متصلة . 
تفرض أن الك رم] ٠»‏ يم وه ] كت رق ف ,2 ونفرض أن كرحس نآل : رول معرف بأنه 
لك )م 1-011 0000 | -() ول ووا)ركآ 
)1غ( وضح آن رط متصلة عل ر,ل 5 
ب بأعذ بي اردع 0 وأى تقسيم : 
رطع ررد > كرد كور >0 للفترة [رظ ,ره] ٠»‏ أثبث أنه توجد نقط 
اد ف الفئرة ع وددع*] حيث إن 


لسو > )20 ...و22 مدة<) 1 : > زم ,. . . نامك 
(ج( أثيت أن 


لكو )4 3 )نه و 3 1 | 0 > (م< ,. . . ويع)4 (ج2 0000011 1 


كمه 


( د ) اعمل امتداداً النتيجة تمالة الى فها تكون لكل نقطة (ود,....د»*) فى رق الدالة 
0 ...رونا )8 حر« للفترة 26 <-[ءطة ,ره] متصلة ما عدا إمكانية عند عدد محدود من 
نقط الى عندها ها نهايات طرف واحد . 
44 - (ش) (!أ) نفرض أن 1+ [6 ,م]:ق بن متصلة حيث (+)8 > («)» 
لكل [مبم]ع . وضح أن الفئة 
((8)2 > نوع (20)ه ,5 ع ع كه 21:6 (7 ,)8 
مدمجة ى 87 بمحتوى . 
(ب) نفرض الآن أن 8 + 8:8 ,بد دالتان متصلتان حيث (ا,*)8 > (لا,)؟ 
لكل 8ع ((,*) . أثبت أن الفثة 
((0ا .)8 ع ع ع ( ,0 ,8 ع (ج ن) :للك (2 ,ل ,)جز 
مديجة ى *18 بمحتوى . 
( ج) إذا كانت © ه ص :م متصلة ء أثبت أن ثر قابلة للتكامل على 2 وأن 


عه زه زع مدماللان لا تيا 
4ة - (ت) تفرض أت [مييه]»0-٠«[رطريه]-1‏ ولكل ص . ,1 ع تر 
نفرض أن © [١‏ ,يه]: م6 هى دالة قابلة التكامل . 
إذا كانت © ج1:ب معرفة بأنها (ام] ١٠٠(»)ر‏ > (د,... ,رام أثبت أن ب 


قابلة التكامل على 7/ وأن 
ا الكاه] 


4 - (ث ) استخدم نظرية تقريب ثير اشتراس لتوضح أنه إذا كانت 
,5 ,به] ١»‏ ٠٠<لىش‏ ,ره] -1 وإذا كانت # + 1:ج متصلة ؛ فإن 


م إم... إعدف... .سكو [٠٠]‏ -] 


44 - (خ) نفرض أن #ج(صس+,0]:ي حيث 0-(0)ب متصلة » غير محدودة » 
وتزايدية بدقة » ونفرض أن ل هى دالا المكسية . ححيتئذ تكون طو أيضاً متصلة وتزايدية 
بدقة على ( 6+ ,0] . 

(أ) إذا كانت م ,» عددين ٠وجيين‏ » قارن المساحة للفترة [8 ,0]<[» ,0] بالمساحة 
الحصورة بين محور الاحداثيات ومنحى ب لنحصل على متباينة ينج : 


ه٠‎ 


1 +4 2 > 8ه 


(ب) إذا كانت 1 < ب و 1م بمحيث إن 1 - (و/1) + (م/1) وإذا كانت 
""«-(<)م وكانت ”ا -(#0)09 ء استخدم معباينة ينج لإثبات المتباينة 
4/"ق8 +ع[ د 8ه 


( ج) إذا كانت ...1 1:2 بط بم أعسداداً حقيقية وإذا كانلث 
#"("زيو|+ +٠٠.‏ "إرو|) م » ""'('|م| +٠٠ ١+‏ "إرز|) - 8 استخدم المتباية السابقة لاشتقاق 
قاينة هوادر 


لا 


8ه ع إيطيه| 2 


الى حصانا علها فى مشروع ( ١‏ - 8 ) (ب). 


مشروعات : 

44 - »© نغار ص أن. “3 75 شلية مغلقة ولفرض أن 1# ج-1:/ محدودة . عند 
0 < »© نفرض أن (ه - (؟)به:1ع+) - .2 حيث («)رده تدل على تذبذب الدالة كر 
عند # (انظر مشروع #م - © ). 

(]أ) نفرض أن .2 ها محتوى صقر . نقرض أن (11,,...,32-.2 > تقسم 
من 4 بحيث إن (1) كل نقطة من 2 تكون محتوية فى داخل إحدى الخلايا (” > :)1 ,...,,1 
(نن ارا 2/ه د ب)ء+...جرى » (أثة) إذا كانت اع ر,ع عند ”...1د محر 
فإن »>|(9)م-(*)م| . إذا كانت م تكريراً من .2 أثبت أن 
(1+(8)ع)» ك إزر :,ط)ق -(7/ :0)و| 


(ب) استنتج أنه إذا كانت ى2 ها محتوى صفر لكل 0 < » ٠‏ فإن لقابلة التكامل 


عل 
( ج) نفرض أنه عند قيمة ما 0 < © ٠‏ يكون المختوى اللخارجى 0<(,©)*ع 
وضع أنه عند تقسيم ما (,1... ,,,8-43 من 1 نجد أن 


(م)*ع» < (رن)ء(به: - رلة) 2 


اسئنتج أن ثر ليست قابلة للتكامل على 4# . 
( د) استنتج أن كر تكون قابلة للتكامل على 7 إذا وإذاً فقط كان للفئة .2 محتوى 
صفر لكل 0 < 0 


ام 


(ه) تذكر أن .س.ل .82 هى فئة النقط الى عندها ث/ر ليست متصلة . أثبت أن 

(و) استنتج أن كر قابلة للتكامل على 7 إذا وإذآ فقط كان للفئة 2 لنقط عدم اتصال 
ها مقياس صغر . ( هذه النتيجة هى معيار ليبيج لقابلية التكامل ) . 

؛؛ - 6 يدرس هذا المشروع التكاملين الملوى والسفلى ( المذكورين ىق ++ - ») 
وتكراره! إذا فرضنا أن “جح و «#بر خليتان مفلقتان » ى لم ح مره 
ونفرض أن :88 - 0ك را] - 16 . نفرض أن 1 ج 2 :/ معدودة , 

() لكل 7ع» ء عرف 8#ه[:يج بأنبا («ز,ج)يم > (2)يمم عند 
دعر . نفرض أن 8# ج1:ر معرفة بأنها التكامل السفل ‏ (2ع).1-(*)2 وأن 
8 1:سم معرفة بأنها التكامل العلوى (,ج)0] -(»)ر من .ع . إذا كانت # أى تقسم 
من # ء وكانت 5 أى تقسيم من ي وكان 5 اج ح ص هو التفسيم النائج من ع اء 
حينيذ أثبت أن 

(6:7)نةآ ع (م :)ل > (2 :)نا ك (2 :ارا ع (] إعارا 
(ب) أثيت أن 
([)نا ع (س)نا > (س)ءآ > (زالآ ‏ ,(2)نآ > (2)نآ > (داآ > (]).آ 

ومن ثم » إذا كانت كر قابلة التكامل على 8 ٠‏ فإن ثم و32 قابلتان للتكامل على '/ وأن 


(ج) كل رعبير » عرف هم]نبم بأنما (09/-()يم عند 1ع 
نفرض أن © جد وبر وأن © ج ل :'ير معرفة بأنها 
7 
أثبت أنه إذا كانت ثر قابلة للتكامل على 1 » فإن “لو “0 قابلتان التكامل عند /ى وأن 


]لي 


(د) إذا كانت ح [1.م قابلة للتكامل على 4 لكل 1ع©* ء فإن بم - ة 


وأن 
عه زه دهز |] | <1 ]| حصهة رركن ]| 


بالمثل ء إذا كانت 8 <-1:,/ قابلة للتكامل على '/م لكل 63 ا فإن 


؟اه 


و إهصه [! | -ر | حعصعهة صسل | 


44 - 8*7 نفرض أن “92-82 مفتوحة ونفرغى أن (29)9 مجموعة من كل الفئات 
(«ط)وءع م حيث 4-42 ستقدم فى هذا المشروع مفهوم الدالة القابلة جيم على (2)4 
م و كثافبها القوية » يقال لدالة 8 ج 2)42: © إنا قابلة جمع إذا كانت 

(8) © +(0)4© -<(8 نا 4) © 
طلما .©- 840628 و )© 8 بهم , 

(أ) إذا كانت #2 -42:/ قابلة للتكامل على كل فثة فى 2©)42 وإذا عرفنا 

م ره) 5:9 بأنها 


[ | -لمم 


حينئذ * تكون قابلة لمبمع عل (9©)92 

(ب) نفرض أن 1 ج (9)0: © دالة قابلة لمجمع و نفر ضص أن © ج2:عج . نقول 
إن بم كنافة قوية للدالة © » إذا كان يوجد لكل 0 < 8 وكل فثئة (2)42 ء ف » 0 < 8 
بحيث إنه إذا كانت 2 مكبباً مغلقاً طول ضلمه أقل من 5 محتوى فى 42 وإذا كانت 
“لمعي 2 فإن 


ع > | (د)ع 0 


( ج) نفرض أن مج -2 . وضم أن الدالة المجهوية 8 ج(9)820:ع لا كثافة 
وية محايدة قساوى الواحد الصحيح عل . 

د نفرض أن # ج (9)20 :ىر دالة قابلة تجمع موجبة الى لاتتغير تحث ثقل الفئات 
[أى أن (م)س - زم +ع)م لكل (80)وء م ,“ع + ] . أثبت أن بر ها كثافة قوية 
ثابتة على 8 . 

( إذا كانت 8# جب2:م متصلة وإذا كانث ل معرفة ككانى ([) ء أن تير 
ها كثافة قوية كر على 99 . 

(ر) إذا كانت 8 + (2)9: © قايلة لتجمم وها كثافة قوية # ج- 2:ج وضح أن 
م متصلة على 52 . ومن ثم تكون بم متصلة بانتظام على كل )2 »ع لم 

(ز) نفرض أن 8# <-(9)9: © قابلة تجمم وها كثافة قوية تساوى صفرا تطابقياً 
على 52 . وضح أنه إذا كانت # مكعباً مقفلا وإذا كانت 0 < ع © فإنه يوجد تقسيم 
للمكمب ع2 إلى مكعيات ()1 ,. .. ى,»[) بحيث إن (2)16 >  ]©6)1(|‏ عند 7 ,...,1 > زر 


؟أه 


وإذن ينتج أن )عم > |(0)16| . استنتج أن 0 ع (16)© لكل مكعبات مغلقة © >1 
( ح) نفرض أن د و و دالتان قابلتان لتجمع على (2)02 بحيث إنه لكل قيمة ما 

0 < لة نجد أن رم)ءز > |(م)س| لكل .2 ,1< ز ,(ويوعم 

إذا كانت ()ر5 -5,)16 لكل مكعب 9 ج12 ء أثبت أن (22)4 -زم)صم كل 

)2 ع م 


الباب الخامس والأاربعون ‏ تحويلات لفئات ولتكاملات : 


لاحظنا فى باب م4 أن الروامم المتصلة عإ, فترة ى 3 يمكن أن تغطى مكعباً مغلقاً 
فى 22 . سنوضح أن هذه الظاهرة لمكن أن تحدث إذا كان الراسم فى صئف © وسوف 
ندرس الرامم لفئات بمحتوى تحت 03) رواسم حال الرامم خعلى مهمة بوجه خاص . والنتيجة 
بسيطة بدرجة كافية . فى الخالة الراسم غير الخطى » سيتضح أن جاكوبيان الراسم يدل على 
درجة التواء التحويل . 


ستستخدم هذه. النتائج لإثبات نظرية تتعلق « بتغيير المتغير » لتكامل على فثة فى "72 
تفحص الالات الخاصة للاحداثيات القطبية و الكروية باختصار ‏ ونعطى نظرية أقوى تستخدم 
لتحويلات كثيرة تعرص كية رقيقة من الإفرادات . 


م - ١‏ مفترض . ألفئة ”2 42 مفتوحة ونفرض أن "22 ج-0©:ي تنتمى إلى 
صنف (1)4© . نفرص أن 4 فثة محدودة حيث 12 -- كر . حيتئذ توجد فئة 
مفتوحة !4 حيث 42ت 421 992,2 ء “ل ومقدار ثابت 0 < 34# بحيث إنه إذا كانت 4 
محتوية ف الانحاد لعدد محدود من مكعبات مفلقة فى ,42 ممحتوى كلى © ء عل الأكثر » 
فإن (0)4 تككون محتواة ف الاتحاد لمدد محدود من مكعبات مغلقة بمحتوى كلل به"(/1 ول.) 
على الأكثر . 

البرهان . إذا كانت ”492-82 ء نفرض أن 1 - 8 ؛ وإلا ثفرض أن 
[4 »ع , شع دء م ئو4-ق وها أن ح4ه مدمجة ء فينتج أن 0< 8 . 
(لماذا ؟ ) الآن نفرض أن 8 > إإه - بر|: “1ع بر - ,42 عند بعض كرع م أى إن 
تكون مفتوحة ومحدودة وأن ,2 ج47 ٠‏ 49ب 27 رما أن ()20 ع باء 27 مدمجة؛ 
فينتج أن (2كع ع : مم|(»)م8#|) مده - 34 عدودة . إذا كانت .1لا0٠٠نا1ع‏ هم » 
حيث رآ هى مكعبات مغلقة محتواة ى ,50 » حينئذ ينتج من تنيجة 4٠‏ -5 أنه عند 
1 >8 ,1 يكون 

اح علا /ة > |[(«)م - رع)م|| 
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نفرص أن طول الضلم المكعب ,3 هو 27 وتأخذ ‏ مركزاً للمكعب 8 ؟ حينئذ إذا 
كانت باع نر ء فإن برهك > |إنر-عر| وكذلك .30 مل > [(ر)م - («)م|| أى إن 
(:1)ب تكون محتواة فى مكعب مغلق طول ضلعه ,1/17 210/80 . ومن ثم ينتج أن (م)ب تكون 
محتواة ف الانحاد لمدد محدود لمكعبات مغلقة محتوى كل »”(الا مله) على الأكثر . 


مغ - ؟ نظرية . إذا كانت "8 42 مفتوحة ونفرص أن "12 ج- 2:ج تنتمى 
إلى صنف (62)© إذا كانت 46-59 لا محترى صفر وإذا كانت142 247 حينلط 
(4)ب طا محتوى صفر . 1 

البر هان : استخدم المفترض عند 0 < © اختيارية . وهو الطلوب إثباته 

و4 -# فقيجة . نفرض أن ع > م ونفرض أن "12-16 مفتوحة ونفرضص أن 
#7 جب (م:ن تنتمى إلى صنف (6)0')2 . إذا كانت 4-252 فة محدودة حيث 
4-4 » حينئذ(4)/ لطا عتوى صفر ق”ج1. 

البرهان . نفرض أن “20 يروم-,(ى بحيث أن 2920 مفتوحة فى «ز » 
وعرف ”8# جب 20: ب بأنها 

( ى ...)لك زج . ورج رم ٠.6‏ ودا)اي 
وضح أن (م©)'© عم . نفرض (140,...,0< حر وم محيث إن 42-920 وأن 
وك لا مخترى صفر فى “2 . ينتج أن (وخ)ب >( )نز ها محتوى صفر فى "22 . 
وهو المطلوب إثباته 

نلاحظ أن هذه النتجية تؤ كد أن الصورة +1© لأى فثة محدودة | أقل بحدية أى ها أبعاد 
أقل » ها محتوى صفر 

ما أن الحدود لفئة 4 بمحتوى طا محتوى صفر » فينتج من نظرية ( ه4 - 8 ) أنه إذا كانت 
ب فى الصنف *© فإن ((8)4)بي لا محتوى صفر . لسوء الحظ ((0)6)4 تحتاج إلى علاقة 
بسيطة » بوجه عام » مم ((2)0)4 . هذه الملاحظة تحسن الاهيام بالنتيجتين الآتيتين . 

ه؛ - 4 نظرية . نفرض أن ”2 ج620 مفتوحة ونفرض أن "2 <+-42:م تنتمى إل 
صنف (42)'©) ثفرض أن 4 لما محتوى » 7242م . وأن 0*(*)يل كل 
“م ع عر . حينثئة (0)4 طا محتوى . 

البرهان . مما أن -4 مديحة وأن ب متصلة » حينئة (-م)ي -(4)ب تكرن 
عدردة لإثبات أن (4)© لا محتوى سنوضم أن ((5)4)ب2 ((4)م)ة وأن ((6)4)م 
ها محتروى صفر . 


5ه 


ما أن(-4)ب مدعة » فنجد أن ((م)طنا"4)ب -( ه)ب -((4)م)5 حينط . 
إذ كانت ((4)م)2 »ع ا » فإنه يوجد (4)اطلا"4 ع مبحيث إن («)ب- -/ز إذا كانت 
"معي »فإت 0 عر(ي)رر وينتج من نظرية الرامم الفوق ( ١غ‏ - )أن («)ب حبر 
هى نقطة داخلية من ()ي - "م)ي 2 . لكن هذا يخالق الفرض بأن ((4)م) 6لا . 
لذلك نستبتج أن ((4)ط)م ك ((ه)م)ط 

الآن » بما أن 4 ا محتوى » فإن حدودها 42 -(5)4 ثئة خالية بمحتوى صفر » 
وإذن ينتج من نظرية ( 4 - ١‏ ) أن ((8)4)© ها محتوى صفر . 

وهو المطلوب إثباته, 

ه4- هنتيجة . نفرضص ”2 140 مفتوحة » ونفرض أن "2 ج (12:ب تنتمى 

إلى صنف (1)52© وإدخالية فى 52 . إذا كانت 4 ا محتوى ٠» 4-242 ٠‏ وكانت 
0 )1 عند "شء< ء حينيذ ((6)4)م ع ((2)؟ )5 . 


البرهان . يكى أن نوضح أن ((ش)م)ط كح ((خام)ي » لأن النتيجة العكسية قد أثبتت 
أثناء برهان النظرية . نفر ص أن (م)مج بر . أى إنه توجد متتابعة (,) ى 4 ومتتابعة 
(,ن) فى 1 » كل مبما يقرب من + . مما أن ب متصلة ء فإن (بر)ي ه (ير)ي 
وأن («)ب ج (رنر)ب . بماأن ب إدخالية على 52 ٠»‏ فإِن (ه)ي»#(,ر)اب ومن ثم 
((شاماطء(2)ب . لذك ((ه)اماطء ((شاطاب 


تحويلات برواسم خطية : 

سنوضح الآن أن الفئات بمحتوى قرمم برامم خطى فى الفراغ "8 إلى الفئات محتواها 
هو مضاعف ثابت المحتوى الأصل . فبالإضافة إلى ذاك » هذا المضاعض هو القيمة المطلقة المحدد 
المناظر لاراسم الخطى . ( فى هذه النظرية سوف نقترض أن المدلول وخواص أولية حدد الراسم 
خطى فى ”14 مألوفة للقارىء ). 

ه؛ -5نظرية . نفرض أن (29)125 .1 . إذا كانت (*2)82 ع لىم ». فإن 
(ق)ه إطعهة | ع ((4)ط)ء . 

البرهان . إذا كانت ل فريدة ( شاذة أى إنه » إذا كانت 0 عدلكق يوق ) فإن 2 
ترسم "8 إلى فراغ جز خطى سحيح من الفراغ. ”82 . ما أن هذا الفراغ الجزىٌ يمكن أيضاً 
الحصول عليه كصورة لمقدار ما ”82 جح '72: .1 حيث رر > ” » فينتج من نتيجة ( 40 -م) 
أن 0 ح ((4)4) لكل (”2)8ء كر . ومن ثم تكون النظرية صميحة لرواءم خطية 
فريدة ( غاذة ) 


س0 


إذا كان .5 ليس فريداً ( أى إنه » إذا كانت (0 هد .4 » حينئذ تدل نظرية ( 4-48 ) 
عل أنه إذا كانت (”2)1 ع ىم » فإن  92)12”(‏ (4 ).1 نعرف الآن 2 جح (2)1+5 :2 
بأنها ((4يمة)» ح (3.)4 . (3) من الواضم أن 0 < (32.)4 ججميع (9)120 ع فم 
(11) نفرض أن (2)8ء 8 ,م وأن 408-60 سينئذ 

((183)سآ نا (ه)ل)ء - ((8 نا هش)ل)ء - (8 نا 4 )2 
بماأن 2 رامم إدخالى » إذن ©-(1.)4(01.)8 ومن ثم 
(2)8+ (ه)١‏ - ((8).)ء + ((ه)ءط)ء - ((8).آ لالهارطاء 
() إذا فرضنا أن "عع وأن (2)187 على ؛ فإن 
(ه)١‏ - ((شاءرةآ)» - ((شارآ +(<)ط)ء - ((لهم + <)رة)ء - (م + )1 

لذلك ينتج من ننيجة ( 4 - 7 ) أنه يوجد مقدار ثابت 0 < :7 بحيث إن : 
(ذاء ,م - (4)<ة كل 980 عم 

نبحث بعد ذلك كيفية توقف 718 عل (”38)* © .1 . نفرض أن (”6)8© © 21 ليست 
فريدة » حينئذ إذا كانت (2)89ء 4ر ء نجد أن 

(((ش)84)طاء - (رش)اا٠ل)ء‏ - (ذ)عيمينه 
((شاء بم ع ((ش)1/4) 2م - 

ومن ثم يكون ل نا (”2)؟اء 34 ,1 غير الفريدة 

يتب أن نوضح أن |1 ]| - ,وبر لإجراء هذا سوف نستعمل الحقيقة من الجر 
المعلى الى تقول إن كل غير فريدة (”82)> ج12 هى تركيب رواسم خطية على الصور 
الغلاث الآنية : 

)1غ( 0 وه عتتزهة 705 (مد 2 )كت زم ر. . . )دآ 

5 )3 وميه 7 واج و .هه و) > (م, ءءء وزجيا كو مامه بد )سل 

رج( 397 ...بدلا روك + 61) > (جة ٠.‏ . :)و 
لاحظ أنه إذا كانت ع هى المكمب النصف مفتوح (1 ,0]». <٠.‏ (1 ,0].فى الفراغ, 
"8 وإذا كانت 0 < » » فإن (1 ,0] 2٠٠١‏ (1 ,0]؟ا(» ,0] > (>ز),.1 ومن ثم ينتج 
أن 
0 

عات ع (مك1)ع دم - ((مع1)ارملاء جين 

بالمئل » إذا كانت 0 > » ٠‏ فإت (1 ,0] 2٠٠١‏ (1 ,0[]0 ,ه) > (160), 1 
وأن 


عق - (مع[)ء ا ح ((معظ[)رمطآ)ن ح يو- 


دك 


ومن ثم » فى أى حالة نجد أن .1 4646| > || - ريدم 
بما أن مكل ع- (مكل)يط » فينتج أن 3661| - 1 حيرم 
أخيراً » نفرض أن ولى و :4 هما النثعان 
!2< >> 1< ,1 >< ك 0 : (م: ,. . . رد)! ع ر4 
ا“ كك 2< ,1 > ك 0: (م , . . . )1 ديد 
من الواضح أن 042-06 رخ م 2 شلارخ -0] . ما أنه بمكن ملاحظة أن 
(بث+(0 لاا و0 1))ناية - (>1)مآ 
(يذ)ء + (يذاء > 0+ 00 ,. .. ,0 ,1))ء + (يشاء ع ((.ك1)مآ)ء 
)2 5 42 لا ذا -5 
ومن ثم إدط غ06]| >1 > يم 
تفرض الآن أن الراسم الخطى غير الشاذ ( الفريد ) .4 هو تركيب الروامم الفطية 
بلط ,... روك روك له إحدى الصور الثلاث السابقة ‏ مما أن 
لين لي ار 3 اويا 
|1 غع4]| ٠ ٠١‏ إمآ 3866| إمة غ06| - 
|(م1غ»0) ٠٠١‏ (مآ 1()066آ )ع0)| - 
اط غ46| > |(مةه:٠ ٠‏ ٠ومآى.])‏ :06| - 
فتكون النظرية قد برهئت وهو المطلوب: إثباته 


تحويل برواسم ليست خطية : 
سوف نحصل الآن على امتداد لنظرية ه4-١‏ لأروامم *©غير الخطية . بالطبع » فى هذه 
الحالة لا يحتاج المحتوى الصورة الفئة اختيارية مضاعف ثابت لمحتوى الفئة الممطاة » لكن ربما 
يتغير من نقطة إلى نقطة . اتدل نظرية جاكوبيان على أنه إذا كانت 8# مكمباً صغير! بكفاية 
مركزة د » فإن (()©) متساوى تقريباً (>1) |(<).1| . هذه النتيجة قاطمة لإثبات 
نظرية تغيير المتغير ات . سيكون من المئاسب اصطلاحياً اعتبار الخالة الخاصة الآنية أولا : 


ه؛ - 7 مفترض . نفرض أن “2 بز مكعب مقفل مركزه 0 . نفرضص أن 52 فئة 
مفتوحة تحتوى >2 ونفرض أن ”0 + 12:/ تنتمى إلى صنف (1)52© وأئه راسم إدخالى . 
«نفرضص بالإضافة إلى ذلك أن 60و(»«)ىيق عند كر عع وأن 


لماه 


كلع ع ج /60‏ عدا »> > ||« - رعد)باا (45.1) 


5 ((1)ل)ء 
(ولد» +1) 6 


حيث © تحقق ولد/1 > ع >0 حينتة 


> "(ولده -1) 


البرهان . ينتج من نظرية ه» - + أن (4)رو لها محتوى ومن نتيجة 40 - اه أن 
((0)1)ل ع ((#)لك)ة . إذا كان طول ضلم ع هو 27 وإذا كانت (6)16 ©« ء 
فنجد من ( نظرية م١٠‏ ) أن 5/, > ||ء| ع م . تدل المتباينة ( ه4-< ) على أن ()ض 
هى على مسافة مك/ه م © من (16)خ ‏ بر . و إذن لاتقطم الفعة المدجة ((6/)ب)ط-((0)1)بله 
مكعباً مفتوحاً ب© بمركز 0 وطول ضلعم ع(م/.ج -2)1 . إذا فرضنا أن 4 (على الثر تيب» 
8 ) هى الفئة لكل النقط الداخلية ( على الثر تيب » النقط الحارجية) من (8)لن » حينئد 
8 و 4 هما فتتان مفتوحتان غير خاليتين ومنفصلتين باتحاد ((6))16 82201 ما أن 0 
موصول فى 29 »© فيجب أن يكون إما 4 © أو زج © . لكن ء ما أن 
هدمحن ع0 »2 ننج أن ()س هم ىن . بمكن للقارىء بأسلوب ماثل توضيح 
أنه إذا كان م© هو المكعب المقفل بمركز 0 وطول ضلم «(ر/.يم +2)1 © فإن 
..© - (14)ئ[ن . ينتج المطلوب الآن من هذه التضميئات . 

ه؛ - م نظرية جاكوبيان . نفرض أن ”2 2 مفتوحة ونفرض أن 22 ج-2: ي 
ينتمى إلى صنف (1)2© »© وهو راسم إدخاللى على © ٠‏ وأن 40(<)يل عند 9عع 
تفرض أن 4 ها محتوى وأن 4-42 . إذا كانث 0 < جع ممعطاة ء فإنه يوجد 0 < به 
حيث إنه إذا كانت © مكعباً مقفلا مركز 4 >< ولول لع أقل من 2 ؛ فإن 
الاك 
50 

البرهان . شيد 0 < 8 ٠»‏ ,42 كافى برهان مفترض مع - ١‏ . مما أن. 

0 * (<*)ىق > (2«)م2 امل لكل .42 عع » فينتج أن -((:«)ي2) - , 1[ موجودة » 
ما أن ((*)م2# 66ل)(مة :هل) > ((:) م2٠‏ .1) عل -1 2 فينتج أن 

9 101 («),1/3 ع .[آ )عل 
ما أن الرموز السفل فى "ثيل المصفوفة القياسية .1 هى دوال متصلة » فينتج من إدماج 
(١؟‏ - 4) أنه يوجد مقدار ثابت 0 < 4ق بحيث إن 24 > مرزاسآ|! لحميع ,69+ . 


"(م+1) |(*)مق| > ّ 


> "م -1) |()مك| (45.2) 


نفرضى الآن أن م » حيث 1 > > 0 ». ممطاة . بما أن الرامم (*) و 2 ج بد 
متصل بانتظام على ,42 ع فتوجد 8 حيث 8 > 8 > 0 بحيث إنه إذا كانت ,42 © جرع 
وكانت 8 > إيد- ءا ع فإن ولدتا/ء > مرإ(ي«)م2 -()م172|| نفرض الآن 


ذ5أه 


أن شع د معطاة » وإذن إذا كانت 8 > ||| فإن ج + »د و * تنتميان إلى ,52 ومن ثم 
ينتج من مفترض 1غ - م أن 
مو||(*) بودآ1 (ىئ + ع)وط]|| مد اعلا > إإ(ع)(»)مط- )م -(2 +ع)م| (45.3) 


- 


1 
نفرض أن 4 >< وعرف (2) عند 6 > ||يا| بأنبا 
[(<)م -(: + »«)م]مآ - (ع)ال 
بما أن “-((+)ب2) - 1 ء فإن المتباينة ( ه46 - ") تنتج 
8 > ادا :ه1 انقلا ع اع - هارا 


نستخدم الآن المفتر ضض السابق حيث «5//ع - » لنستنتج أنه إذا كانت و أى مكعب 
مقفل مركزه 0 ومحتوى ق كرة مفتوحة نصف قطرها 8 » فإن 
5 ((عناشاء يي «١‏ 
(ع#+1) ع 600 > ”(ع-1) 


ينتج من تعريف رو وانظرية م - و أله إذا كانت ,36+ - 1 . فإن # مكمب 
مغلق مركزه بد وأن (,)ء > (8)» وأن 
((«)ب - ك1 + 2ام)ء |مآ أع| - ((16)لا» 
(001)» حر 


ومن ثم » إذا كانت © مكباً مغلقاً مركزه هرح بر وطول ضلع أقل من 27 ( حيث 
ورل/8 ح بر ) »ء فإن المتبايئة ( ه4 - ٠‏ ) تظل صميحة . وهو المطلوب إثباته 


تغيم المتغيرات : 

سوف نستخدم الآن نظرية جاكوبيان لنحصل على نظرية هامة الى تعطى الخالة العامة فى 7+7 
لنظرية تغير المتغيرات ٠م‏ س ١5‏ . تؤكد النتيجة السابقة أنه إذا كانث 7# + [ق8 ,ه]: ب 
لها مشتقة متصلة وأنه إذا كانت الدالة عر متصلة على مدى ب ء فإن 

8 (8)م؟ 
45.4١ 1 10“‏ 

تختص التقيجة الى ستقررها برامم إدخالى © معرف عل فثئة جزئية مفتوحة ”8 422 

بقم ى “2 . سنفرثس أن (0')62© © يم وأن محدد بجاكوبيان لا 


ه٠‎ 


[(8)ءورطط] غهل - (0) 3 
لا ينعدم عل 590 . سيتغسم أنه إذا كانت 4 لا محتوى » وإذا كانت 42ج لم » وإذا 
كانت عر محدودة ومتصلة على (4)© إل .1*2 : حينئذ (4)ج لا محتوى ويكون 
اا( »)| -,/ 


سيلاحظ أن الفروضص تقييدية بدرجة أكثر قليلا عن الحالة الى فيها 1 > م . فى المحقيقة » 
فى ( م4 - ؛ ) لانفتر ض أن ب إدغالية أو أن 0 >< (*)'ب عند [8 ,ه]ء»« . إذا حدث. 
وكانت ب رامما إدشاليا » نلاحظ أن العائل الصحيح للنتيجة ( ه4 - ه ) فى الالة 1 عد م هو 


|. 1- |] 0١ 


حيث ((0)8,(»)م) هد - 8 ٠»‏ ((8)م,(»)م!ئدز- م . وطبماً ٠‏ إذا كانت 
0 < («)'ب عند 8 ك5 « ك »© »2 فيضشزل قانون (م+ - ه) إل (46 - 4 ) ؛ بيبا 
إذا كانت 0 > (2)'م مند 6 5ك برك © » فيخبزل قانون ( مغ -ه) إلى 


8 دنفي 
5م-)(م00) | -ز 
.- زاف 


)45.5( 


لم )م 


ومن ثم تنتج ( ه4 - 4 ) أيضاً . التفسير لمذا الاختلاف هو أن الشكامل على الفترات فى 2 
هو و محدد » بالمصى الذى تعرف به . 
] 


لأى عددين حقيقيين /او . لما يعرف مثل هذا التحديد لعكاملات على 2٠‏ 


البرهان المعطى يرجع أصلا إلى ج. ت ت. أشفارثز ئز!*) وهو أولى ممم أنه لا يستفيد من أى 
النتائج من نظر ية القياس . لكن » المناقشة دقيقة جداً وتستخدم عدداً من خواص أعمق لدوال 
متصلة » ومدمجة وفئات مرتيظة » وخواص التكامل . حتّى أيضاً ٠‏ النظرية الى ستبر هن ليست 
كافية تماماً لكل الخالات اطامة الى تظهر وسنئمها فها يل بصورة أقوى تسبح بانعدام 
ويجعل © "ث/ر غير متصلة على ففة بمحتوى صفر . 1 

- 4 نظرية تغيير المتفيرات . نفرضص أن ”2 422 مفتوحة ولنفرص أن 
الوب رودي كين إل ملف (0):© » هى رامم إدخالى على 42 » وأن #60(»)ي1 
(#) جعت أشفارتز (.119 سا ) تخرج من :20021 وحصل على الدكتوراه من جايعة 
ييل » وهو الحده لكديد كورانت بجاممسة نيويورة ‏ دلوي سا كر 


أكه 


عند 269 2 نفرضص أن 4 ها محري ٠»‏ 29ح لر » وأن 8 < (هاب:/ محدردة 


ومتصلة , ححيئلثة . 


اء1| (م٠])‏ 1 2 ب (45.5) 


البرهان . ينتج من نظرية ه4 - : أن (0)4 لها محتوى . بما أن اندوال المراد تكاملها 
متصلة ء فينتج أن التكاملات فى ( ه4 - ٠‏ ) موجودة ؛ يقبى إثبات المتساوية . بفرض 
م#-خم م + حيث ([/|+/)!- */ ونفرص (/-5-1)/1] وباستخدام خطية 


العكامل ٠»‏ يكى أن نفرض أن 0 < (تر)/ لكل (كر)م ع لا 


نفرضى الآن أن ,42 كا فى مفترض 40 - ١‏ ونفرض أن 
للع عد: م||(»)م12||) مده د مالا 


ب[ لك )ب ء (ز : (2)]) مداه ح ,8 
لش ء : :|(1,)2|أ مدو ع رللاا 


تفرض أن 0 < ع اخجيارية ماعدا عند 1 > ع > 0 » نفرض أن ثم خلية مغلقة تحتوى 
على 4 : ونفرض أن (84 ,... ,1 -1: 11 تقسيم من / إلى مكعبات مغلقة غير متداخلة 
بلول ضلع أقل من 27 + حيث 7 هو الثابت فى نظرية جاكوبيان . بفرض أن هذه المكعبات 
المحتوية بالكامل فى 4 هى 1,2 ,... .80 ؛ نفرض أن تلك الى لا نقط فى كل من 4 
وتكلا هى ,....., 0 »* ونفرض أن تلك المسكعبات التوية بالكامل فى مككلة 4/ 
هى ب ,... ,,.,)1 . بما أن 4, له محتوى + فيمكننا فرضص أن التقسيٍ قد اختير دقيقاً 
بكفاية عحيث إن 1 


> لك كر .+( ل > رهاء 00 
تفرض أضي1 ل ...نا ,ا - وريث إنهر ‏ 8. عا أن ء >(8)ء -(م)ء -(8 ١‏ م)ء 
6 فنجد أن 
امنا(ع »م ب[ -امن لمهم | |« 
#راشة] > (8 ا شاع كهكة > | اذا (م 00 ,| | - 


بنتج من مفترض هه - ١‏ أن ع"(,/ة صل/) > ((8١ه)ب)ء‏ » بحيث إن 


ال 


”لمق ملركةا ك | | 111 


عه 


إذا كانت وعد هى مركز *” ,... ,/ - غم ع بك » فينتج من نظرية يا كوبيان أن 
ره + 1) إزسم من ى لهك > عر -) ززممن| 
الآن بما أن 1 > ع > 0 ء يتضم أن ”(م -1) > 1-256 » 208 +1 ع ”زم +1) لذلك 
بمكننا أن نكتب هذه المتباينة فى الصورة 
14:28()ء] > اإلكل)ء |(هامة| -((»1)م)ء| 007 
الآن بسبب اتصال الدوال المراد تكاملها على الفئة المدمجمة 8 » ينتج أننا يمكدنا فرض 
أنه لأي نقعلة كع« 0 يكون 
(ه)ءع > | (كل)ء |()مة| («)(م٠])‏ يق -امنا (©5]) أ 00 
( لأنه » إذا كان ضروريا » ريمكننا تقسيم المكعيات ,... .1 إلى مكعيات صئيرة »ه 
(انظر أمرين 4# - ار ) . 
ما أن ب رامم أحادى فإن فين من (7,. . . ,1 -1: (16) 1 تتقاطمان على الأكثر 
فى فئة (16016)؟ ها محتوى صفر لآن 0-(61 كل)ء . أيضاً » ما أن (16)ب 
ها محدوى » فإنر قابلة للعكامل على (1)م ؛ ومن ثم ينتج من نظرية ++ - 4 (ب) أن 


ةنا 


الآن ما أن ,1 موصولة » فإن (1)م موصولة . بما أن كر محدودة ومتصلة عل (16)ي 
فينتج من نظرية القيمة المتوسطة 4غ - ١١‏ أنه يوجد (,1)ب ع ,م محيث إن 


م 


بم أن (16)مء بم ء يوجد 16 ء رز وحيدة ميث 11 ,. ... ,1 > 1 ,(ن[)م - بم ومن 
ثم نجد أن 
((16) )100000 بر 17 ك 
لكن بما أن 0 < (,<)(ن *ث ) » فينتج من (17) أن 
| (كق)ء السامن] («ولمءم) ب -(كت)م)ء جرم »)) بم 


| 60لا (ررم» /) يل 2رة | ع 
1111/1 ] >ء| (ك)ء . .5 ,دكأ 2 


لحك 


إذا ربطنا هذه العلاقة الأخيرة مع (9) » (01) ء تحصل عل 


له )ء("21,81,2  )1+‏ ال (م»]) | م أ ا كك 


يربط (نة0) مع (3ة) + (ققة) » نحصل على 


+ (خر)» (1/1,27,/ة + 1) + "(, 1/1 م /.),1] ع 


اقاوه/) | -ى || 
م بحاموك ١‏ 

بما أن ع عدد اختيارىي حيث 1[ > 8 > 0 » فإن المعادلة ( هغ - ٠‏ ) تكون أثبتت 

وهو المطلوب إثباته 


تطبية أت : 


الاستخدام النظرية على تغيير المتغير ات عند 1 < م مختلف عادة عن التطبيق للنظرية المناظرة 
عند 1 ح مر . مثال ذلك » فى حساب 
1 
سه )هر 
0 


نلاحظ عادة أنه إذا قدمنا تبر +- 1 ح (<)م فإن 2# ح (*)0م© ؛ ومن ثم تأشذ الدالة 
المراد تكاملها الصورة (*)'ب*'(()م)1 وكذلك 


1 - يل 3/17 + ا 


0ع 
1ع 
تو )اد 
0-ع. 

وإذن يكون إجراء التكامل بملاحظة أن الدالة المعطاة المراد تكاملها هى تركيب لدالة ما 
و الدالة م 3 مضر وبة ى مشتقة الدالة © . و مكن إعادة إجراء تطبيقات ماثلة لحساب البكابملات 
لأكثر من متغير واحد فقط فى الخالة الى فيها حد الهاكوبيان ثابت ( أو بسيط جد )مثال ذلك» 
تكامل على الصورة . 


(4)3,1 (331 -2 ,21 + »|| 
بمكن إجراؤه بادخال التحويل اللطى (2م3 -2 ,و2 + +) > (و بد)ي هنا 
ا 2 5 6 | > زر )رك 
وأيفاً نجد أن 


051 


(- جه (د مر ] ]| 4 - زروه ررف- ع2 بو2+ عا | | 


(قى)و 
هذا التكامل الثانى ريما يكون أبسط إذا كانت (< ,لة)ثر أبسط [ مثال ذلك ٠‏ إذا كانت 
[(ه)ط(يمع - (د .)ر »ء أو إذا كانت (4)ب بسيطة ( مثال ذلك » إذا كانت غلية ) . 
وخلا ف ذلك » ريف لا يبسط التحويل الأشياء بدرجة كبيرة جدا . 


استخدام نمطى أكثر للنظرية هو حساب تكامل متعدد “رك ملاحظة أن الفئة 2 هى 
الصورة لفئة أبسط 4/ ( مثال ذلك ٠‏ خلية ) تحت رامم مناسب © . 
مغ - ٠١‏ أمثلة , (! ) تفرض أن 2 تدل على المستطيل الذى رؤوسه (2 ,2) ,(0,0) 
٠» )1, 3(, )-1,1(‏ أى إن ء المنطقة محدودة بالمطوط الى معادلها هى 
« جت بو 2+2 بيو (4+ جح يو ,ادل 
إذا أهذنا »- بر دي و + بودن فإن هذه الاطوط تصبح 
0ن ,2ديز ,24ه ب,0دعدينر 
 ]0, 4[‏ [2 ,0] ح له إلى 2 . سنترك للقارىء إثيات أن 
(ه جك ززم نط ررس - مكار | | - (رمة زر كر | | 


لم م 
40 له إزس+ي)! مار ]| 4د 
(ب) نفرض أن 22 - 2 هى فئة النقطا قى #22 المعطاة بما يل 
(4 ع نوه ع 1 ,9 ع 2ن - ةي ك 1 : (ن ,0ا)! - (ئة 
وإذن 2 محدودة بأربعة قطوع زائدية . إذا عرفنا (لا ,ا) ج (0 ,ما): /0 بأنها 
وه بو | ارثن-*ينز دير 
محينئة من الواضح أن ا ترسم هذه القطوع الزائدية فى مستوى (7,,) إلى الحخطلوط #1 
4- بر ,1 ح بو ,9 عر ف المستوى (نز ,كا) . مع أن و ليست إدخالية على جميع 87 * 
فهى إدشالية على الفئة (0<ه,0<ه : زه س)اء © ١‏ وأن (تن + )2 د (ن سارك ٠.‏ 
وبالإضافة إلى ذلك (0 < ب .8 ع « : ( .»)) - (0)ل 


ومن ثم نعرف ب عل إن < بر ,© ع ع :(برب)) إك :© > ىن فإن تكون عكس م 
ما سبق يتضم أن © ترسم المستقيات 4- بر ,1 - بو ,9 - عر ,1 ح ير إلى القطوع الزائدية . 


4ع وي ل[ عدويو ,9 عدتن يز ار[ عدن تيز 


عه 


على الثر تيب + وأن الفئة 2 هى الصورة تحت ب قفلية [1,91]1,4] > 4 . يوضح حساب 
مباشر أن ب تكون على الصورة (« ,) > (ز ,)ب حيث 
2 4 ]ري + ير 2 
م 0008 ١‏ -لشتعدة)| (45.6) 
ينتج من هذا أن “5ر4 لتم ح ةن بتي محيث إن 72 (تبري4 + )1ج زر ايل . 
[ تنتج هذه الحقيقة أيضاً من المتطابقة 4# + تعر ع وبر + زد سقير) د 2ن + خير) ] 
أى إن 


2/2 + 4“ 


حيث أعطيت [4 ,1] 91 ,1] > 4 حيث (2)5,9 و (97 ,)ها فى ( 40 - و ) . 


يغ 0 (الرعام ارهاس [[-ه سه (د نز | | 


زعا 


الاحدائثيات القطبية واككروية : 


من المناسب غالبا تعيين النقط فى المستوى 2ج بإعطائها « إحداثياتها القطبية ٠‏ نتصور عادة 
المستوى كا لكل منالإحدائيات الكار تيزية ( المعطاة مخطين رأمى وأفق ) والنظام القطى , ( المعطى 
بأشعة من نقطة الأصل ودوائر مركزها المشرك هو نقطة الأصل ) وعل التعاقب » بمكننا اعتبار 
الإحداثيات القطبية كراسم 87 ©(8 ,) إلى 827 2(6,*) الممطاة يما يل 
(0 هله : ,8 ؤ5مع ) > (6 ,)مت زه ,2) (45.7) 
يسمى أى زوج من الأعداد *“لاء(0,) محيث إن (0 وزو م ,8 ومع م - (,*) افئة 
الاحداثيات القطبية النقطة ([ ,*) . نتطلب عادة 0 < 7 ؛ حتى إذا تحقق هذا » فإن لكل نقطة 
(« ,*) فى 22 فئات كثيرة عددها لانهاق للاحداثيات القطبية , 


مثال ذلك » إذا كانت (0 ,0) > (ط ,*«) » فإن (0 ,0) هى فئة إحدائيات قطبية 
للنقطة (0 ,0) لكل ع6 ؛ إذا كانت (0 ,0) د (« ,«) و كانت (0 ,م) هى فئة 
إحدائياث قطبية للنقطة (نز ,6ا) ء حينئذ لكل 262 يكون الزوج (25 + 0 ,”) هو أيضاً 
فئة إحداثيات قطبية النقطة (2 ,*) . 


إذا كانت (0 ,0) حت (ز ,ذ) فيسمى الزوج ( الفريد ) الوحيد (0 ,م) حيث 
2 > 6 >> 0 ,0< بالفئة الآساسية للاحداثيات القطبية للنقطة ( عر ,؟ ) . أى إن الدالة ب 
تنتج رامماً إدحالياً من (25 ,0] ا ( 6 + ,0) إلى ((0 ,14)0 221 . وتعطى أيضاً راسماً من 
(25 ,0] كا ( مه ل ,0] إلى 82 لكبا ليست إدغالية حيث إنها ترسل كل النقط 
27 >8 > 0 ,(8 ,0) إلى (0 ,0) لاحظ أيضاً أن الجا كوبيات عو 


كم 


|00 50 
0ك "م 5111 


أعل - (0 ,)مل (45.8) 
م - *(60 وهام + *(0 ومم)م ع 


الذى يتعدم عند 0 - 


من الواضح أن 0 ترسم الخلية [2 ,1[<]0 ,0] - للم ى المستوى (6 ,2) إلى وحدة 
القرص (1 ”ب +**:(ير ,ن))- 2 لككن بما أن »ب ليست إدخالية على 4 وبما أن 
ل تنعدم عند 0 ح عاء فلا بمكانا استخدام نظرية تغيير المتغيرات ( 8+ - 9) لتحويل 
تكامل على 2 إلى تكامل على 4 . 


نلاق صعوبات مائلة للاحدائيات الكروية ى 87 نتذكر تعريف إحداثيات كروية براسم 

:2 ج223 :دل حيث : ش 
(© ومع به نأو 0 مأد ؟ بف همد 6 وم ع) ع زقي 00-50 (45.9) 

سمى أى ثلاثة من الأعداد “2 ©( ,7,6) محيث إن (0 ,8 ,)© - (2 ,لا ,*) 
تسمى بفئة الاحدائيات الكروية للنقملة (2 ,( ,*) . حتاج الشخص عادة 0 < م . لكن حى 
ذا التقييد يكون لكل نقطة فى 227 فثات كثيرة عددها لانبائلى من إحداثيات كروية . 

مثال ذلك » إذا كانت (0,0.0)-(2 بن .) فإن (ي ,© ,0) هى فئة إحداثيات 
كروية لجميع عن ع6 إإذا كانت (2(*)0.,0,0,لاك*) وكانت (6,4,) 
هى فثة إحداثيات قطبية للنقطة ( 2,2ز ,“د) ء فإنه لكل 262 .4 » الثلاثيات 
((1 + 2) + م ,1+ ورر2) جم ,,) و (ججر2 +ي ,بوسر +ع .,) هى فئات بإحداثيات 
كروية هذه النقطة . 


إذا كانت (2 ,نز ,ب) محيث إن (0 ,6)0ج(ز ٠),‏ حينئذ يسمى الثلاثى الوحيد (ب ,6 ,) 
حيث > ن >0 ,2 > و ع 0 ,0<م بالفية الأساسية للاحداثيات الكروية للنقطة 
(2 ,نز ,ج) . أى إن الدالة رج تنتج راسماً أحادياً . من (7 ,2()0 ,0]»ا(ص+ ,0) إلى 
(8 »ء < :(2  82:11)0,0,‏ فوقيا التقييد على © إلى [+ ,0] »ا[2 ,0] ا (0»+ ,0] يمعطى 
راساً فوقياً إلى جميم “12 لكنه ليس أحادياً » حيث يرسل كل النقط (ه ,0 ,0) إك (0 ,0 ,0) 
وأنه » إذا كانت 0 -- ل أو 5 » حينئذ كل النقط (ي ,0 ,”) ترم إلى (4ه 008 م ,0 ,0). 


لاحظ أيضاً أن 
و0 0 5م 7+ ف أذ 0 سند © 0518 05ح 
وم 0 هنو 7 ف صل 8 دم 7 ف صل 0 صلد | أعل ع رب ,0 ,)ول (45.10) 
ف مو ,- 0 و وم 1 


م وزو #موساع 


وف 


لاحظنا حالا أن وي ترمم الخلية [+ ,2[]0 ,1[<]0 ,0]  -‏ فى الفراغ ‏ (ث ,4 ,,) 
إلى وحدة الكرات (1 > 22 +82 +**: (2 ,نا ,)) - 82 لكن بما أن ©4 ليست أحادية 
عل 4 وأن .3 تنعدم عند 0 ع في لتذه 2م . قلا يمكننا استخدام نظرية تغير المتغيرات 
 - 40 (‏ ) لتحويل تكامل على 2 إلى تكامل على 4 . 


سنقدم الآن نظرية نمكننا من معالجة الصعويات الى نلاقها فى استخدام الاحدائيات القطبية 
والاحدائيات الكروية وهى مفيدة غالباً فى « تحويلات » أخرى ٠‏ بإفرادات أو شواذ » سيلاحظ 
أن النظرية لاتتطلب كون يب أحادية على الفئة 4, » مم أنها أحادية على 49 . 


5؛ - ١١‏ نظرية تغيير المتغيّرات ( صورة أقوى ) . إذا فرضنا “#2 -2؟1 مفتوحة 
ونفرض أن"2 + 2؟: متنتمى إلمصنف (1)52©. نفرض أن 2ك فئة مفتوحة بمحتوى بحيث إن 
93 927 وبحيث إن م أحادية على م2 . نفرض أن 2-152 فتة إدماجية بمحتوى صفر 
بحيث إن 0 زعا)مل عند 2 ا لاع » . نفرض أن 9 ح 4 ما ختوى ٠‏ 22 ح- كر » وأن 
8 +( )ب:/ محدودة » وأنثر متصلة على (28 ١‏ كراب . حيئئذ 


اماك »4 ,| 1 ىأ (45.5) 


البرهان . بما أن (8)520 و (5)4 مديجتان ولمما محتوى صفر » فيمكننا فرص أنبما 
غتريان فى 5 ؛ وإذن 920115 ت "1١5‏ . ما أن 2 و 4 لما محتوى » والفئة 15 ١‏ هر 
لها محتوى ؛ وبالإضافة إلى ذلك » بما أن 2/ مغلقة » فإن 4008 -"(8 إ) بحيث إن 
0 »)ل عند “رع ام)ع ير . لذلك يتطبيق نظرية ( 4-40 ) على ١15‏ ير » نستنتج 
أن (5١4)ج‏ ها محتوى . ينتج من نظرية ( ه4 - ؟ ) أن (2)ج لما محتوى صفر » وما أن 
(4015)م نا(8 ١‏ هام -((8 ص ه) دا (ع ١‏ )ام - (خ)ب فإن (4) ب ها غترى 
ما أن بر محدودة على (0)4 ومتصلة ماعدا عل فئة جزئية من (0)16 » فنستنتج أن ثر قابلة للتكامل 
على (0)4 . وبالإضافة إلى ذلك » بما أن ب" ثر متصلة ماعدا على فثة جزئية من 4 » فنستنتج 
أن اء3| (©20/) قابلة التكامل على 4 . يتبتى أن نوضم أن هذين التكاملين متساويان . 

نطبق الآن مفترض ( 40 - ١‏ ) على ير لمحصول عل فئة مفتوحة محدودة ,52 حيث 
9ج كع ومع وثابت 0 < ,44 » خاصية أنه إذا كانت 2ر محعوية فى أتحاد عدد 
محدود لمكعبات مغلقة قى ,4 بممحتوى 0 < ٠»‏ على الأكثر فإن (42) تكون محتوية فى اتحاد 
عحدود مناظر لمكعيات مغلقة بمستوى. ن"(,/ة م/.) على الأكثر . 


نفرض الآن أن 0 < ع معطاة ونحصر 5 ى اتحاد تحدود .17 لمكعبات مفتوحة فى ,62 
حيث ع > (,10)© وبحيث إن الاتحاد /ا لإقفالات المكعيات فى .'] تظل محتوية فى ,42 . 


مكمه 


حينئذ ع > (/(1)ح وينتج من مغر ض (ه )١-+‏ أن ع"(,14 مل > ((/9)م)» > ((.10)م)» 
الآن نفرض أن ١1.‏ - 8 محيث إن 8 لا محتوى . الآن بما أن ج[1 مفتوح و يحتوى 
(5)90 و 8 »ء فنستنتج أن 90115 87 نطبق الآن نظرية تغيير المتغيرات ( 4٠‏ - و ) 
على 2 إى2؟ ,8 بدلا ءن 52 ,4 لتحصل عل 


املا( »0 و[ 1 يي[ 
لاحظلنا الآن الا أن (.10 6 ش)ب ء (8)© 1 (0)4© وإذن 


> اهنا 


((.010 ه)م)ء,رلا > | 1 6 


عر ",1/4 ول) ع 
بامئل نجد أن 
امال */) ير[ > | ااوهم) ]| -امتلوم) | | 
عرأما,را > نآ ثا ش)ع را ارلا > 
ينتج أن 


ع[رامارالا + رالا"( 1 ول.)] > 


اقاو»ة ,| - ىأ 
3 )م 
بما أن 0 <ع اختيارية » فيئتج المطلوب وهو المطلوب إثباته 
لإحداثيات قطبية » نأخذ 420 كفئة مفتوحة محتوى محتو فى (27 ,0) ءا (0+ ,0) لإحدائيات 
كروية نأخد 520 لتكون فثة مفتوحة بمحتوى محتو فى (0()0,270()0,70*+ ,0) 
تمرئنات : 

ه؛ -(أ) نفرض أن ”28 422 فئة مفتوحة ونفرغ. أن “#2 ج- /:92‏ تحقق 
شرط لبشتز على 9 ؛ أى إنه » عند قيمة ما84<0 » تكون |إذا - | ا > |(2)0 - (*)ماا 
لكل ©عر» . إذا كانت 249ص ك1 مكعباً يطول ضلع 0 < ى » أثيت أن () /ر تكون 
محترية فى مكعب بطول لم وول4ة . أثبت أنه إذا كانت 2ج 4, فئة مدمجة بمحتوى صفر » 
فإن (4)لر ها محتوى صفر ء وإذا كانت 8-4599 فئة مدمحة بمحتوى »© فان (8)ثر 
ها متوى . 


ه؛ - (ب) اعتير راسم الاحداق القطبى (0 هه ,8 وم ») (0,:)م >7 .) 
المعرف عل 82 » وسلوكه على الفئة [0.1[<10,2]- 4 . استخدم نظرية ( م4 - 4 ) 


5ه 


لمصول عل معلومات تؤكد للمرة الثانية أن األصورة (4,)ب - 8 » الى هى وحدة القرس 
[1 > 2+7« :(بو ,)2-4 ها محتوى . أفحص الطريقة الى فها ترمم ب حدود الفئة 
4 . أثبت أن حدود 2 هى الصورة تحث ب لجاتب واحد فقط الفئة 4 » وأن الجوائب الثلاثة 
الأخرى للفئة 4 ترمم إلى داخل 2 . 

هه - (ج) اعتيبر الراسم (0 صن ,نا عله) > (ن ,)لأ - (8 ,6) المعرف عل 
:2 , حدد الصورة لحدود [ؤ ب«ف-] >[ ,4!-] - 8 تحت ف وحدود (8), . أثبت أن 
معظم 0 مع أن © ليست جميعها نماماً » النقط الحدودية للمنعلقة (8)ض هى صور لنقط داخلية 
من 8 . 

هو-(د) إذا عل أن المساحة لقرص دائرى ‏ (1>*نر+**:(,*))1 تساوى # 
أو جد المساحتين لقر صين قطاعى ناقصين معادلتاهما 

)غ0( 1 د 2+ (ر با 

(ب) 1١‏ ع برك + برير2 + 22 : (ر ,)1 

( إرشاد ؛ ير - بر) +292 + ير) ح ةبرق + بإمر2 + 2م ( 

مع -(ه) نفرض أن 8 هى الفيئة.[2 كد با+ ع ك 1 ,لا ك 0 , ع 2,9(:0)] نفرض أن 
رحن ,+ -» محيث إن 8 هى الصورة تحت الراسم (< ,ن - يا) > (د ,نت)ب > ((١ا‏ ,) 
لشبه الماحرف (4 > 0 ع 2,0 > ه > 1:(د 6)) > ©, أثيث أن جه ١حادية‏ على كل من :2 
وأن 1 > (ن عامل . استنتج أن 


1د مهس[ ]| -جرهه ررجع | | 


ه -(و) ثفرض أن (2 > ؛-ن ع 2,0 5 + > 0: (ن ,0)! > 8 باستخاام 
التحويل (ن +ع ,بر ع) - زد رن) ج١(ز‏ ,<) 6 احسب التكامل 


زنك تسج رقيو ست نن) 

! 

ونون حاعب القبر ارو ٌ 
ا 


مباشرة . حينئذ استخدم العحويل 2خ - ب ,) - (ت ,ن) +( ,<) الحساب هذا التكامل . 
م ا ايا الوه سروه 


بتقدم متغير متاسب للمتغير . 


02 


مع - ( ط) تفرص أن #هر ه 2ن معرقة بأتها. (دررح غير يتيرب تير) ب زير ,)يل - (ن بنن) 
لاحظط أن الصورة العكسية تحت و لط المستقيم 0< م - يه هى قطم زائد ء والصورة العكسية 
نحت و مط المستقم 0<ع- 0 هى دائرة . أثبت أن ه ليست أحادية على +8 » لكن 
تقييدها إلى (0< ,0< ع :زر ب)) - 0 هر رام أحادى وقوق إلى (إناز< ن : (ن بن)) 
افرئس أن © هى عكس تقييد 0©| و وأثيت أنه إذا كانت م >ع>م>م>ن . فإن ب 
نرسم المسعطيل [4 ,©]<[8 ,ه] - 4 إلى المنطقة , 


( ع *بر+اع كىن رزاع بر-تع ع ع : (ز ع )! - (ه)ب 
7 


وضح أنه إذا كانت © جه 0:/ متصلة » فإن 


(سساه جووبيو( (تج) ,“(ق2ك) )| | رمه دهاز |[ 


بوجه خاص » نجد أن 
04-2 - ماد رس سف 1 | حدرمة جر | | 
ه؛ (ى) - نفرض أن # ج12 :ين هى كا فى القّرين السابق . أثبث أن 7 ترسم المنطقة 
المفلفية (* كت ا ك 1,0 ك عاك 2(:0 ,«)) لك إلى المنطقة المثلثية 


( -2 ع ن ك يا ,1 ع ها كد 0: (2 رن)! > (ذال رذ 


هدا لإلاة > (ب,«)ىرق . إذا كانت (0,2()0,2)-,42 وإذا كانت كر متصلة على .4 
استخدم نظرية (ه: -١١)لإثيات‏ أن 


(جه4 اران (رمهن»/ | | - زه مناة (د مار | | 


4 اث 


وق حالة خاصة » أثبت أن 


(« ,)ك4 “|| . ح زرو ررك بر زرو )م | 
ه؛ - (ك) نفرض أن 8>» تنتمى إلى [:0,27] ونفرض أن 2 <-[8 ,»]: 8 متصلة و حيث 
إن 0 < (8)0 عند [8 به]ء 0 . نفرض أت ((2)0 ع م ع 0 ,8 > 0 ع 80:2 6( ,04)) - بر 
هى فئة الاحدائى الصادى من # ( انظر تمرين 44 - س) » محيث إن #8 لما محتوى . المتحى 
القطى المعولد من / هو المنحتى فى 22 المعرف بأنه (0 هذه (0) ,0 وم (8)0) ج61 وأن فئة 
الاحدائ الرأمى القطى ذا المنحى هو الفئة 
((2)0 ع , ع 0 ,8 > 0 يع ع : ةغلاء (0 سلوء ,0 وم ع)) - رك[ 


قرفن 


لاحظ أن هى صورة 77 تحت الراسم القطى ( العكمى ) (© صنه م ,0 وم «) ع (: ,0)رب 
واستخدم نظرية ( هه - ١١‏ ) لإثيات أن 


0 *((0)0) | 1- (قطاء 


ه؛ - (ل) نفرض أن 8>» ونفرض أن 1 + [6ط ,ه]:/ متصلة حيث إن 0<( ) / لكل 
[يم]ع» . كافى مرين ( 4 - س ) » نفرض أن ((2)/ > < ع 0 ,5 ك + ك 6:(( ,«)) - رو 
هى فئة الاحدائى الصادى للدالة حر . نفرض أن #7 ج:#8:.م معرفة بأنها 
(0 تأة نا ,6 5م لا ,) > (0 ,ل ,)ءم ونفرض أن 1 هى الصورة [5,]0,25 تحت .م , 
( تسمى الفئة ,)ا ٠‏ الجسم الدوراق النائج من دوران فئة الاحداق الصادى ,5 حول محور 
د » استخدم نظرية ( ه4 - ١١‏ ) لإثبات أن 

عه “ما |> - (و0اء 


ه؛ - (م) نفرض أن 8 © > 0ونفرض أن 8+([4,5]:/ وأن ,و هى كا 
فى المّرين السابق . نفرض أن :8 جه :22 : ,م معرفة بأنها (0 تل < ,لا ,© 5م <<) > (8 ولا ,)رم 
ونفرض أن ,لا هى صورة [5,<]0,25 تحت ,م . ( تسمى الفئة إلا « بالمجسم الدورائى 
الناتج من دوران فئة الاحدائى الصادى ,5 حول محور «زه) . استخدم نظرية ( )1١١-46‏ 
لإثبات أن 


0050 1 2 - 0ه 
ه+ - (ن) بالتحويل إلى إحدائيات قطية » أثبت أن 


حيت 2823 ع *يز + ةع رو كع 3,0 > 1)2,1(:0! > ع0 
(ب) إذا كانت (1 > و > 0 رآ > ع > 0:(( ! - ,8 »2 أثبت أن 


( )دعوم 


0 


(ج)2 من الحقيقة الى تقول إن © > ء8 ء © » أثبت أن 
ج- (عه” ع ,]) سن 
ومن ثم ينتج أن لجس عل تدع يو 


ام 


مغ - (س) نفرض أن (4 > 2بر7(:47+9 ,)8 . استخصدم تغيير متغيرات 
مئاسياً لساب 


وم 1 5د رو تج أ 


وغ-( ع) لاحظ أن الفقة (1(ترر- تج -1) ع جع 3+ ته رزاع رجتم > 20:0 ,ذا ا 
هى « قطاع مخروطى مقطوع بوحدة الكرات » و الفراغ #7 . اوجد هذه الفئة كالصورة 
نحث رامم الإحداق الكروى © مخلية [ج4 ,2[]0 ,1[<]0 ,0] 

(1) أثبت أن المحتوى هذه الفئة فى 87 يساوى 2(/3ل/ه - 8)2 . 

(ب) أوجد امحتوى هذه الفئة باستتخدام راسم الإحدالى الرأمى الأسطواف 

(2 ,4 هه ؟ ,84 5م» ) > (2 ,نز ر») جح (2 ,5,0) :1 
ه: - (ف) نفرض أن 0 < © ونفرض أن 4 هى تقاطع الفثتين 
0 ”2 م4 ع 2ج +ة رو جتع :زج رغ ,)ا 

6 استخدم راسم إحداتى كروى لإثبات أن 3/:مج5 -(ما)ء 

(ب) استخدم راسم إحدا صادى أسطوانى لإيجاد قيمة (6)4 . 

ه؛ - (ص) نفرض أن 8 هى تقاطع الفئتين 

2ع 2ج رجت( ,رخ 0 9 (2 ع *ج جذر+ ةع :(2 رلا 0 

(1) استخدم لراسم الإحدائى الرأسى الكروى لتوضح أن 3(/3 -4/2)+ > (8)ء 

(ب) استخدم راسم الإحداث الرأمي الأسطوانى لساب (6)8 . 

ه؛ (ق) - نفرض أن (, > |إء|: *8 ء »ع -(:),8 هى الكرة بنصف قطر 0< م 
فى الفراغ #7 . سوف تحسب امحتوى (©)ره من (8,0 . 

(أ) استخدم تغيير المتغير ات لإثيات أن (1)ينه” > (7)ينه 

(ب) إذا كانت 3 < م ء عبر عن نكامل (01)م2 كتكامل .كرر واستخدم جزء (1أ) 
لإثبات أن 

0 [يه 0687م 1) | ”| (1)يه - (1)يه 
م/1(2): ,نه د 


(ج ) استنتج أنه إذا كانت 2/6 دام زوجية ء فإن !ك#/“ج -(1)رنس . إذا كانت 
22-1 عدص فردية » فإن !(24)/!خ“'س*4 -(1)ره بدلالة دالة جاما » نجد أن 
رأ جم 1/ "م > (1),مس 


رفن 


ود) أثيت النتيجة الشبيرة 0 > ((1),ه) مدن 

ه؛ - (ر) سوف نحصل على نتيجة ارين السابق بطريقة مختلفة . نفرض أن 1 م 
وتفرص أن ”2 ج”0:8 معرفة بأنها 
لفن 5 8 هلو ٠ ٠ ١‏ 0 هلق ,4 تلأقر. ١‏ . رو 5ه ,0 هأز ,0 05ع) > (,0 , . . . ر0)© ع (6)0 

(أ) أثبت أن 1 > :(6)>| وأن 1-|(0)0| فقط عندما 8-0 أو 8-7 
لقيمة ما من م,...,1-<[ 

(ب) أثبت أن »ى هى رامم أحادى وفوق ( ,0)»- (٠٠‏ ,0) ح ”رج ,0) 2 مرات 
عددها مر إلى الداخل (1 >اء|: 8ع +1 لوحدة الكرات (8,)1 . أثبت أيضاً أن »© 
كرسم '[ ,0] فوقياً إلى وحدة الكرات لكن ايست أحادية على الحدود . 

(ج ) بحساب قيمة جاكوبيان الراسم © ء نحصل على 

(,4 هأة)*(, ,4 هنة) 2٠٠١‏ ”(4 صلو) "(,6 سلوى)”(1-) > (0),ل 
ومن ثم “زج ,0)ء 0 +ه؛ 0غ (64).ل 

( د) استخدم قانون حاصل ضرب واليس للتكامل 46( 8ذ) 177 الذى حصلنا عليه 

فى مشروع ( .٠م‏ -+7 ) » استنبط.التعبير ات المحتوى (1),نه فى المثال السابق 


مشروع : 

:٠‏ (0©) - هذا المشروع مؤسس عل مشروع ( 44 - 7) وممدنا باقتراب تبادلى 
لنظرية تغييرات المتغيرات ( ه4 - ه ) أن نفرضص 22-20 مفتوحة 2 ونفرضص أن 
"8 ه-42©:ب تنتمى إلى صنف (4)2© أحادية على 42 ويحيث إن 20(+*),3 كل 642 


التبسيط » نفثر ض أيضاً أنه يوجد 0 < 234 محيث إن ادح ع| 34 ع إإ(«)م -رع)م|| 
علد 8١61!‏ ,3 


(أ) إذا كانت # + (2)02:© ععرفة بأنها ((ه)م)ء -(ماط عند (2)0ع م 
فإن © تقبل الجمع على ()© وها كثافة قوية تساوى |رل| . بالإضافة إلى ذلك عند قيمة 
ما 0 < رمق » نجد أن (ه)ع,كة > (خاظة لكل (0)وع م . 

(ب) إذا كانت كر دالة محدودة قابلة للتكامل على كل فثة (0)4 » عندما (9)42 »© شك » إذا 
كانت © ح )112:9 معرفة يأنها 


1 |-رفماطا 


2*4 


اخ 


فإن “ا تقبل الجمع على (2)© . بالإضاقة إلى ذلك » عند قيمة ما 0 < وه ء نجد أن 
(ه)عركاء إلهاطا]| كل (469)0 . 
(ج ) إذا كانت تر دالة محدودة ومتصلة على (52)© ٠»‏ وإذا كانت ا معرفة كما ى (ب) 
أثبت أن للا لما كثافة قوية تساوى إمك| (ب5]) 
(د) إذا كانتثر كا فى (ج ) ٠»‏ أثيت أن 


)وعم عم 2 || (ممم) لل 1 


زف 


ألمى أجم 


التى ستساعد فى الدراسات المقبلة . 


مدع ,لإعاوة/اآ-هه5 للم ,مماغأكظ لموعع5 ,كتونزلمسسم لمعنو جمعطنه81 .10 .1" ,أماأوممم 
74 ,.5ةة81 ,مدا 

1966 بعأتولا بجع1! ببوع ةللا بامفمجع1”)6 أه كلعدعاع 126 ,.© .1 رعاأكمو8 

غة اا ,13 تعطصسسل؟ طامهسعومدهك/1 كناصهت ,كرمشتعصياط لم18 زه «عصسلط شك ,كل ,. .11 رقهه80 
.1960 ,رق 7عظلمخ 05 .لوقك 

,78 .آهل ,ولط سماط نهل .عم *'ردلدتع 121 أه دمتاقتأرعء قلط" .151 عم تعماءيحظ 
(.12 ععطصسلة8 ,ععموط اأمتممع4] اطعنادادك .5 .1) .(1971) 1-51 11 عرجوط ,9 ,ملم 

كيز ]10م أ أله علهلا ما م#ودمن) لدمععء5 كر ,الناسظ .1ط لصة ..0) ال ,الكاونظا 
70 يععلتعطصرة" ووعرط ,عزمنا عع للتطدوة) 

وعمممه؟ .11 باعقفدع 17 ابعاهه .1 ,كعنواتهمج«عطتعلطا ع0 دببامن ,2 .11 ,مقكيوك 
1 - ممغطع 0 بممتلغواكصدى طكتلهومظ) .1967 ,كو ,مممصمع]ط ,دءأأءع ج1276 
(.1971 ,صمئوه85 

بعلتملا بجعكآ! ,1آنكآ- دمتعا ,بصمعط1 اتمنتم عدم :مم4 10 ا(مألعياله::1 ,ل .8 ملإع معط 
,1966 

4 ورء» ف بجج 0 بووع 2ط ع تتتاع لوع مر بكأدبزأعصم نمعل نأب( 0 كنزو أنه بوط ,.[ ,0226ل ناعاطآ 

لجاع 0 رعه لع أع5 121 -برع1 نا ب[ أقوط ,تمنو عع 0 بوعش رعاكةتطاء5 .1 .3 لضع ,لآ رلوم أصبادا 
.1958 ,عازملا 

5010 ,10115 01110 ]17015 لوعساءا 4انه دعء دالا وا ١(مذاع4اك121:0‏ ,11 ,.'1' .(آ مصاع ط ءاصاط 
1 ا ا لت 

واه 10 حمع1010؟ ,كتدرله م 1 كع أ امعدع7عالا0 ,لع غذما0 .8 .50 .ل مه ,.ظ .8 بمسقطاءن 
64 ,رمعدك قوط 590 

برط معطوتاطسجعط) .1960 ,رممعععصقط رلمدعاده1! مدلا ,رمع 11 اء5 عستول, .5 .2 ,ومساول1 
(.1974 لعولا بعءل8 رعداءء /ا مومع 1 امد 

1961 روماوه8 رممعمظ-دولام ,1116079 51 ,لألصصة .ل لمه ,1 .ل رمه غ1 سما 

رص 1ل 0لرمعع5 ,كع الأمبوعم1 ,ونزاه .© امه ,ل11416900م1 .8 ل .18 .0 بلدا 
.9 ,عمل تنتطتسمت) ,ووعوط لواتومع زهتنا عولط امد 

بجع[ رعماعءع/ا -معع مارمرة ركةلالمالش أعمجاوطف انه لودع 12 رعاعط تمهاد .6ل لطة ر.ظ بأكلوع11 
لمنلا 


حكن 


115 لمهو باع اعمط ,الهظ1آ-عع فوع بمتطععاثف تمعاتاا ,عتملكا .غ1 0م32 .عل ,ممطصضقم8 
161 

55 رباعملا بقع[ ,لصدناوو1! حندلا ,لاع مامم10 لمعدعء0 ,.آ .ل ,بوعااععا 

ركع مكو ,(ممل)ماكصده طاكتاعصط) دوعت5 عاتاساله] ]0 املامعتاوو4 غابه رمعط1 .كا ,وممديكر 
وعالملا ببعلح 

بلماعء مم2 ,ؤوعع8 لإلتواعلاتول] «اماعءسارظ ,لإعماممه1' 0غ اتمتاعسل هط .5 ,وأعطعواع.] 
.19249 

عط كه1 تع رمعط1” عممععقت0009) لع1دمتصه2آ1 و5قاع عمف" .ل .م .لالز رعتعطصع عن[ 
(1971) 970-979 ,78 .أو/ا ,با طتوالا .ل)هلاة ععسم *” لوروعام[ مسمصعل]1 

0111 أل ا وعللن)5ك كشش لآ صا لع طتلطيام *',قاتطاءآ أه لإتامعط] كش" ,ال .8 رعسممطكع1ل3ة 
2 بق أتعصة .وومث .طغة11 ,توأألع ,عاعندظ .0 .2 ,1 .اما 

9922-5 ,80 ءاوللا ,باطصمال .طبماة ععورمة *'رعاسظ ععاامغاساطا عوصوءهما ع1" , 
(1973) 

1968 ,لزلا بانعلا ,ها ادك ,رمملأللط 0زمعع5 ر,وأونزلمدق لمع ,1 .2 ,رمعل و10 

11[-سودناءكلة ,ممغتلظ لم5 ,كأذنزاهام لمعللمسعطنهل/1 زو ععامعصتط ,للا ,رمللن] 
64 ,عاءملا بجه اج 

معتضم *“للقنوعاه! عام عانسا/8 دما وعاطقمة/ أو عوصقطت) زه] ماسمتضمط عط" ,.1 رمم عه 
.(1954) 81-85 ,61 .لملا ,واطنسصواططا .طنو الا 

بجع[ ,12111 مومع 1ط ,كنوب أممخر برعل ناا 0:00 بوع امجن 1 ١‏ :(مزاء4 121700 ,. .0 ,01105 لك 
عازنلا 

.5 بعاعولا برعا بماأتسمدزمعظ8 .م .لا ,كلامإتسمللطا جه دبابعاهن) ,./( ,عل لم5 

"رتنع تمعط 1‏ 84101 لالامومهم وممماوعع188 لت زللهةنعمع0 عط ,11 .84 ,عممئد 
هأ لعامترمع8) .(1947/48) 237-254 ,167-184 ,21 .01لا ,عسأعمعوا! دعتلمصعطنه للا 
بقع اتعتدث .صووم يطعملا تماالء رعاعظ .0 18 ,1 .أو لا ,وعتتم دع طنوال! جا 5ع1ل د35 فشا 
(.1962 

1961 ب,ضلماععه8121 بلقوىعوهسك! مدنا ,لزرم18 اع5 12/16منعد4 ,.ط ,وعم مناه 

لإلأواع المنآ 010:0 ,مماغتلط 0لممعع5 ,كمماأعابيط [ه بإرمع1 126 ,.ن) بط ,بطو مق صصطء11 
1 .39 ,003همآ رؤوعرط 

نو سعصضصف 'ردالوتوعنة1] عامتكاب4ةا ها دعلطوتردلا آأه ععموط" ,8 .182 ,عروءطعة7؟ 
١‏ (1971) 42-45 ,78 .701 ,وأطاتمالا 

بجعا ,1ه /لا لقدععة3آ ,أكدامعءءعة1آ1 ,وعاطمانم/ لمععوسعء5 زه كارمأأعضصياط ,ول ,. لا .ل ,[أم/لا 
١ 4»‏ 

52 اقول بجعا , بإع1أ/ةا ركع أنه ندع للهلا [ه كممفنه لسبسوط 156 ,.آ .18 ,ععل1 1لا 


نحث القارىء على عدم النظر فى هذه الإرشاد ت مالم يكن محرجاً » يحتاج كثير من القرينات 
إلى البر اهين » ويوجد أكثر من حل واحد يح . حى إذا أعطى القارىء نقاشاً مختلفاً كلية 
فر بما يكون نقاشه حيصا تماماً . لكن ٠‏ لكى نساعد القارىء على فهم المادة العلمية وتطوير مهارته 
الفنية » نقدم بعض إرشادات وبعض حلول , سيلاحظ وجود تفصيلات أكثر للمادة الم كورة 
فى الأبواب الأولى . 


باب (1) : 


١-(د)‏ حسب تعريف (د4028م ‏ إذا كانت 8ك فإن 4ك8مهمه 
أى أن همع 8مك وبالمكى ١‏ إذا كانت ل - 408 فإن 0824م ومن ثم 
ينتج إن 82-4 


)« : -(ه» و) الاختلاف المماثل للمقدارين 8 و شك هوانحاد الفثتين (8 » 250ه 4 ء ع‎ ١ 
و (8 ع 0مد ك4 ©د: عا‎ 

١-(ح)‏ إذاكانت * تنتمى إلى ب4ل1 82 فإن ظرعع وأن به لاء*. نذلك » 
رع بشدع* عند قيمة واحدة للمقدار تر . على الأقل يدل هذا على أن بثخ 2250 
لقيمة واحدة للمقدار 3 ٠»‏ حيث إن 

(بممع) ناء به نامع 2 

يبر هن الاستنتاج المكمى بمكس هذه الخطوات . يعامل التساوى الآخر بالمثل . 

١-(ذ)‏ إذا كانت ,((3عز:بش)())6 ءءء فإن .(لع[:ر0]4) »+ . هذايدل 
عل أنه يوجد لع بحيث إن عل »©* . لذلك (.4)3 6+ ومن ثم (لء [:(يه)14ل) © > 
يبرعن هذا (,لى)6 لا ك(ب4 (6)0 . يبر هن الاستنتاج العكسى يعكس هذه اللطوات . بر هان 
المتساوية الأخرى ماثل . 


هد 


باب () : 


؟-(أ) إذا كانت (© ,ه) و (© ,4) تنتمى إلى لثم 2 فإنه توجد 8 ,8 فى 8 
بحيث إن (5 ,6) و (5 ,6) تنتمى إلى / وأن (».'5)و (0 ,5) تشمى إلى ع. ما أن ر 
دالة » فإن “م ح ثْ ؛ ما أن ع دالة » فإن م ددم . 

؟ - (ب) لا . كلا من (1 ,0) و (1- ,0) تنتمى إلى © 

؟ -(د) أفرض «<«3 - (ي)ع 2 -(»)[ 

؟-(ه) إذا كانت (ه,8) ,لهرط) تنتمى إلى تكرء فإن (8,ه)  )0.6(,‏ تتتمى ‏ 
إلى كر . مما أن عر غير أحادية » فإن "4 ع 4 . ومن ثم تكون “حل دالة . 


؟-(ز) إذا كانت (:)/-(»)م فإن ,« - (عازمع - (ك)زمع -,* ومن ثم 
تكون كر غير أحادية . 


؟ - (ح ) استخدم ممرين ( ؟ - ز ) مرتين . 


باب )0١(‏ : 
+ -(أ) افرض 5ع ,2/م > (م)رم 
+ - (ب) افرض 0ع ,4+1(/2) -(0)ر 
*-(ج) أفرض ‏ لزع ,1+ <-(م)ر 
«-(ه) افرض لارع» ,.(40- .م . حينئذ لكل ظة ي4 نقطة وحيدة » لكن 
إللاعم: .هالا لانمائية . 
*(و)- إذا كانت 4 لانهائية و كانت (1)6.:86©/1 8 فثة جزئيةمن 4 ء 
حينئذ الدالة معرفة بأنها . 
8 ع6 لطع وحموظ > () ل 
8 ١مع21‏ اع 
هى راسم أحادى وترسم 4 إلى 4145 فوقياً . 
؟ - (ح) إذا كانت كر راساً أحادياً يرسم 4 إلى 8 فوقياً و كانت ع راسماً أحادياً برعم 
8 إلى © فوقياً » حينئذ تكون “ر”م راساً أحادياً برسم 4 إلى © فوقياً . 


باب (5) : 
4 -(ز) إعتير ثلاث حالات : 34+2-م ,3+1 - م3 دم 


06 


٠ )0( باب‎ 


ه-(أ) ما أن 0 <22 ,0 < 2 » فإن 2-0ثم+2م تدل على أن 0-:م-:م 
ا إذا كانت © + 1 حم حيث 0 < 4 » فإن : 0 

»© -» +1 - مه +1 - "(1+4) - "م6 
ه-(ز) لاح ظأن 2 - 21 > 1 . إذا كانت “2>م عند 1< 2 ء فإن 
ب 26 2> 26 ع 1+ وإذن "5>2 لكل لازء” 
.-(ح) لأحظ أن وزه-ن)س زاعو .)زع -0) ل كود اء حيث 

0 <امص. 

ه-(م) (* - رن« ,0 


م - 0 نع مرابع برؤؤوس (21 ,0( ,)0 ,1+ 


باب (1) ٠:‏ 
5-(]) إذا كانت (,*؛- م ٠‏ فإن إلى ند ,عع 
إذا كانت لبج و ...ورلا < هر وإذا كانت , ...عا طناوع ير و ضح أن 
( نا من هو أعل 4 . ' 
5 - (ج) افرض (2>*+: 0 ع بر - 8 
5-(ه) فى المحقيقة (8 ممه رف صنة) ننه - 8 ناا شف مناه 
ع إذا كانت لاع بررلاء :زر ,)م مس - 5 فإن 5ع(<)//م اميم 
ار © وإذن 5-(نز,خ)/ لجميعم #26 
ومن ثم > (لاء»:(:),/)منه . وبالعكس . إذا كانت 0 < 8 فإنه توجد 
(0لا وو حيث إن (ولا ,مة)] > ع - 5 وإذن (0ة)ر] > ع - 5 ويكون : 
(غ3 © ع : (),م) مياد > ع دق ما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن : 
(2 >< : (*),]) مدو ع 5 
.-(ك) ماأن ,[لاء 2(:2)/) مده ع («)] » فينتج أن : 
إلاء منزع)ع امه جرزلاء :زع )]) مددع (د)ع + (<)ر 
لذلك يكون (7ع*:()ج +()م) وده أقل من أو يساوى الطرف الأيمن . 
بالمخل » إذا كانت كا ع©* ء فإن : 


(د)ع + (ع)/ ع («)ع +ع ع : (ع) ]أ كما 


ه١‎ 


إذا استخدمنا (؟ ى ) » نستنتج أن 
.3 »© * : («)ع + ()/) مدد ع (2 » ع : (0«)ع) مدة + ()2  »‏ : (2)]) كص 
تير هن المطلوبات الأخري بطريق مائلة . 
باب 0 : 
٠-(ب)‏ نفرض أن عه ؛ إذا كانت 4معه فإن 8جم وإذنع ,م > غب>ع 
ما بخالف الفرض وإذن 'شدعه وبماأنت 64 اختيارية فيكون الم ع4 . ما آن 
' > © فإنه توجد #وعير حيث ' >« >ع ٠‏ ما أن > فيجب أن يكون 
.عع . لكن ماأن مرعير نستدتج أن لمعك . 


؛ - (ج) افرضي : 
(2<1*:ع! ع “8 ,1 كع ع : ع - 'ك 0هة (1 ع م : )ع 8 ,[1 عع : «] د م 


-(ه) إذا كانت .رع» لكل * » فينتج تناقض لخاصية أرشميدس 58-4 , 

- (و) إذا كانت عع لكل # » فينتج تناقض لنتيجة «-لا (ب) . 

-(ح) كل عنصر قى1/ له مفكوك ثلاثة . أول رقم فيه هو إما صفر أو 2 . النفط 
فى الفترات الأربع الجزئية من هو ها مفكوكات ثلاثية تبدأ كالآق : 

0.00 ..., 0.02 . . ., 0.20 ... 

إلى أخره 

لا (ى) إذا كانت © كبيرة كبر كافياً فإن »ء م-م > "1/3 

- (ك) قريباً من ١‏ كالمطلوب . 
باب () : 

- (ه) لاتتحقق خاصية م-" (11) 

+- (ح) الفعة وى هى الداخل للمربع الذى رؤوسه (1,0+),(1+,0) والفئة وك 
عى الداخل للمريع الى رؤوسه (1,21-) ,(1+ ,1) 

م-(2) غذ 1<حط ,ولم4-1» 

- (ل) هذ 5-1 .,م/1 2ق 


م - رم) عندنا. ,||| ]ازا > ارا صسى 2|ءد| :28؛ > إبنو| ها 8 ع م ١‏ ا لكن 
-ا|«|| ااا مع ابو٠‏ »| وإذا كانت (1,1,...,1) 2 رع-+* فإنتا نصل إلى التساوى . 


م - (ن) العلاقة المنصوصة تدل على أن 
بذكن 


*(|«زا+ لعا “لاد عدا ح *إإدا+ رمح ٠١‏ )2 ءا 
*[|د| + ااا اعلا 2+ *اء] - 
ومن ثم إاااء|- *٠«‏ ويظل شرط التساوى الموجود فى نظرية ( م - 7 ) قائماً 
بشر ط كون المتجهات لا تساوى صفراً . 
م -(ع) عا أن *«ا+ دم 2)+١‏ + 'ء|- :ام + :اا . فإن العلاقة المذكورة تظل 
صحيحة إذا وإذا فقط 
م-(ف) تسمى فئة كه ع#دبة إذا وإذا فقط كانت نحتوى جزء الخط المستقم الواصل بين 
أى نقطتين ى “د . إذا كانت 8.7 © حيلئل : 
ادن - اا+ ع اإجلانى - لا+ اعال ع زج - لعج عرزا 
كذلك 2 ,كر عبوم-1)+ج) عند 1 >> 0 . النقطتان (1,0+) تنتميان إلى 
هو »2 لكن نقطة النتصف (0 ,0) لاتنتمى إلى ل . 


م-در(ص) إذا كانت 2# تلتمى إلى 11) ء فإن اع لكل 0 . ومن 
ثم مكاع بون -1)+ج نكل بن وملها ينتج أن )١1‏ مغخدبة . اعتير الاتحاد لفتر ثين غير 
متصاتن . 


2 


باب (5) : 


و-(!) إذا كانت ©6عي ء افرض [(«-1,ع4/مزدم حينذ » إذا كانت 
>إء« نر ء تمحصل على «+ جعي > عبر ومنها 1[ عدم + ير >> بر >م-رع 0 نحيث إن 
©6© . إذا كانت 0 جح جع » فإنه لايوجد عدد حقيى 0 < / محيث إن كل نقطة بر فى 1 
تحقق م>إرا| تنمى إلى / . بالمثل عند 1 2ت ع . 

ه-(ب) إذا كانت © ع« ء هذ |ءاا-1ع-ء , إذا كانت 14ج« ع خذ 
لاا 1 باءا “مادم . إذا كانت (1,0)-2 إذن كل 0 < م ء توجد نقطة بر 
فى (5)» بحيث إن م>اء- دا 

11 أنه النقط فى الفثة المفتوحة الى جميم إحداثياتها أعداد قياسية , حينئذ استخدم 
خطوات البرهان لنظرية ( و - ١١‏ ) مستخدماً كور مفتوحة مركزها عند هذه النقط القياسية . 

4-(ح) ناقش كا فى الأرين السابق » لكن استخدم هذه المرة كور مغلقة 

- (ط) خذ المكلات واستخدم و .ح . 

9 - (ى) الفعة 40 هى اتحاد جموعة جميع الفئات المفتوحة فى 4. ومن ثم أى فئة مفتوحة 
ه > 6 يحب أن تكون محتوية فى 49 . حسب تعريفها يجب أن يكون مم ح05م . ينتج أن 


نذنكن 


"حرح “490 . ما أن 40 مفتوحة وأن 40(9) هى الاتحاد لجميع الفئات المفعوحة فى 9 » 
بحب أن يكون “0لم)ء"لم . وإذن 40 - 240(9) . ما أن ورع"م و ه8ع"8 
فينتج أن : 8ممء"4"68. ٠»‏ نكن بما أن “4508 مفتوحة فهذا يدل على أن 
“رطمم)ء هده مهم) 2 . ومن زاوية أخرى تكون '(4208) افثة مفتوحة محتوية ى 
8 بك ؛ وإذن "مع"(4608) و '8ع"'(68 4 ) » ومنا "8 م"م ح"'(8 0 م) 
وبالتالن “(8مم)-0ورمهم . ماأن "#8 مفترحة » فإن 87 -#0(0) 

تفرص أن 4, هى فئة جميع الأعداد القياسية فى (1 ,0) وأن 8 هى فثة كل الأعداد غير 
القياسية ى (1 ,0) . حينئذ ©-89ل)"كى . بيئنا (0,1) ع"(8 لاله) 

و-([) ناقش كاى ؟ . ى » أوغذ المكلات واستخدم و . 

ه-(ن) إذا كانت ) عدم غذ © دم ى 88 ء غذ 00 . 

4- (س) افرض أن 8 ,4 مفتوحتان فى # . نفرض أن 8< م ء(9,<) بحيث 
مءء م ه8عر . توجد0< م محيث إنه إذا كانت م>إع«-'*| فَإِن 0 < ى,رمء + 
بحيث إنه إذا كانت و>إبرو-“ر| وأن 8ع'ا . افرض الآن (124)5,5-غ الكرة المفتوحة 
الى نصف قطرها م تكون محتوية ى 8 لا 4 . العكس يكون مشاباً . 

: )1٠١( باب‎ 

٠-(ج)‏ إذا كانت * نقطة حشد من 4 ى 0 وكان لل جوارا من *# » 
حينئذ (1>|*«-«|: "8# 20496 بحتوى نقطة ‏ # ويم ,لجرك . تحتوى النئة 
ابه > اد بر|: "8 > :04 2 نقطة برعويه ,شاعيه وأيضاً ره “ده أكل هذه الطريقة , 

٠‏ -(و) كل جوار * يحتوى نقطاً كثيرة عددها لا تال للفئة 8 ل) 4 . ومن ثم 
إما 4 أو 8 (أو ربما كليهما ) بحب أن يكون له عدد لا نبال من العناصر فى هذا الخوار . 

: )١١( باب‎ 

١١‏ -(1) افرض أن (/1 -1 > 2ب +ةز :زو ,)ع ,0 عند لزعي 

1 - (ب) افرض أن (2ير > تيرد تي : (زبير)] ع ي© عند 5627 . 

١(ج)-افرض‏ أن 4-462 غطاء مفتوحا للدالة كر وافرض أن (6)5 - © 2.20 
أى إن © مفتوحة فى #0 . إذا كانت (©1ل 4 ,4 ء فإن ,4 غطاء مفتوح للفئة ع » حينئذ 
يكون للفئة كه غطاء جزقٌ محدود (ي6 ,.. . ,م ,0 ,© . وإذن يكون [0 ,. . . ,و0 ,.©) 
غطاء جزئيا من © للفئة /ر , 

١1-(د)‏ لاحظ أنه إذا كانت © مفتوحة ى 82 ء فإنه توجد فثة جزئية مفتوسة 


© من :2 بحيث إن 12م ,0 - 0 2 . استخدم نظرية هاين يور ال - بالتناوب . 
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(1-(ه) نفرض أن [02)-4© غطاء مفتوحا لوحدة الفترات المغلقة ل فى '+1 
اعتبر تلث الأعداد الحقيقية ب بحيث إن المربع [»,0]<[+.0| يكون محتوياً فى الاتحاد 
لعمدد محدود لثئات ق © وافرضن *ج هو أعلاها . 


١١-(ز)‏ افرض أن اعم رطعم . أإذا كان يوجد فقط عدد محدود من نقط 
فى (1ع6:.*) اء حينئذ يحدث واحدة منها على الأقل غالباً مرات عددها لا نمال وتكون 
ثقملاً مشتركة . إذا ١‏ كان يوجد نقط كثيرة عددها لا تهالى فى الفئة المحدودة [.12 ٠.‏ حيئئذ 
توجد نقطة حشد # . ما أن عير عند» حم وماأن 1 مغلقة » فإنت عير 
لكل لرع» 

١1-(ح)‏ إذا كانت 77-0 *)2 ء فإن بج نقطة حشد الفئة المغلقة / . 

١1-(ى)‏ لا.افرض ل اع :هع رادم حينئذ كل نقملة من 
لد تقع على نفس المسافة من ** . 

: -(4)افرضص أن © فثة مفتوحسة وافرضص أن ”ع . إذا كانت‎ ١ 

(© ©ل: ءا - بر 14 فإن 28 فثة مفتوحة ىق 0ج[ 

١‏ (م) اتبع النقاش فى ١١‏ ب ء ماعدا استخدام خلايا مفتوحة بدلا من كور 
مفتوحة . 

١١‏ -(ف) افرض أن (1ع6.:5][)-© اء حيث .© مفتوحة ف الفراغ 
8 . المكملة 55 للفئة ,© فئة مغلقة لا تحبوى أى فئة جزئية مفتوحة غير خالية » حسب 
نظرية 4 - ٠١‏ . ومن ثم نكون الفعة لعناصر غير قياسية هى اتحاد عائلة معدودة لفئات 
مغلقة لا تحتوى أى واحدة مها على فئة مفتوحة غير خالية » لكن هذا يخالف تمرين ١١01.ع.‏ 


باب (؟١)‏ : 


1 -(ب) افرض أن هوكم قطع عند (دارا© ع "0 20 حيئذ :0 ممم مو 
غير مرتبطين » غير خاليتين ء وما اتحاد "0 نجب أن تحتوى إحدى هاتين الفئتين على * * 
افرض أنها 8. مما أن 8 فئة مفتوحة ء فتحتوى أيضاً نقطأ من © أى إن 6* ١)8((‏ 0)8© 
لكن حينتذ تكون 8١)2(‏ ,له . قطعمن © . 

؟؟ (ه) عدل برهان النظرية 4-09١5‏ . 


00 حسب نظرية +1 - لاء تكون القتتان و0 ,© فترتين . من السبل 
ملاحظة أن © ا © محدبة أى أن ؟1 - ( ه) تطبق . 
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باب 7؟19) . 
+١-(أ)‏ اختير الوضم الحندسي («,لا-) > 2ذ ‏ بدلالة (2 ,»م دج , 
1١٠‏ -(ب) لاحظ أن (050 + 0 هله ع ,4 ملو و - 0 وم ) ديع ع وهذا يناظر 
دورأن عكس عقرب الساعة بزاوية نصف قطرية 0 . وحول نقطة الأصل . 


١‏ - (ج) ترسم الدائره -إء- 2| إلى الدائرة , [و| > |(5 +عه)- | بمكننا كتابة 
طانو د وكام دع ونحسب 2 ططاح بر ,2 ع8 >- ع بدلالة +0مم1 ح بر بور 26 حد يو , 
بإجراء هذا نجد من السبل ملاحظة أن المعادلة م حت 8 -+4 *» تتحول إلى معادلة فى الصورة 
)دوق ديرم . 

1١‏ -(د) تترك دائرة كا هى ثابتة بواسطة بم إذا وإذا فقط كان مركزها يقسم 
على المحور الحقيى . المطوط ألى تركت ثابتة بواسطة ج هما فقط المحور الحقيق والمحور التخيل . 

-(ه) ترصل دوائر مارة بنقعلة الأصل إلى خطوط بواسطة # . ترسل كل 
«الخطوط الى مر بنقطة الأصل إلى دوائر ءارة بنقطة الأصل » ترسل كل اللطوط المارة بنقطة 
الأصل إلى خطوط مارة بنقطة الأصل . 

١٠‏ -(و) كل نقطة من © » ماعدا نقطة الأصل » هن الصورة تحت ع لعنصرين من 
© . إذا كانت > (2)معه8 ء فإن م عخر-ت2ير . إذا كانت -(ه)عصهة ٠»‏ 
فإن غ- ورج . إذا كانت 1 -|(2)ع| »ء فإن 0< # وأن 6/.-إءا 


باب (؟15) : 


5 أن 2-21 --ظل-_ك1 
4-(ب) لح 0 1+1 02 


١4‏ - ( د) لدينا |أء: - << ك |ااخداا-|اساا| عه 

)-1, 7( -(ط) افرض أن #»: بحيث إن1 > > (مدر.م:) تدذا بما أن الفترة‎ ١4 
هى جوار هذه الباية » فتوجد لار ع غ15 محيث إن <> ابي >0 لكل < #. و ضح‎ 
, 7 < 2 20 الآن أن “697 > :>0 عند بش‎ 

. )1/0( اعتبر(س) و‎ )2(- ١4 

١4‏ - (ل) اللمتتابمات (أ) » (ب) ٠‏ (ه) » (و ) تتقارب ؛ المتتابعتان (ج ) ء 
( د ) تتباعدان , 

4 -(م) أفرض أن عم بحيث إن 1١‏ > م > “:ي) ورزز . مما أن الفترة (م ,1-) 
جوار هذه الباية » فتوجد زج >1 بحيث إن ,> :>0 . ومها “0>.>7 لكل 
الاح م 
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١ : )16( باب‎ 


.)1(9-١6 -(أ) اعبير  با-ابر .2 ,استخدم مثال 6١-ه(ج) ونظرية‎ ٠ 
. (ب) تتباعد . ( و ) تتباعه‎ . ١ -(ج) (أ) تتقارب إلى‎ ٠١ 

#8 -(د) افرض # داح‎ ٠ 

<0 -(و) اعتير حالتين : 0-يج و‎ ٠ 

500 

- (ح) استخدم الإرشاد فى ( مرين 5-05٠‏ و). 

6 (ل) لاحاآن *52 > ددع‎ - ١6 


باب (15) : 
- (أ]) بالاستنتاج يكون 1>22>2 عند 2 <# . بما أن : 
(-تة)/(_يد- ب«) ح در فإن المتتابعة مطردة . 
5 - (ج) المتعابعة رتيبة ومحدودة . الباية هى ‏ 1+46("(/2)+1) 
5 - ( د) المتتابعة 2 تتناقص باطراد ومحدودة . 
5-(ه) يسمى عنصر عد من (+) جز وقة» كر إذا كانت .ا ><يد 
عندما #6 < #8 . 
إذا كانت هناك قم كثيرة لا نهائية بأدلة ,... > و > و + فإن المتتابعة (.:<) 
للقمم متتابعة جز ئية متناقصة من 36 . 
إذا كان يوجد فقط عدد محدود من قم بأدلة ... جل >...>,غ » افرض أن 1< ,م 
ما أن 3 ليست قة » فتوجد 1711  717<‏ محيث إن ابد > رلا 
بالاستمرار بهذه الطريقة نحصل عل متتابعة جزئية متزايدة بدقة (,.<) هن 77 . 
-(ز) المتعابمة تزايدية » 1 >(0/)262+1: ك , 
5-(4) توجد لزعي محيث إنه إذا كانت ك# < »م » فإن: 
ع + هط كعك ايراع ع رآ 
استخدم الآن نقاشاً مشابباً للنقاش الموجود فى "مرين ١-14‏ . 
5-(م) () مء ”م 
(ج) إرشاد : ((1 +م)/1 +1+1/()1)- دمر/ة +1) 


(د) 63 , 
يدك 


(ع)- أوجد أن عملا محيث إن «/1+ 4 > ءا - || . إذا كانت (..) سناء ار 
فإن 4-إ-يا| 


باب )1١9‏ : 
١-(أ)‏ الحميع. 
-(ج) إذا كانت عع » فإن البايات؛؛ إذا كانت 2 >« . فإن الباية صفر . 
1١‏ -(ه) إذا كانت 0 - # ء فإن الباية > ١‏ ؛ إذا كانت 0 توج ٠‏ 
فإن الباية ح صفر . 
-(ز) إذا كانت 2/ > م>0 و 0<يعم » فإِن 0<(م-2/ج) , ويكون 
(-2/) قم ع عم لكل ب دم »> الى مها ينتج أن : 7/2 > نار مقاعدم ع ع -7/2 


. -(ح) إذا كانت 0 < « ؛ فإن 1>*ء ا - (ى) ليس ضروريا‎ ١ 
-(م) اعتير المتتابعة ( ج/1) أو لاحظ أن 4< دامر|ا‎ 
-(ع) نعم 0 لاذ-(ف) نعم.‎ 


باب (18) : 
16-(اأ)(214)15+. (ب) 0 . (ج)11+* (د) 1غ 
4-(ه) افرضص أن امرك مر ,لقعم حينئف71 : +1١‏ ,ا ميدة > زلا + 36) ,رن 
(لآ)يرن + (26) رن ك (/79) من + (26) ,ينه 2 (0 اعت 11 ا رنا) مناه + (50 ع 7 : ردأ مدة ك [أراح 


وإذن *9+(),0 ع (لالع بن : زلا + 36) د تمذح *(و + ع) 
بما أن هذا يكون صميحاً لكل .564 , نستنتج أن *لا+ *ه ك *(ا+») 
6 -(ز) (أ)ه +. (ج) »+ ,0. 
باب (19) : 
- (ه) إذا كانت ك ثرء فإث  +)1/2(+١‏ ك (5)1+1/5 9 ار > نا 
الآن اجمع . 
8 - (ط) إذا كانت ل تزايدية وغيرها تقاربية ى 2 »© فإن له غير محدودة , 
19 -(6) (أ) لا يوجد  .‏ (ب »ء ج) كل الثلاثة متساوية . 
( د) البايتان المكررتان مختلفتان والئهاية المزدوجة غير موجودة 
( ه) الباية المزدوجة تساوى نباية مكررة واحدة . 


ان 


( و ) الهايتان المكررتان متساويتان » لكن الهاية المزدوجة غير موجودة . 
١9‏ -(ل) افرض أن © > .< “إذا كانت 1 -” وأن 0>- ب إذا كانت 1< م 
14-(ن) ق(بءج٠ه).‏ 
-(س) طبق نتيجة 7-18 إلى (لال© 5 ,700 : :) إناة > بر 


9 -(ع)افرض 0-. عند >" وأن «"(1-)--<5 عند 5 < م 


: )2١( باب‎ 


٠‏ -(أ) إذا كانت 0 ع م غذ * -()8 . إذا كانت 0 < © ء استخدم التقدير 
اعدعا اه-ءا 
76 لديل 
(ب) إستخدم مثال «لإاما ه (ب) ونظرية ل دا 8 
٠‏ -(ج) استخدم بمرين ٠٠١‏ - (ب) - ونظرية +٠‏ -0 5, 
٠‏ - (ه) أثبت أن |41-ع|-|©/-(»)ما 
٠‏ -(و) كل عدد حقيى هو نباية متتابعة لأعداد قياسية . 
٠‏ -(ى) توجد متتابعتان (.) ,(20) محيث إن 1 > (()ظ) طلا 16- - (,ركة) صنا 
٠‏ -(ل) أثبت أن (0)-(0)/ -(0)/-(4+2)/ . إذا كانت كر مطردة على 
فإمها تكون متصلة عند نقطة ما . 
٠‏ -(م) أثبت أن 20 (0)ير وأن مم د (ص)كر عند لذءعم . أيضا 
0 > ( ح)ثر + (#) كرا لذلك عدم - (0) “عند 262 اوها أن (7)1/8ح (موم)م 
فينتج بأخيل محصسبء أن من - (م/1) » إذن (لسم)ن -(5/)ر , الآن استخدم * 
اتصال كر . 


٠‏ -(ن) أما 0 > (0)ج وف هذه الحالة 0 - («)ع لكل :د فى2» أو 1 ع (0)م 
وفى هذه الخحالة ((0)ع -()0()8)ع > (4)ع -(+ 4ه)ع 


- لجلا 


: )١١( باب‎ 

1)1,1( > )3, 1, -1(, 201, 3( > )5, 1, -3( (ج)‎ > ١ 

١‏ -(د) متجه (ع ,5 ,©) ف مدى الدالة كر إذا وإذا فقط 0-ع4-28+6© 

"١‏ -(ز) إذا كانت 0 حش ء فإن (0,0)-8,02-)2م ‏ . إذا كانت 0 عت للم 
فإن الخل الوحيد للمعادلتين 
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0ع جل +دن ,0 ع وطجدعه 
هو (0,0)-<(7,*) 
١‏ -(ط) لاحظ أن (00م-(*)8 إذا وإذا فقط كانت 8-(-+«)ع 
١‏ -(ع) لاحظ أن (1)6- وده و استعخدم متباينة شفارتز 5 


باب (؟5) : 


؟؟ -(ج) إذا كانت 0 < (م«)يرء فإن (0<ر: 7-08 جوار (80)/ . 

. -(ح) افرض أن0 > 7 ,ق)ير إذا كانت 0 ع فى فإن 1 > 2( رع)يم‎ ١ 
. إذا كانت 0 حج +ى‎ 

»,>0 >, (ل) افرض أن معامل أكبر قوة موجب . أثبت أنه يوجد‎ - ١ 
ميث إن (؟)] > 0> )م‎ 

؟؟ -(م) افرض أن #مد-(ج)ير . إذا كانت 1< مه فإن )1 >ع٠>0(<0)/‏ 

؟؟ -(ن) إذا كانت 0 < (6)ل/م » فيرجد جوار من م تكون عليه كر موجبة » 
ومن ثم 8 مناه عون . بالمخل إذا كانت 0 > 0) ”ري . 

١‏ - (س) با أن كر متزايدة بدقة ء وأن 8 > © » فإن كر ترسم الفترة المفتوحة 
(5 ,©) فى مط أحادى فوق الفتّرة المفتوحة ((8) كر ,(2) كر ) ء التى منها ينتج أن 2-ث/ر متصلة , 

-(ع) نعم . افرض أن 8 > © ثابتة وافرضى أن (5)كر > (©9)ير. إذا كانت 
© بحيث إن 5 > م > 4 ء فإنه إما (1) (4)ثر - (ع)ثر ء ( 1ذ ) (0)ثر > (م)راء 
أو (11ة) (ع)ر > (6)ثر. حالة (1) مرفوضة من الفرص . إذا كانت( فذ) » فإنه توجد © 
فى (6 ,©) بحيث أن (©)ثر ع (1»)ث/ر » وهذا مخالف . حينئذ تظل ( فذة) سحيحة بالمثل 
(2)ير > (ع)ر وأن كر متزايدة بدقة . 

- (ن) افرضض أن يم متصلة وافرض أن يم > يم هما النقطتان فى 3 الى عندهها 
تصل ع لأعلاها . إذا كانت يع >0 » اختر عددين ج94 © بحيث إن يه > يم > >> ل 


افرضص أن # محقق (6)م>#>(0)م 2 . حينئذ توجد ثلاثة أمداد بم بحيث إن 
و > ونا كيه عوط > رن > رط >> ين وححيث (ط)ع - 8 »ء ما مخالف الفرض . لذلك » 


يحب أن يكون 1 ح رمو 0 ح يم . استخدم الآن نفس القْط من المناقشة عند النقط الى 
عندها تصل ع لأدناها لتحصل على تخالف , 
-(ق) لاحظ أن (105-© ليست مدمجة . أيضاً 1-© ليست متصلة عند (0 ,1) . 


20٠ 


باب (؟5) : 
؟؟ - (أ) الدالة فى مثال «+٠‏ - ه (]» ب » ط) متصلة بانتظام على جر . 
؟؟ - (ز) الدالة م محدودة ومتصلة بانتظام على [م ,0] . 
*؟ - (ط) إذا كانت (>) متتابعة ق (1 ,0) حيث 0+ << حينئة ((2)/) هى 
متتابعة كوثى و لذلك تكون تقاربية فى 12 . 


79 - (ك) هذ بع (جاع ,مود ()/ عيد عير , 


باب (51) : 


4 - (ب) خذ (ثر(م/1)) حيث ث/ر كافى مثال ١٠م‏ - ه(ز). 

4- (ج) أحصل عل الدالة فى مثال ٠٠‏ - ه (ح) بهذه الطريقة . 

4" (ه)- (أ) التقارب منتظم على [1 ,0]. 

(ب) التقارب منتظم على أى فئة مغلقة لا تحتوى 1 
(ج) التقارب منتظم على [1 ,0] أو على 1<ء ,(م+ ع] 

14 (ى)- ينتج أن ثر متزايدة باطراد . حيث كر متصلة بانتظام ٠‏ إذا كانت 0 <ع, 
أفرض أن 21 يد>٠٠٠>,ع>رر‏ -0 بحيث إن ع >(-,)م-(8)م وافرض أن رم 
محيث إندإ ذا كانت : < ” فإن م >|(:)/ -(,8)/| . إذا كانت (< ,. . . ,زه ,و45 صن ع ار 
أثبت أن 36>اص)م-2م)م| لكللاءع . 


4 -(ق) أى كثيرة الحدود ( أو نباية منتظمة اعتابعة كثيرات الحدود ) تكو 
محدو دة على فثرة محددة , 


باب (20) : 
*؟-(ز) (ب) إذا كانت 0 <6م » فتوجد 0 <(#)8 محيث أنه إذا كانت 
([) عع ,(ع)8 +ع > :> فإن.ء > إط-(+)]| 


(ج) إذا كانت () أى متتابمة فى (كر)2 بحيث إن .*«>ء وكانت 
(ك)سناتء فإن ((ر«)/ر) مصلا دق , 
٠؟ ‏ (ى) (أ) إذا كانت 0 < 44 ء فإنه توجد 0 < 88 حيث إنه إذا كانت :م < بر 
وكانت (/)معير »© فإن 4ق < («)/ . 
(ب) إذا كانت 0 > 84 ء فإنه توجله 0 < 8 محيث إنه إذا كانت 
5 >إءم سع] > 0 » فإن 84خ > («)ر . 


وه 


ه؟-(ل) (أ) افرض أن (<ع: )راص )م وضم ()ب.يصنا- .1 
بالتنارب إذا كاتت 0 < ع فإنه توجد (ع) :7 محيث إنه إذا كانت (ع)71 < 2د ٠‏ 
حينئة |2 -(+< + : ()/) نوا 

6-(م) استخدم مفثر ض م ب 19ص 

. (ن) اعتير الدالة | * |/1 - ح (*«)كر عند 0ج ب« ء 0 ح (0) /ر‎ - ١ 

٠‏ -(ع) اعيبر مثال ٠٠١‏ - ه (ح). 

6 (ص) ليس غرورياً . أعتير “ير (2)/ عند 4ع 

6 -(ق) نسم 
باب (15) : 

-(ب) أثبت أن مجموعة 4د لكثيرات الحدود فى # 08ج نحقق فرص نظرية 
ستون - فيرب شيراس 

.؟-(ه) إذا كانت 0-(م/م-(0)مر » أولا قرب ثر بدالة بم تتلاثى على 
بض فترات [#1 ,5 - *»] و [5 ,0] . حينئذ اعيبر + وزة/(<)ج -(<)/ عنمسد 
(,0)©» + 20(ج)ط عند © ,0 > بر , 

5 (ط) - اعتير (*/1) عله ع («)ير عند 260 م . 

5( ك)- استخدم نظرية هاين - يورال أو لرواعه لبسيج كا فى برهان نظرية 
الاتصال المنتظم . 

. (ف) (أ) نطاق مدمج ء متتابمة متساوية الاتصال بانتظام لكن غير محدودة‎ - ١ 

رج( نطاق ليس محدوداً » مجتابعة محدودة ءومتساوية الاتصال بانتظام . 


باب (197) : 
-(د) لاحظ أن 0 > (0)'م وأن (1/8) 5مء- (/1) هله :2 > (ج)اع 
عند 0 نحج ع . 


(ه) تعم . 
با -(ل) يمكننا كتاية 
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-(ق) (ب) إذا كانت 0 حج ثم ء حيتذ عندما لاع م تكون كييرة بكفاية بإعطاء 
2 < #*داء فإنه توجد 7< ا نمحيث إن 
2/اطا اع/ن: - »)| > إلد)" ]| اء«/ه - )| > ز«/(دم)ر- (ع)ر)| 
باب (8١؟)‏ : 

4 -(و) بين جذور 22 المتتالية تكون كثيرة الحدود مطردة دقيقة . إِذا كانت 
وبد جذراً تكراريا مفرد الكثيرة الحدود من “م ء فإن م هى نقطة نهاية عظمى دقيقة 
لكثيرة الحدود مر 5 

6 -(ح) للدالة كر جذور مكررة عددها #2 عتد كل من :1 + ح بر ؛ الدالة “لي 
ها جذور مكررة عددها 7-1 عند كل من 1[ + ع-دب#ع . وها جذر سيط داخل 
(11-) ؛ الخ 


م - (س) إستخدام ممرين 71 اس 


باب (59) : 

9؟ -(د) إذا كانت 0 < ع » فإنه توجد أعداد قياسية 7 ,....” فى 1[ حيث إن 
مع>(*)7 >0 إذا كانت 2 . افرضص أن م تقسيا بحيث يكون طول كل من 
( على الأكثر #/2) فتر ات جزئية تحتوى واحداً من الأعداد .75,...ىم أقل من :8/27 : 
أثبت أن 28 > ( ,/:5)5 > 0 

9؟ - (ى) إذا كانت (*«) كرح («عرثر عند (0,...نه416»خ وكانت 0 < هه ء 
افرض أن م هى تقسبا بحيث أن طول كل من الفترات الحزئية المحتوية على واحد من 
6 ,...ددء أقل من 2#34/ع ٠‏ حيث (رار/|| ,[/[امده < 4د . باستخدام نفس النقط 
الوسطى » نحصل عل م > إ(ع ,,/ 8)2-(ج ,زر بط)ى| حيث #ذ-(«)م عند ع » 

و -(ن) افرض أن (4,5)©© ؛ حينتذ تكون كثر قابلة لتكامل عل [,»] » 

. إذا كانت رج هى قيد يي عل [© ,2] » فينتج من 57 (ن) أن ويم متصلة على 
[,©] ؟؛ بالمثل القيد ديم من م على [5 ,©] . ينتج من نظرية 8 - م أن ,“ير قابلة 
لسكامل على [6 ,4] وأن “هر قابلة العكامل على [8 ,6] وأن 


مل حعهن] مها حعه 


افرض الآن أن («)؛ع )1 -(1879)0) عند م > عر > » و أن («)يع(م)] - ()(ع1) 
عند 8 ع ع > م 


9؟(ع)- إذا كانت 8 > |إ| وإذا كانت © تكريراً طرء حينتذ 8 > |[0|] . 


امه 


5؟ - (ص) إذا كانت 0 < مء افرض أن (,...,,,) -2 ١‏ هو تقس في 
بحيث إنه إذا كانت 2728 »ء وكانت (/ر:م)8 أى حاصل جمع ريمان المناظر ٠‏ حينئذ 
>!!:5)5:29-1| .افرض أن وإ[ || < 4ق » وافرض #اسد/ع ح 8 . إذا كانت 
...ا .9) > © تقسيا بسود 8 > |[0|| » أفرض أن ,لا0 -*0 ء بحيث 
إن 0*2 وبحيث يكون لا على الأكثر 1 2 نقطة أزيد من نقط © . أثبت أن 
((:5)0*:0-5)0 0 تخمزل إلى (1--2)0 حداً على الأكثرفى الصورة : 

(لا- ,) ((1)0-(6)/)< حيث 8>اءر- بدا 


باب )0٠١(‏ : 
٠‏ -(ج) إذا كانت 0 < م معطاة ء افرضش 2 كا فى برهان .م ب م , إذا 
كانت م أى تكرير من م2 فإن 
الداع -(م)ع| اله)]- دم )رار > لع بو نع)ق- رع ,)ىر 
حيث (8)6>إءن-- :| وإذن يكون المقدار مقع سائدا هذا المجموع . 
الآن استخدم معيار كوثى . 


٠‏ -(ه) حساب مباشر يعطى 
“0 -6 ك3 د ”زمه “رار | ) 
وبالمكس »٠‏ ع-26 <(+)م على فترة جزئية ما من [8 ر4] . 


٠٠‏ -(ح) إذا كانت 1 ك (2)/ ع 0 عند 8 > * كت 0 فإنه يوجد 4 حيث 
4 ك 4 ك ١ن‏ بحيث أن 


((8)6 -(8)هاى - هه "| - (م)م- رهام 


٠‏ -(ط) افرض أن 1->(*)/ عند (1,0-]ع بر وأن 1 ع (#8)ثر عنه[1 ,0]ء عر 

. 5)8( - (ى) استخدم نظرية القيمة المتوسطة 5-01 للمصول عل(7)4‎ - ٠ 
. كحاصل جمع ر يمان لتكامل كي‎ 

-(م) إذا كانت 4غ > (ع«)/ ع يم عند 63 و فإن 


| 3 1 3 30 
استخدم الآن نظرية يولتزانو ؟٠‏ - 4 ., 
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#٠‏ ب (ع) الدالتان 4-ب رب أحاديتان ومتصلتان . التقسيات للفثرة [4 ,م] هى 
تناظر أحادى مع التقسيات الفترة [8 ,4] وحواصل جمع ران - اشتلعجز للتركيب ه"/ 
بالنسبة إلى ©”ج فى تناظر أحادى مع تلك الدالة كر بالنسبة إلى م . 

-(ت) (أ) 34. (ج) 9. (ه) 2/* . 

بأب (1) : 

١‏ -(4) بما أن :1 -(0)./-()./ فيمكننا استخدام نظرية ١م‏ - 7 لتحصل 
عل 8:! > 0©)/ -()2 لكل 3ع . أثيت أن 'كرع ع . 

. حيث 4-"(م سداط) ع (0)م‎ )7-1١( و إلى‎ - ٠ -(ق) استخدم نظرية‎ "١ 

١*-(ت)‏ أثبت أن الدالتين 8 و © متصلتان . يكون الباق من البرهان كما فى 
أ" ف. 

. #1 <6 -(خ) الدالة كر متصلة بانتظام على جف‎ ”١ 

#١‏ (ذ)افرض أن 4 )بع  8:)0(-0,‏ عند1 > يع > 120 2 (بر)يع. 

باب (09) : 

؟” - (د) (أ) » (ب) ء (د) ء (ه) تقاربيسة . 

١‏ -(ه) (أ) تقاربية عند 1-<4 ,م (ب) تقاربية عند1- < و +ام 

5*- (و) (أ) » (ج) تقاربيان مطلقان  .‏ (ب) تباهدية. 

؟؟ - (ز) (أ) تقاربية مطلقة إذا كانت 1 + م < © 

(ب) تقاربية إذا كانت 0< © وتقاربية مطلقة إذا كانت 1 < ©. 
باب (9؟) : 

مم (أ) إذا كانت م ع > 0 فإن ‏ >- مير ممع 

مم - (ب) استخدم أختبار درشلث «” م 4 . 

»م -(ج) (1) تقاربية بانتظام عند 0 < © < |4 | . 

(ب) تباعدية إذا كانت 0 5 + ومكون تقار بية بانتظام إذا كانت0< 6< /, 
(ج) » (ه) تقاربيتان بانتظام لحميم + . 

ع« -(9و). صل 
باب (14؟) :© 

4 - (ج) جمع الحدود ف المتسلسلة *(1-),-82 لتنتج تقاريا إلى ١‏ - وإكل صفر . 


اينات 


4" - (ز) اعمبر (-م"(1-) با. لكن » اعتبر أيضاً الحالة حيث 0 < م4 . 
4" -(ح) إذا كانت 0 - 5 ,4 » فإن ط+م ع "(مه)2 
#4 - (ط ) أثيت أن (1/5 ٠١+‏ ٠+فو+‏ )ره د رط+. ٠.‏ .جرط بم 
4" - (ى) استخدم مرين #4 ل و (5أ). 
و* -(0) وضح أن عي ٠ ٠ ١+‏ دين + ره محصمدودة من أسفل بالفسدار 
(ميع"2 ٠٠١+‏ +يو2 +رع)؛ ومن أعل بالقدار : 
حي عه مس25 ل ٠٠د‏ يه2 + يه 


4( س ) - اعتبر ححواصل الجمع الحزئية برى حيث ” > 8 > 7/2استخدم معيار كوثى . 


باب (ه؟) : 

. -(ج) (1) » (ه) تباعديتان . (ب) تقاربية‎ ٠ 

ه؟ -(د) (ب) » (ج) » (ه) تباعدية , 

. -(ز ) (أ) تقاربية . (ج ) تباعدية‎ "٠ 

هم - (() إذا كانت 1 > م فإن -(1+:) م10 > عندما لالع تكون 
كبيرة بكفاية أثبت أن المسابمة (0 108 5©) متزايدة . 
باب (5) : 

و+-(أ) استخدم اختبار درشلت . 

5" - (د) (أ) تقاربية . (ب) تباعدية . 

5م -(ه) (ج) إذا كانت (.ه) 8 تقاربية مطلقة » كذلك تكون ((.8)5 . إذا 
كانت 0-يه ماعدا عندما تكون 9184 قريبة من 1 + » فيمكن أن نحصل عل مثال عكسى 
(د) اعتبر 7202 108 )/1 > يه . 

5 -(ط) إذا كانت # < و ء» فإن 1+ع-يى ؛ إذا كانت « ع بم فإن : 

0>تحه إذا كانت # < يس » فإن 1->-يى 
00-5 لاحظ أن تو + تار ده و2 


باب 07) : 


٠م‏ -(أ) (أ) » (ج ) تتقاربان يانتظام لكل عد (ب) تتقارب عند 0 عد بعر 
وبانتظام عندما تقم د فى مكلة أي جوار 0 ح ع ( د) تتقارب عند 1 < * وبائتظام عند 
0< دا حيث 1< ©. 


كمم 


بام - (ج) إذا كانت المتسلسلة تقاربية بانتظام ٠‏ فإن 

>> |22 متك مره + +٠٠ ١‏ جور ملد | 

بشرط أن تكون # كبيرة بكفاية . أحصر الآن الانتباه بحيث تقم + فى فترة تمحقق 

!<عم عتد 2001 > ع > م 

م -(حع) (أ) 6ه ١(ج)عم/! .1),(١‏ 

ب٠”‏ - ( ل) استخدم نظرية الوحدوية وام ا- ا3. 

٠«-(ن)‏ أثيت أنه إذا كانت الازعم ٠»‏ فإنه توجد كثيرة حدود ,8 محيث أله 
إذا كانت 0 د بر ء فإن (/1)بص “اتج د )"م 

7" - (ر) المتسلسلات ("يء) 8 > (د)© امه ,("عرة) ا ع )8 ,ل(كعيه) 8 - رند)م 
تتقار ب لدوال متصلة على 8 دن نظرية الضرب بام -- م » نجد أن (*)8 («)4 ع ()© 
عند 1 > بج ك 0 » ومن الاتصال تحد أن (8)1 (4)1 ع (1)© . 

لام (ش) متتابعة حواصل المع الخزئية تزايدية على الفثرة [1 ,0] . 

٠م‏ -(ت) إذا كانت 0 < ع ٠»‏ فإن مع > إيها ع علد /2 < #2 , قم حاصل 
الجسم (26ه) :3 إلى حاصل جمع على لز.....1-, وحاصل جمع علل 7 < 7 . 
باب (8؟) : 

م؟-(ب) (ب) إذا كانت 0-مه ء فإن 

0 َ بيك 0 - بق 1 - زج2 + بجر 
(م)ع حو+ )م - 
لكل اع 
م -(ه) (ج) احسب (0)ي/ر بطريقتين . 
م--(ز) (1) إذا كانت ,# متصلة . فإن “جم -(س-) ء لكن يما أن يم 
ها دورة 27# حينئذ 53 - (2) 6 ع (ع ب ) #40 , 


1 66 ومع *4 5م _ 22 ذه | 4 _ 2 
طم - (ب) |... ع تع | 2 
نادت 31 ومء ير ومء] 2 1 

(ج) [:.. 1-6 2003 1 

ادنك 05 42 وم 22 ومء] ذل 

(ه)[... ا 0 11 1 حسم 6 


/اههم 


#كهة 3 4 صله 2 , 22 عند |8 
5 -(4 (يم [-.- مد ياك 


5 3 :]8 
5 ه)|. لبد ةي اك 


8 - (ن) (د) استخدم مرين م - ز(ب). 


4 
ل؟ - (من) )1 1 امه مله السطلك ل ]نت 


دارع “10ج +1_| خخ 4 
ب( ا ا 7 1 


ه” -(3) استخدم نظرية فيجر ه74 - ١7‏ نظرية و١‏ - ساي 
م -(ر) عدل برهانى م" - با )مم - (١‏ 


باب (9) : 
5ع - (ز) لدينا. “إزه ,)| - |تس+ته| ك |(0 ,600 -<< ,)| بحيث أن : 
0- هنيزو بيعم « إذا كانت (0,0)#(رع) ءفإن: 
“-(22) ووه “جر - 3 (3ع2) ترلة :22 > (< ,<) 1010 
وهى غير محدودة عند 0 +5 . 
وم - (ل) (أ) 25,2 به2) د رميى؟ 
(ج ) (طه عه ,وة) ميم" 
ه؟ -(م) (36/2)1 ء (ج) صفر , 
9؟ - (س) (أ) عند (2 ,1) يكون ((4)90-2+(1- 2 دك ع : (2 بو ب)) 
(ج) عند (1 ,1) يكون (0-2(6/2+ »)- -2/- ج : (2 رو ,)) 


و" -(ن) (أ)عند 0 > : يكون (2-0 ,0 - وى - 22:2 ,ورج 2 عند 1 دع 
يكون (2-1+35 ,23 +1 > نورو + 1 > ع : (ج ,و ,)) 


(ج)2 عند #5 # دعم يكون (15+5- 2 ,2 د و ,و2- > ع :(2 ,2,8 
9 -(ق) (ب) عند النقطة (3- ,1 - ,3) مناظرة إلى  2(‏ 1) ب ( ,و)نجد أن 


,(4-2)-(1-)+1- - نو,(2- -2) + (1 -5) + 3 > 2 : زج ,و ى2)) 2 ,وى 
((2-)4-(1 -)2 + 3ددع 


( د) عند النقطة (0 ,0 ,1) المناظرة إلى (© ل ,0) ع (# ,ى) نجد أن 


م2 


!10 )ل د ع رود و1 دارج ,)اع وى 
و -(ت) لاحط أثه إذا كانت ع2 الى أت فإن +745 ع 5 يا نلك (ج2 4 
حيث أن خلا |ا+ ثز|دز| > |( ,)|| 


باب )2١(‏ : 
٠غ‏ -(أ) 6-غ26 -3(2-:2)2 +1(3 +23 -5")0 
4 - (د)0+( وم 5 ومع)(/ ماو + و ومع) + زو طزة-)() ملو + ؛ ووه ى مزة) > () رواطر2 


-(ز)(أآ) «(ج»)"1 - زر اليه ,وروم )1 - (رو)طرط 
(د) (ج2-) 3 - »)7 > زو )ظيط ,)و تيو[ د زر بطرم 

4 -(2 ١ب‏ ما أن و (©1) م2 +4 لل لك 1 10) ررط عد (م)'ع فينتج 

من علاقة أويلر أن : 
)م ع (عن) ]ها > (ع)],ط(ب:) + +٠٠١‏ (ع))ل,2(ع) > (1)'ي 

لذلك يكون “© -0)ع لماذا ؟) لثابت ما © . ما أن0 ع (1)ع ع )مر ء» 
فنستنتج أن ١‏ (,:-()ج-(6)م ومها تكون كر متجانسة من حرجة /. 

4٠‏ -(م) يما أن 


|ا((١ا‏ ,)8 + (ه :) 8) - زر ,)8 - زه + نو رن + ع) 8|| 
"اذه دن )ا 34 <“إإسزاع 7 ||مة||)كة؛ > ||| انز كلق > زإ(د ,س) هراد 


ينتج أن ( ,)8 + (ن ,:)ي موجودة وتساوى (< ,نا)(( ,)28 
4١‏ - (ع) (عاهه > ((6),و» ,... ,(عائعن) - زه)(ء)ع 2‏ عند عه ء ينتج من 
قاعدة السلسلة أن 
((ع)'8)(()ع) ]طده - ((عء) هد )((ع)ع)]ط - ((ب)0)ع0)((ع)ع) رط - ربع )طم 
وها ((©)'ع)((2])8)0 - )نا 
-(ف) إذا كانت(ير,... ودر ) حر فإنه توجد نقط عم محيث أن : 
(* - ش) ( »)رط - (ه)رر- (5) بر افرض الآن أن لها ممثيل ا مصغوفة [(,©) ,كر ر2] 
٠‏ -(ص) بنظرية 7-1١1‏ تكن لأى نقطتين فى 62 اتصاها بمنحنى مضلعى يقع 
داخل 12 . طبق نظرية القيمة المتوسطة على كل ضلع من هذا المنحى . 
- (ش) فى الحقيقة * 37+ *عر)ة برشير4 + تبرج تر - تعر > زايط 
1- -(0,0)/رص ‏ عبيا 1+ (0,0)زم 


٠ 


٠غ‏ - (ث) إذا كانت 25 ج رع +1 ,م-): ب معرفة بأنها ((ه - 5) + م)] - ())م 


0 


فإن ‏ (ه 5)((م-0)5+ع)]2- "ب اكتب ((0)يب,...,(4)رب)- ()م 


حيث ((ه - ()! + ه) رثر - (4)رب ) ولاحظ أن ()زم ؛[ ع (0)م -(1)بب 
باب )51١(‏ : 
4١‏ -(أ) استخدم تمرين #1 .اع. 
-(د) ها 0ح (2/)0 .لا. 
4١‏ -(ه) اعيبر أمرين لا« اح »2 اسداس 
4١‏ -(و) اعتير تمرين 4٠‏ . ل. 
+١‏ -(ى) أوجد الثباية المظمى النسبية قرب 0 . 
+١‏ -(3) (أ) عند (2 ,1,1) يكون (27-2-2++2(:2 ,ا )!م35 
(ج)( عند (2 , ل ,4) يكون (4 > 80-22 + : (2 ,ل ,)) - و5 
١‏ -(ق) إذا كانت ثر ر,2 متلاشيان على فثئة مفتوحة » أستخدم تمرين #٠‏ - فى . 
إذا كانت 840( ,م2 حينئذ اعير ((إ,(«,*)م/) -(ر ,)5 قرب (20 ,ى*). 
١؛‏ -(ر) إذا كانت 0غو(م)ع,2 ؛ حينئا أعتبر (ز ,0) + (*)ع > (« ,)0 
(4-(ت) وضح » كنا فى برهان ١ه‏ - 4 ء أنه إذا كانت .70/2 > در حينئذ 
يوجد متجه “ع حيث 1 ك ||| بحيث أن ()رظ حدر . 
١‏ ح(ث) إذا كانت “"#عبر ء»افرض أن 0-م: : وأن 
(لنسد - بز) > (بن) أ - (2)30) - ركد حت بير 


وضح » كاف برهان 4١‏ - 5 ءأن (ي) سنج موجودةوأن بر-(2)/ 


باب (؟52) : 
45 - (1) (أ) نقطة ركوب عند (0 ,0) 
(ب) نباية صغرى نسبية دقيقة عند ( # ,2-) . 
( ج) نقطة ركوب عند (1 - ,0) » نبهاية صغرى لسبية دقيقة عند (3 ,0) 
( و) نقطة ركوب عند (0 ,0)» نباية صغرى نسبية دقيقة عند (1 - ,0)» 
(0,2). 
؟؛ -(د) إذا لم تكن كر ثابتة ء حينئذ إما الأعلى أو الأدنى للدالة كر على 
(1 ع إء|: "ع »)- ى- ليس صقرا . مما أن 5 مدعة فإن هذا الأعلى أو الأدى يكون 
عند نقطة ىع» . الغرض يلغى إمكانية كون 1 > ||4|| . 


ةك٠‎ 


١‏ - (و) (أء د) نهاية صغرى نسبية عند (0 ,0) . (ب » ج © ه) نقطة ركوب 
عند (0 ,0) ١‏ (و ) جاية صغرى تسبية دقيقة عند (0 ,0) . ١‏ 
؟ -(ز) نقطة ركوب عند (1 ,1) . 
١‏ -(ح) القرود لها ذيول . 
؟4-(ط)5 ؟غ-(0) 5 
4 - (ق) (1])جاية عظمى - ١‏ » تحدث عند (0 ,1 + ) ؛ بأنها صغرى - 1- » 
تحدث عند (1 3 ,0) . 
(ب) ماية عظمى - 3 ء تحدث عند (0 ,1) » قيمة صغرى > 1 - ء 
نحدث عند (0 ,1 -). 
(ج) ماية عظمى عت 4 » تحدث عند (1 + ,1) » نهاية صغرى - 1ل 
تحدث عند (1,0-) . 
( د )ناية عظمى - 1 اء نحدث عند (7/2 ,0) © قيمة صغرى > 1ل 
تحدث عند (2/ - ,0) . 
؟+ -(ش) نهاية عظى - 1 ء تحدث عند (1 ,0 ,0) » نهاية صغرى ح و/5 » نحدث 
عند .4,3,9-) 


باب (9) : 

4 -(ب) إذا كانت 10> م معطاة » افرض أن 2 (1-*”2)< إذا كانت 
الأطوال الخانبية لهلية / فى "#8 هى ,ره 0٠06‏ ديه كد ره >0 أفرض أن #/0» حم 
فإن تكون / محتوية فى اتحاد (1+[عليه])١٠٠(1+[0:/6]):م‏ مكمبات بطول جائبى 
© ء وله محتوى كل أقل من (26)1-(.م...,م)2 . حينذ © إذا كانت 2 محتوية 
فى اتحاد الخلايا محتوى كلى أقل من 8 » فإنها تكون محتوية فى الاتحاد لمكعبات يمحتو ىكل أقل 
من 28 . 

+ (ه) لاص 

؟؛-(ع) إذا كان الإقفال رك هو ,[مط بييه] ٠١‏ ٠[ررط‏ ررره] عند 21,...,10 زر 
وإذا كان ,[مط ,مه]»- ٠‏ ٠2[لظ‏ .]1 » أفرض أن ول هو التقسم للفترة 8.1 و1ه] الذى 
نحصل عليه باستخدام النقط ‏ . . . ,[« ,... ,1 > ز:ربظ رررهم4 © وأن ,2 هو اتقسيم الفارة 
[م8 «جه] الذئخص|عليه باستخدام 1 .. . ,1 - [ز:مط ريه] تنتج التقسمات ,2 ,...,,2 تقسما 
الحلية 7 . 

»غ--(ط) احصر 2 ف الانحاد لعدد محدود من شلايا منلقة في (/ بمحتوى كلى 
أقل من م استخدم الآن م4 0 ْ 


أكم 


+4 - (ى) أحصر 2 ف الاتحاد لعدد محدود من خلايا مفتوحة ق #7 بمحتوى كلل 
أقل من ع . استخدم الآن 4 ج. 

© -(4) نكون متتابعة تقسيات من / إلى مكعيات بطول جانب 2-8 بتنصيف 
متوال لأضلاع . بإعطاء مكعب 5 ت 8 يطول جانبى م ء أحصر 4 فى الاتحاد لكل المكعبات 
الموجودة ف التقسي النوفى الذى تقاطعه مع ع2 هو فئة غير خالية . إذا كانت « كبيرة بدرجة 
أن 2 > ”8/27 +2)1 ء فإن هذا الاتحاد محتوى كل أقل من (©)20 . 

** - (ل) استخدم (40؛ - ز ). "4 - (م) استخدم (مع - ل ), 

+4 - (ص) أولا اعتير الخحالة م ح كر ثم اعبير 2(ج لثر) . 

؟؛ - (ر) افرضى | ا//< 34 با أن يم ركر متصلتان بانتظام على ك2 ء 
إذا كانت وم دقيقة بكفاية » حينئذ م كر تختلفان بمقدار أقل من 6/2284 عل كل بك 
ومحيث أنه لأى 1 ,م » يكون (©226)1/ع) ك |(كل)ء(رم)ع(1)0 :2 - وكا 
وإذن نجد أن 


»مهد 5 -ىز ب] | > إكاءد(معدمر 5 -ون ]| 


)ع > |(06) »8901 -(:)ه1(,ت/ :5 | + 


*4 - (رت) ( د) إذا كانت 7 مدمجة ومجحتوية فى اتحاد الخلايا المفعوسة ‏ ...رق رركل 
فإمها تكون محتوية فق الاتحاد لعدد محدود من هذه اللهلايا . 


باب (55) : 
4؛ -(ب) (أ) إذا كانت (4)ط»ء ٠»‏ فإنه إما أن تكون © نقطة داخلية من 
4 أو تكون نقطة داخلية من (4)» . فى أى حالة » يوجد جوار للنقطة © منفصل عن 
(ه)ط » وإذن ((4)ط)» مفترحة . 
4 - (ج) فق مثال ( "4 - ١‏ (ز)ء يكون 1 »ام ع (5)5 - -ق لكن 
14 ,110 ,2140 > (1»ة)م 
4 (د)- با أن 4-6087مع (08ه4) » فينتج أن 
((6)8 نا(هش)64) 8-0 محم ع -((8 مه) »)م -(8 م 4) - (8ه م مان 
( (6)8)ن-“(ق)4-08-0)6مر ع- 
(5)8نا(هم)طك ((5)8 محه4)نا (زهاطم-8)ع 
4؛ (ى)- إذا كانت 0 < ع» افرض أن ,2 تقسيم مثل الذى فى تمرين (0+ ع ) 
ويحيث أن الاتحاد الخلايا فى .8 الذى يحتوى نقطاً فى (5)4 محتوى كل أقل من ,|| 2/ع 
استخدم الآن تمرين ( 4# - ع ) إلى قيد الدالة كر إلى 4 . 


ككهم 


4؛ -(ك) بماأن («)علة ع (ماع(»)] > (ماعم عند رقع »2 فينتج أن : 
18 14> عزاعدعءكم . إذا كانت 0غدع,رٌ غذ '(عمل)(ع1,)-س 


4؛ -(ن) الفعة ع ح (6)4 ليس ها محتوى صفر . 
4 -(ص) لاحظ أن 42 (5ك 0 ,)7 :11 15 > ( )8 


باب (16) : 
هو -(!) افحص البراهين 46 - 9ء مغ -4. 
٠‏ -(د) (6»)1 
ه؛ -(و) 1(2-©) 
«: - (ح) افرض أن *#ببر-ن ,رمد - . المساحة تساوى 0082(/3) . 


ف 


ى 


2 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع لاقعطأ_ممددهطات / ذا تهطعل رعممع بطؤاءمد/ رعمانا 


كم 


قائمة بالمصطلحات العلمية 
0000 


عناصر 


درجة أو رتبة 
مجمسوعة 

جملة أو جموع 
طقدم 

باب 

عضو 

أعداد صويحة 
أعداد طبيعية 
فئرة الوحسدة 
الأعداد المركبسة 
نقاطع 

إنحاد 

فة خالية 
فة شاغرة 

غير مر بوطة 
غير متقاطعة 
خاصية الماثلة 
خاصية التبديل 
خاصية البر افق 
خاصية التوزيم 
إتمام أو !كال 
حاصل الضر ب الكارتيزى 


01055717 
11100 
قمع رع 11 

ع5 

12 0 

002 

00110 

عأوعء دوع ذم 
اننا 
ع5 

وتاعاءركان/ 

أع 5105 

5 ععمممم2 
11060 
5 0 10 ةلل 
انيت لق 
10 عنء 1 مره 
1106010 
2121100 

1112637 5 

غ56 570104 

انالف زازه 

لقاع ءوده لآ[ 


إمأعم10م ظعاوم ص10 
"ع0 ع1 اسيك 
21071 ع7ا1أو[اع موقم 
020067 عاط و21 


أسعصرع ا مرمده0 
2001 تقام و0 


ومكم 


الأزواج المرتبة ( الثنائيات اللرتية ) 
اختلاف متاثل 
دالة 


راسم 


فيود 

امتدادات 

تركيب 

راتبسسة 

دو أل إدخالية أو دوال حقنية 
دوال عكسية 

فرع 

دوال فوقية 

ذوال تناظر أحادية 

فوق 

وحيدة 

فئات منتبية أو فئات غير محدودة 
فئات غير منتبية أوفتات غير محدودة 
معدودة أو قابلة للمد أو محسوية 
جيدة الثر تيب ( حسنة العرتيب ) 
الاستنتاج الرياضي 

القطعة الابتداتية 

تناز لية عددية 

معدودة ( قابلة للمد ) 


أعداد منطقة أو أعداد قياسية أوأعداد جذرية 


631 


فعتلوم 0م006 
11 عتماء ووه 
1 

نان 

101 

| 

طمهة0 

11011832 

ا 

1260 

111126 
11 
12000 

ابا كته +1( 
00100 

د02 

يكت 1١‏ 
مم1 
220 

8 ع اعنام 
8 عللاوء[81 
مم0 

تأاداراك 

85 ع الما 

121116 8 
0001251 

---11 177 
م لمع نه تع 11 
هع عع 1مواغنسل 


(7221 تناس ) 251 دعن[ 


2)0121 
1298101181 2112221235 


الطريقة القطرية 
رثم من صفر إلى ه 
بدهية 

بدهية الاختيار 
جَ . كانتود 


راسم أسادي 


نظام 

المواص الجيرية 

المواص المراتبة 

خاصية الإتمام أو خاصية الإكال 
حلايا متداخلة 

حقل 

أعداد غير قياسية أو أعداد غير جذرية 
مضيوط أو دقيق 

خاصية وإاحد من ثلاثة 

القيمة المطلقة 

متباينة المفلث 

الأعلى ( الملو ) 

الأدق 

مأخوذة أو مفتر ضن 

الإسقاطات 

إرشاد 

دالة أسية 

اللوغار يتم 

القواطم ( القتص ) 

متشا كل 


خسلايا 


226 [لظنتامع 1212 
1ز8| 
ملم 

2016 05 مرماعتم 
“املتنون)-عع 0602 
026-026 


الفصل الأول 


ع5 

مه عملنومطعع1م 
0206 
07 قوع تعاء [مصدم 
قلاع 60و11 

إعاتابلا 

قراط 
12610281 
51 

007 2ه تزانم معط 
7811 480110166 

211137 ناوعصة عاعصوس عط 
(51016501112) 01612218ناة 
1111 

16218 

ننفت الدوية! 

خم 

لامتاعصية لمتاضعمد همعط 
1-11 

لعاتك 

ل سراف 0 1 

قلاع 

11 


إن 


شعاعات مقتوحة 

شعاعات مغلقة 

علية بقحونة 

خلية مفلقة 

متداخلة - متشابكة - وكرية 
متبايئة برنولى 

خاصية أر ميدس 

قاطع ديد كانيد 


رونكر 


الفصل الثانى 


فراغ المتجه 

فراغ الممودى 

فراغ حاصل الضر ب القيامى 

سح صل الضرب القيامى- حاصل الضرب العددى 


رعم0 

010560 55 

لاءء وعم 

لاءء 6050 

عتما 

12112177 115ل امصمهة8 
006137 تلوعنلء اطع مم 
أناء ل تتعاعقع10 
10 


176010 6 
110604 
111111 712001165 6 
12116 01 


مضاعف 8111 
طية - مر كبة ع1 
من العليات أو المرتبات 2 
حاصل الضر ب العددى أو شر ب نقطة 00 +120 
أحدائيات 00020 
مر كبات لمكليت ان اندعق 
متطابقة متوازى الأضلاع اإأأاضع10 سوعع مام 1أق روط 
عمودى 21 
مودي 0111183 راع نرزة 2 
سيداب 1 001 
مترى أو قياسى ,37 9 111 
المثر يه ا اتفصلة : عاتاعمم عأعمعواططا1 
فية شاملة 2 مم أع5 علط 
جيرة - جوار - معاحة 13 ع 1 خا 


نقطة داخلة 


نقعلة حدو دية 


حمكم 


خصلمم 12110 
0326م 8011201223 


نقطة خارجة 

إقفال 

نظرية يولزانوفير اشير اوس 

متبايئة شفارتز 

متبايئة كوشى - بونيا كوفسي - شفارتز 


متطابقة لاجر انج 
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